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从 本 书 的 书 名 《20 世纪 数学 思想 》 XE, AM: RRA 
(Kline, Morris, 1908—1992) 的 名 著 《 古 今 数 学 思想 》 
(1972) 有 某 种 亲缘 的 关系 。 可 是 ， 比 起 《古今 数学 思想 》 这 
样 的 历史 论述 和 分 析 ，20 世纪 的 数学 史 还 根本 无 法 做 到 。 从 
数学 内 容 的 艰深 和 数学 领域 的 广阔 来 看 ， 我 们 几乎 元 法 金 面 而 
深入 地 掌握 20 世纪 的 数学 率 材 ， 就 像 19 世纪 末 和 20 世纪 初 ， 
许多 数学 家 及 数学 史家 所 散 的 评述 那样 。 在 这 方面 ， 我 们 也 无 
法 同 兄 弟 学 科 和 亲缘 的 学 科 相 比 。 对 于 20 世纪 物理 学 史 和 生 
物 学 史 ， 不 公有 较 多 的 专著 问世 ， 例 如 1995 年 出 版 的 三 大 卷 
《20 世纪 牺 理 学 )， 而 且 在 资料 积累 及 研究 方面 已 有 相当 的 基 
础 。 物 理学 史 有 相当 直 窗 的 口头 鬼 资料 供 人 人 使用。 与 数学 同宗 
WHAE, EZRET 年 代 后 期 就 有 专门 的 期 刊 ， 还 有 多 次 
的 学 术 会 议 。 可 以 说 ， .当代 的 科学 技术 史 研 究 热 淡 朝 天 。 

反观 数学 史 ，20 世纪 数学 中 的 研究 可 以 说 几乎 是 空白 。 
郑重 的 数学 史 研 究 大 致 到 达 19 世纪 末 ， 而 20 世纪 数学 史 直 到 
最 近 才 刚刚 开始 研究 的 范 园 还 局 限 在 1900 年 到 1950 年 。 在 
这 方面 一些 大 数学 家 的 论述 的 确 为 我 们 的 认识 提供 了 线索 。 
诚然 ,许多 数学 史家 的 确 不 喜欢 数学 家 多少 带 有 主观 偏见 的 论 


述 ， 但 是 ， 对 于 研究 19 世纪 特别 是 20 世纪 的 数学 史家 来 说 ， 
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他 们 的 困难 也 在 于 如 何 正确 地 理解 和 把 握 数 学 内 容 和 数学 思 
想 ， 而 这 正 是 专业 数学 家 之 所 长 。 虽 然 专 业 数学 家 在 掌握 专业 
各 技术 内 容 方面 可 能 是 深入 的 ， 但 是 ， 他 们 在 由 此 洁 握 数学 全 
局 以 及 从 历史 、 从 发 展 看 问题 未 免 叉 有 所 短 。 数 学 家 最 难 把 握 
的 往往 是 他 所 研究 的 狭 窜 课题 在 整个 数学 甚至 在 某 一 分 支 中 的 
地 位 以 及 它 的 作用 。 幸 好 ， 我 们 还 有 一 些 有 文化 、 历 史 、 哲 学 
素养 的 大 数学 家 ， 他 们 的 确 能 在 千 头 万 绪 、 杂 乱 无 章 的 数学 论 
文 的 海洋 中 ， 给 我 们 指出 数学 的 主流 和 发 展 方向 。 

因此 , :对 于 试图 研究 20 世纪 数学 史 的 学 者 来 说 ， 与 其 在 
数学 的 汪洋 大 海中 盲目 挣扎 ， 还 不 如 暂时 接受 一 些 大 数学 家 的 
PHS, RH 20 世纪 数学 发 展 的 主线 ， 对 数学 有 一 个 整体 
的 认识 ， 然 后 旁 及 其 它 ， 逐 步 深 入 。 我 们 看 ， 这 可 能 是 一 个 比 
较 有 去 当 的 办 法 。 没 有 一 个 适当 的 研究 框架 ， 我 们 很 难 找到 自己 
的 位 置 。 只 有 在 我 们 能 够 驾 取 整 个 局 势 时 ， 我 们 再 对 他 们 进行 
批判 也 不 为 晚 。 

在 席 加 莱 (Poincaré, Henri, 1854—1912), Æ% OR 1b 1# 
(Hilbert, David, 1862—1943) 之 后 、20 世纪 最 伟大 的 数学 家 
非 外 尔 (Weyl，Hermann，1885- 一 19S5) 莫 必 。 他 不 仅 为 我 们 
留 下 许 雪 数 学 成 果 和 数学 方法 ， 而 且 对 于 他 末 历 前 整个 20 tt 
纪 前 半期 的 数学 ， 进 行 了 客观 而 中 肯 的 评述 。 让 我 们 把 它们 作 
为 本 书 的 引导 。 不妨 我 们 引用 他 的 语录 来 显示 他 的 思想 ， 这 更 
能 凸显 他 本 大 的 观点 。 

外 尔 的 4 大 元 论文 都 值得 好 好 一 该 。 这 里 我 们 引用 的 主要 
PK AY “SBP RSE” (1951) 以 及 他 对 影响 本 世纪 数 
学 最 大 的 数学 家 希 尔 伯 特 和 爱 米 . 诺 特 (Noether, Emmy, 
1882—1935) 工作 的 评述 “大 卫 : 希 尔 伯 特 及 其 数学 工作 ” 
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(1944), “SOK - ta” (1935), ROBO RHA, HR 
的 是 ， 他 还 有 许 包 恒 要 著作 没有 汉 译 本 。 不 过 ， 我 们 也 选 一 
些 ， 供 参考 。 
在 引用 他 的 语录 之 前 ， 我 们 先 把 他 对 上 半 世 纪 数 学 的 主题 
开 列 如 下 : 
半 个 世纪 的 数学 
1. 导论 、 公 理论 
第 一 部 分 “代数 学 、 数 论 、 群 
2. 环 、 域 、 理 想 
3， 民 数学 和 数论 的 一 些 成 就 
Cp BERR. BRI, RR HH CW. RIC. 
超越 数论 ) 
4. 群 、 向 重 空间 和 代数 
5. ARH 
GARR BP HE A, RY (Jordan, Camille, 
1838—1922) —#i RM (Halder, Otto, 1859—1937) 
- EB, RRR. AER. RSLS. BSR. 
(Lie, : Sophus, 1842—1899) 代数 ) 
BoB ae. MIME. ML. BR 
6. 线性 算 子 及 其 谱 分 解 ， 希 尔 怕 特 空间 
7. SOK (Lebesgue, Henri, 1875—1941) 积分 、 测 度 
$. iB 
8， 拓扑 学 和 调和 各 积分 
9， 共 展映 射 、 亚 纯 函 数 、 大 范围 变 分 法 (特别 强调 拓扑 
观点 ) 


10. LAF (MA IL Se. BS (Riemann, Bernhard, 
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1826—1866) 度量、 联络、 曲率、 大 范围 微分 几何 
学 、 纤 维 空间 ) 

11， 基 础 论 | 

这 个 提纲 正好 印证 他 对 20 世纪 《至 少 是 上 半 世 纪 ) 数学 
主流 的 看 法 ，“ 当 前 拓扑 学 的 天 使 和 代数 学 的 魔鬼 在 争夺 数学 
HRM” 

影响 20 tt 20 AY FR ARE RIE AE ES (Von 
Neumanmn，John，1903 一 1957)， 当 然 他 更 以 计算 机 的 开创 者 、 
计算 数学 家 、 应 用 数学 家 而 知名 。 但 是 ， 这 位 全 才 的 数学 家 对 
于 结构 数学 依然 有 重大 贡献 ， 他 的 思想 仍然 领先 于 他 的 时 代 。 
例如 他 在 数理 逻辑 ， 希 尔 伯 特 空间 的 算 子 理论 、 舞 子 代数 、 群 
土 测度 以 及 遍历 理论 方面 的 工作 都 是 开创 性 的 。 

正 是 上 面 4 位 数学 巨人 ， 再 加 上 高 当 (Cartan, Elie, 
1869—1951), HK + WH. HR (Godel, Kurt, 1906— 
1978). 4244. (Wiener, Norbert, 1894—1964) 等 大 数学 家 ， 
URE RM RMS KR, RA-HRSE 《特别 是 鲁 金 
(Luzin, Nikolai Nikolaievich, 1883—1950) 为 首 的 莫斯科 学 
派 )， 波 兰 学 派 CRED ELGAR (Banach, Stefan, 1892— 
1945) 为 代表 的 里 活 夫 学 派 》 最 后 由 布尔 巴 共 学 党 集 其 大 成 ， 
20 世纪 的 数学 最 终 走 土 自己 的 光 亚 历程 。 
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比 起 19 世纪 来 ，20 世纪 的 数学 更 趋 于 统一 ， 但 这 并 不 意 
EA 20 世纪 缺少 新 学 科 。 实 际 上 ， 现 在 数学 的 课题 中 有 80% 
以 上 是 20 世纪 创造 的 ， 但 也 有 20% 左右 的 课题 是 19 theo 
留 下 来 的 。 我 们 不 妨 称 它们 为 经 典 数学 或 古典 数学 。 经 典 数学 
中 ， 除 了 极 少数 的 问题 是 18 世纪 末 以 前 提出 来 的 之 外 (这些 
问题 我 们 将 在 1.1.3 节 列 举 其 中 主要 的 )， 大 部 分 来 自 19 tt 
纪 。19 世纪 除了 传统 的 数论 、 代 数 、 分 析 以 及 几何 四 大 领域 
之 外 ， 还 开创 了 四 个 重要 领域 ， 它 们 是 代数 数论 、 代 数 几 和 何 
学 、 微 分 几何 学 (特别 是 高 维 微分 流 形 的 几何 ) 和 李 群 理论 ， 
它们 在 结构 数学 的 冲击 下 ， 在 20 世纪 中 有 了 显著 的 进展 。 

在 19 世纪 具体 数学 背景 下 ，20 世纪 开创 了 结构 数学 及 元 ， 
数学 两 大 范畴 的 一 系列 新 学 科 ， 它 们 完全 是 从 自 然 的 对 象 经 历 
多 次 的 推广 和 抽象 得 来 ， 然 后 再 通过 各 种 途径 入 生出 来 的 ， 典 
型 的 有 ; 群 、 环 、 域 、 格 、 线 性 空间 (向量 空间 )、 上 度量 空间 、 
拓扑 空间 、 测 度 空间 、 希 尔 伯 特 空间 、 巴 拿 赫 空间 、 拓 扑 向 量 
空间 、 微 分 流 形 、 代 数 艇 等， 帮 至 各 种 衍生 的 对 象 如 半 群 、 群 
环 、 除 环 、 拓 扑 群 、 代 数 群 、 算 术 群 、 巴 售 赫 代数 、C ”代数 、 
GRRE RR, URE ARR MRM SR (dele). Fl 
德尔 (adele), SUEZ. SER (foiseauz, sheaf, WRIA 
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E, FEZ, A strata, laminations $E MEA), $E, Á 
F. AZA, Mth (topos), MTB. MH (scheme), 3) 
形 (motive) 等 等 ， 实 际 上 每 一 个 这 类 对 象 都 对 应 一 套 理论 ， 
形成 独立 的 学 科 ， 成 为 专门 研究 的 领域 。 其 中 比较 成 熟 的 ， 略 
于 结构 数学 的 有 ， 群 论 、 环 论 、 域 论 、 格 论 、 一 般 拓扑 学 、 点 
集 拓 扑 学 、 组 合 拓扑 学 、 代 数 拓 扑 学 、 微 分 拓扑 学 、 几 何 拓扑 
学 、 同 调 代 数学 、K 理论 、 测 度 与 积分 理论 、 证 函 分 析 、 算 
子 代数 理论 等 ， 以 及 击 它们 入 生出 来 的 子 学 科 。 

元 数学 几乎 完全 是 20 世纪 的 产物 ， 特 别 是 20 世纪 30 年 
代 以 后 形成 的 公理 集合 论 、 递 归 论 、 证 明 论 及 横 型 论 。 这 个 领 
域 现在 大 都 已 独立 发 展 ， 不 过 在 其 深 处 仍 同 结构 数学 有 着 于 丝 
万 继 的 联系 。 另 一 方面 ， 伴 随 计算 机 科学 的 兴起 ， 作 为 基础 的 
元 数学 又 产生 许多 边缘 学 科 。 

结构 数学 不 是 无 源 之 水 ， 无 本 之 木 ， 因 此 ， 它 的 产生 不 但 
大 大 扩大 了 数学 对 象 的 领域 ， 而 且 与 经 典 数学 结合 在 一 起 ， 对 
经 典 问题 的 解决 有 着 极 大 的 促进 。 数 学 结构 的 观点 把 建立 在 实 
数 域 及 复数 域 上 的 人 代数、 数论、 分 析 及 几何 推广 到 一 般 域 上 ， 
特别 是 代数 数论 一 方面 推广 到 局 部 域 上 ， 另 一 方面 推广 到 函数 
域 上 。 代 数 几何 学 从 复数 域 推广 到 一 般 域 上 ， 而 且 有 了 内 曹 的 
定义 。 现 代 的 代数 几何 学 几乎 是 交换 代数 学 的 同 义 语 。 实 数 空 
间 上 的 分 析 也 推广 到 一 般 流 形 上 ， 构 成 大 范围 分 析 。 实 数 域 上 
HTT RARE NERS EE RMR RAS, Mew 
分 析 则 完全 改变 偏 微分 方程 的 研究 路 线 。 

Ah, AT MARS RAM REE, KT RX 
套 新 学 科 如 何 由 传统 数学 演化 而 来 ， 就 很 难 理解 20 世纪 数学 ， 


而 这 正 是 我 们 下 面 要 详细 论述 的 。 
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1 19 世纪 数学 的 遗产 


每 个 时 期 的 数学 都 不 是 凭空 产生 的 ，20 世纪 的 数学 也 是 
植 根 于 过 去 数学 的 主 壤 之 中 。 特 别 是 结构 数学 ， 大 都 在 19 t 
纪 的 数学 当中 已 有 萌芽 。 

19 世纪 的 数学 与 前 后 两 个 世纪 的 数学 有 很 大 的 不 同 ， 它 
真正 成 为 一 门 独立 存在 的 自在 的 科学 ， 有 自己 的 对 象 及 理论 体 
系 ， 而 不 像 过 去 那样 只 是 依附 于 自然 科 掌 的 工具 和 技术 总 汇 。 
正 因为 如 此 ，19 世纪 的 数学 打破 过 去 对 它 的 对 象 及 方法 所 造 
成 的 种 种 限制 ， 呈 现 出 千姿百态 的 多 样 性 ， 同 时 也 因此 在 保守 
与 革新 和 解放 之 间 引 起 数学 家 的 争论 ， 最 终 涉 及 到 基础 问题 的 
大 讨论 。 

19 世纪 数学 与 18- 世 纪 末 以 前 的 全 部 数学 相 比 ， 数 量 和 和 质 
量 都 不 可 同日 而 语 。 如 果 说 M REA (Cantor, Moritz, 
1829—1920) 用 4 KBS 18 世纪 末 以 前 的 全 部 数学 史 ，19 t 
纪 庶 该 用 20 大 卷 ， 因 这 只 不 过 是 刚 硬 涉及 皮毛 而 已 ， 走 正 的 
文献 数量 则 是 以 前 的 RAR. MABE, ERKE 
(Dieudonné, Jean, 1906—1992) W (BAF ATE) 中 ，18 世纪 
的 内 容 不 到 19 手 纪 的 $%， 看 来 从 实际 成 就 来 衡量 ，1:20 的 
比例 大 体 上 差 不 移 。“ 

尽管 数学 的 对 象 不 断 地 扩张 ， 但 是 其 中 一 些 核心 的 对 象 ， 
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如 数 与 形 则 很 早 就 有 ， 尤 其 几 千 年 几 百 年 的 数论 问题 、 几 何 问 
题 ， 不 少 在 19 世纪 、20 世纪 获得 解决 。 然 而 也 有 相当 数量 的 
有 干 百年 历史 的 难题 ， 至 今 离 完 全 解决 尚 远 ， 秽 如 完全 数 问 
RL, EER (Mordell, Joel, 1888—1972) 方程 
yr tk (Ck ERR) 

求解 问题 (CBRRPARRTRHE, BENENE KE 
时 期 )、 同 余数 问题 《哪些 正 整 数 是 边 长 为 有 理 数 的 三 角形 的 
面积 )、 等 半径 球 的 最 密 堆积 问题 等 等 。 因 此 ， 数 学 比 任何 其 
它 学 科 都 更 有 继承 性 。 正 如 法 国 大 数学 家 庞 加 菜 所 言 ， 你 要 了 
解数 学 的 未 来 吗 ? 最 好 的 办 法 就 是 了 解数 学 的 过 去 和 现在 。 因 
此 在 进入 20 世纪 教学 之 前 ， 不 能 不 对 过 去 的 数学 做 一 个 简短 
的 回顾 。 


1.1 18 世纪 末 之 前 的 数学 


1. 数学 对 象 的 产生 与 演化 

从 古 到 今 数 学 都 是 有 着 多 种 对 象 的 学 科 ， 这 些 对 象 有 着 不 
HHEN., RIK (Maclane, Saunders, 1909—) 曾 列 举人 
类 15 种 活动 及 其 所 产生 的 数学 观念 ， 虽 然 不 一 定 准 确 而 全 面 ， 


BIFT RH SRE ARE AR 
活动 CRE 概念 表述 
收集 :集体 (RH) 集合 
数 数 下 一 个 aa, OR, AP 
比较 ”计数 一 一 对 应 、 基数 
计算 “，. 数 的 结合 加法 、 乘 法 规则 、 阿 贝尔 群 
Hit O- E RH. ERE 


计时 i 线性 顺序 


观察 对 称 变换 群 
建筑 同形 。” 图形、 对 称 点 集 


测 基 FA TE 。 上 度量 空间 

移动 变化 刚性 运动 、 变 换 群 、 变 化 率 
估计 逼近 、 附 近 ”连续 性 、 极 限 、 拓 扑 空间 
挑选 部 分 子 集 、 布 尔 代 数 

论证 证 明 PB ial 

选择 机 会 概率 〈 有 利 / 全 部 ) 

相继 行动 ER 合 、 变 换 群 


显然 这 些 概念 决 不 是 一 起 形成 的 ， 而 且 其 中 许多 概念 是 经 历 极 
为 曲折 的 过 程 才 逐步 得 到 的 ， 如 群 与 拓扑 空间 。 

最 早 形成 的 恕 怕 是 计数 的 观念 以 及 一 些 直 观 的 几何 图 形 的 
观念 ， 这 构成 数学 的 原始 对 象 一 一 数 与 形 ， 但 还 没有 形成 一 门 
学 术 。 只 有 在 产生 系统 的 技艺 与 操作 之 后 ， 才 形成 数学 最 原始 
的 对 象 一 一 计算 技术 〈 算 术 ) 以 及 测量 与 绘图 技术 【测绘 术 )， 
这 些 实际 上 是 技术 而 不 是 学 问 。 产 生 数 学 学 问 需 要 对 于 技术 操 
作 的 对 象 有 更 深入 的 理解 ， 至 少 要 发 现 它们 之 闻 的 “关系 ”; 
计算 的 对 象 是 数 〈 很 长 时 间 是 自然 数 ， 即 正 整 数 )， 它 们 之 间 
的 关系 构成 数学 的 一 个 分 支 一 -数论 ; 测量 及 绘图 的 对 象 是 图 
形 ， 图 形 之 间 的 关系 . HR. FT. BB. A, ADR 
比较 ) 构成 数学 的 另 一 分 支 一 一 几何 学 。 因 此 ， 数 学 从 一 开始 
就 并 非 一 门 科学 而 是 一 门 技术 与 理论 的 神 合体 系 。 对 于 许多 民 
族 来 说 ， 最 早 的 数学 内 乎 都 主要 是 技术 。 中 国 古 代数 学 长 时 期 
以 来 被 称 为 算 学 ， 从 一 个 制 面 反映 出 它 的 技术 特征 一 一 操作 
的 、 技 巧 的 、 实 用 徇 ， 而 很 少 或 根本 不 考 虚 其 运算 对 每 一 一 数 
的 性 质 。 中 国 的 数 往往 带 有 神秘 的 意味 ， 当 然 ， 这 种 “数学 ” 
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并 非 我 们 所 讨论 的 数学 。 实 际 上 ， 前 史 时 期 的 数学 主要 是 民族 
数学 或 文化 数学 ， 在 各 种 文化 的 发 展 过 程 中 ， 各 民族 都 或 多 或 
少 掌握 一 些 简单 的 数学 技术 ， 包 括 计 数 、 计 算 、 测 量 、 土 木 建 
筑 、 绘 图 等 ， 基 本 上 属于 实用 技术 ， 它 们 从 技术 上 讲 大 同 小 
异 ， 但 数学 知识 是 零散 的 ， 而 且 反 映 了 较 大 的 文化 差异 。 另 一 
方面 ， 也 出 现 神 秘 的 占星 术 、 数 秘 术 、 占 卜 术 等 伪 科 学 ， 其 中 
也 有 个 别 涉及 数学 的 内 容 ， 如 二 进 制 等 。 各 种 建筑 及 装饰 艺术 
品 上 的 对 称 图 案 以 及 正 多 面 蛋 的 列举 包含 群 的 观念 的 萌芽 。 

只 有 上古 希 腊 ， 术 及 学 的 划分 是 比较 清楚 的 。 它 们 把 计算 技 
术 叫 logistica 《应 译 成 算术 )， 而 arithmetica 则 指数 论 。 后 来 
对 数论 arithmetica 这 个 词 广泛 使 用 ， 我 们 也 译 成 算 水 ， 增 加 
了 混乱 。 而 一 直到 19 世纪 ， 高 斯 (Gauss, Carl Friedrich, 
1777—1855) HAE 《算术 探究 》 实 际 上 是 数论 划时代 的 著 
作 ， 当 时 高 等 算术 无 一 例外 地 均 指 数论 。 

古 适 腊 几何 学 更 是 独一无二 ， 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 几 
乎 概括 了 当时 所 有 理论 的 数论 及 几何 学 ， 成 为 近代 西方 数学 的 
主要 源泉 。 值 得 注 守 的 有 是， 即使 在 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 
中 ， 作 图 的 技术 与 定理 的 证 明 是 并 重 的 ， 而 且 的 确 给 后 人 带 来 
一 系列 脱离 实际 的 数学 问题 。 尽 管 由 于 柏拉图 的 倡导 ， 理 论 数 
学 与 实用 数学 确 有 某 种 程度 的 分 离 ， 但 它们 仍然 通过 不 同 途 径 
尾 到 和 近世， 构成 一 种 温 合 形态 的 数学 。 除 了 数论 及 几何 之 外 ， 
悄 于 “四 艺 ”的 另外 锣 站 数学 是 天 文 及 音乐 《应 译 为 乐理 )， 
在 天 文学 中 形成 球面 三 角 这 种 “ 测 尖 ”技术 ， 而 音乐 实际 上 是 
HFAA, EREE (Boethius, £4 480—525) 
WARA PYM (Cassiodorus, $9 490—575) 的 见解 ， 


“音乐 是 有 关 数 的 一 门 科学 ”"。“ 中 世纪 有 大 古代 继承 了 一 个 观点 ， 
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BUS RIFE AB MSAK, WATERS Bt HHS 
用 的 严谨 的 科学 。” 其 中 主要 是 比例 理论 。 这 些 数学 都 是 些 理 
论 与 技术 的 混合 物 ， 而 更 偏重 于 理论 。 在 实用 技术 上 数学 沿 着 
另外 一 条 途径 也 有 相似 的 发 展 ， 值 得 一 提 的 是 透视 法 ， 它 是 许 
多 画家 长 期 实践 的 产物 。 

数学 经 过 长 时 期 的 发 展 之 后 ， 正 式 成 为 一 门 学 科 ， 其 主要 
标志 是 ; 

一 一 建立 数 的 表示 及 计算 方法 。 

一 一 对 于 一 些 问题 有 较 系 统 的 方法 。 
这 使 数学 技术 部 分 初步 形成 。 而 欧 几 里 得 《几何 原本 》 的 问 
世 ， 则 使 理论 教学 有 了 一 个 原型 。 世 界 各 国 数学 发 展 的 状况 不 
同 。 上 古代 数学 的 主要 领域 是 算术 及 几何 ， 希 腊 具 有 初等 的 数论 
及 量 论 坛 及 一 些 玫 本 的 几何 问题 及 数论 问题 。 这 些 问 题 对 以 后 
的 数学 有 很 大 影响 ， 但 不 一 定 很 重要 。 上 比较 重要 的 数学 是 计 
算 ， 特 别 是 解 方 程 。 中 国 、 印 度 、 阿 拉 怕 的 数学 ， 偏 重 于 计算 
及 实际 问题 的 解决 。 

一 直到 17 世纪 ， 数 学 的 对 象 仍然 相当 斋 杂 ， 这 可 以 从 德 
pF (Deschales, C. F. M.. 1621—1678) 写 的 《数学 课程 或 
数学 世界 》 中 看 出 ， 除 了 算术 、 三 角 和 对 数 之 外 ， 还 包括 实用 
几何 、 力 学 、 静 力学 、 地 理 、 磁 学 、 土 木工 程 、 (大 ) 木工 、 
石 工 、 军 事 建 筑 、 流 体 静 力学 、 液 体 广 动 、 水 力学 、 船 体 结 
W, AF ARE, RE, ARERR ER, HS, K 
文学 、 日 历 计 算 和 十 星 术 ， 量 后 他 还 把 代 教 、 不 可 分 基 理 论 、 
圆锥 曲线 理论 和 诸如 割 圆 曲 线 和 螺 线 那样 的 特殊 曲线 包括 在 
内 。 由 此 可 网， 数学 实际 上 是 个 极为 庞杂 的 领域 ， 很 难说 有 什 
么 统一 的 对 象 。 当 然 我 们 必须 承认 理论 数学 的 体系 在 欧 几 里 得 
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时 代 已 初步 建立 起 来 ， 并 成 为 以 后 数学 研究 的 楷模 。 

2. 近代 数学 的 成 果 

从 16 世纪 末 到 17 世纪 初 ， 数 学 进入 近代 数学 时 期 。 由 于 
符号 代数 的 发 展 ， 坐 标 几何 (解析 几何 ) 的 出 现 ， 特 别 是 微 积 
分 的 形成 ，17 世纪 被 称 为 数学 的 英雄 时 代 。 微 积分 的 方法 ， 
在 18 世纪 到 19 世纪 成 为 解决 实际 问题 的 强大 起 器， 推动 了 天 
文 、 力 学 、 物 理学 的 发 展 。 数 学 在 更 高 的 层次 上 与 应 用 密切 相 
关 ， 实 际 人 向 题 也 促使 新 的 煞 学 部 门 出 现 ， 如 计算 天 体 运 行 轨道 
产生 了 微分 方程 及 线性 代数 ， 计 算 沿 著 什 么 样 的 曲线 下 降 最 快 
(时 间 最 短 》 产 生 了 变 分 法 ， 工 程 设计 产生 了 画 法 几何 等 等 。 

近代 数学 与 十 代数 学 比较 起 来 ， 有 许多 明显 的 特点 ， 

(1) 符号 化 。 首 先是 从 算术 的 数 的 运算 过 渡 到 代数 的 符号 
运算 ， 这 对 数学 是 一 场 革命 性 的 变化 。 符 号 代数 学 的 划时代 著 
FE i (Vietè, Francois, 1540—1603) 在 1591 年 出 版 的 
《解析 法 入 门 》， 这 本 书 分 成 作 章 ， 其 中 把 解析 法 分 成 三 类 ， 

中 把 问题 化 成 方程 法 。 

四 由 方程 推出 定理 法 。 

国 解 方程 的 方法 。 

韦 达 在 这 本 书 的 最 后 讲 ， 梧 用 这 三 种 方法 及 原则 没有 解决 不 了 
的 解析 问题 。 他 把 计算 分 成 两 类 ， 踪 了 原先 的 数值 计算 之 外 ， 
加 进 了 符号 计算 ， 从 而 为 数学 开辟 了 一 个 新 天 地 。 

不 仅 如 此 ， 符 号 代数 学 的 引进 还 大 大 促使 数 的 概念 的 扩 
张 。 原 来 不 合法 的 人 负数、 虚数 等 等 ， 因 其 运用 整数 与 分 数 的 运 
算 厌 则 ， 而 被 承认 为 合法 。 符 导 化 也 促使 形式 化 的 发 展 ， 如 二 
项 式 定理 指数 可 由 正 整数 推广 到 负数 、 分 数 甚至 更 一 般 的 实 


数 、 复 数 。 这 种 形式 的 推广 ， 促 进 了 不 同 问 题 的 解法 统一 成 共 
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同 的 算法 ， 使 方法 大 大 系统 化 和 简化 。 

仔细 观察 一 下 数学 史 ， 数 学 的 发 展 是 伴随 着 漫长 的 符号 化 
进程 的 。 正 是 由 于 大 部 分 符号 化 在 16 世纪 末 已 出 现 ， 才 产生 
17 世纪 的 数学 黄金 时 代 。 仔 细 想 一 下 ， 符 号 化 经 历 下 面 的 进 
程 ; 

中 数字 及 其 表示 的 符号 化 。 

个 运算 的 符号 化 。 加 、 减 的 符号 “+”、“ 一 ” 星 在 15 世 
纪 中 期 就 已 经 有 了 ，16 世纪 已 普遍 使 用 。 乘 、 除 的 符号 
“x”. “二 ” 则 稍 网 ， 根 号 在 17 世纪 也 已 经 产生 ， 冬 筹 的 符号 
到 19 世纪 初 才 固 定 下 来 。 

团 关 系 的 符号 化 。 等 于 、 小 于 、 大 于 是 16 世纪 中 期 开始 
引进 的 。 ” . - 

二 区 别 未 知 量 、 已 知 量 、 未 知 量 系数 的 符号， 这 是 韦 达 的 
最 大 功绩 。 

图 更 一 般 对 象 的 符号 化 。 如 集合 、 曲 钱 、 方 程 、 函 数 乃至 
语句 的 符号 化 则 是 比较 晚 的 事 ， 一 般 到 18 世纪 乃至 19 世纪 才 
Fr te oa 

RHE AL HEERA RK AJ R EE SA h a 
E, AM RES WR A EE BK 
这 种 思想 后 来 发 展 成 数理 逻辑 的 前 身 一 一 符号 起 辑 。 符 号 化 也 
是 使 问题 代数 化 药 重 要 一 步 ， 表 现在 解析 几何 学 的 产生 上 。 

(2) 几何 学 出 现 民 数 方法 。 古 典 几何 学 采用 综合 方法 ， 解 
决 问题 需要 技巧 。 管 卡尔 的 解析 几何 学 ， 把 分 析 方 法 即 代数 方 
法 引进 几何 学 ， 使 初等 几何 学 问题 代数 化 、 形 式 化 ， 从 而 为 程 
序 化 、 为 后 来 的 机 械 化 证 明 莫 定 基础 。 但 是 ， 从 笛 卡 尔 起 到 
19 世纪 末 ， 综 合 方法 与 解析 方法 一 直 存 在 严重 的 对 立 。 
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解析 几何 学 的 诞生 大 大 扩展 了 几何 学 对 象 的 范围 ， 产 生出 
一 般 的 曲线 、 曲 面 芒 至 高 维 空间 、 代 数 簇 及 微分 流 形 的 概念 ， 
为 代数 几何 学 、 微 分 几何 学 莫 定 了 基础 。 

(3) 由 有 穷 数 学 到 无 穷 数 学 的 过 渡 。 古 代数 学 回避 无 穷 ， 
阳 17 EZAK, “AR” KEEN, KAE: 

中 元 穷 运算 的 出 现 ， 使 无 穷 级 数 、 无 穷 乘积 、 无 穷 连 分 数 
等 等 成 为 数 与 函数 的 方便 的 表达 式 ， 而 且 成 为 有 效 的 形式 计算 
工具 。 

名 无 穷 过 程 的 运用 ， 证 明 有 普遍 性 的 定理 ， 和 常用 的 是 数学 
归纳 法 。 这 是 1642 年 由 帕斯卡 首先 运用 的 。 费 尔 马 首先 运用 
无 穿 递 降 法 来 证 明 数 论 中 许多 定理 。 

轩 无 穷 大 及 无 穷 小 量 的 引 人 和 与 计算 ， 和 牛顿 及 莱 布 尼 欧 等 人 
系统 地 发 展 了 包 禽 无 穷 小 量 在 内 的 运算 ， 这 就 是 微 积 分 。 由 于 
无 穷 小 量 及 无 穷 大 的 引信， 使 得 新 的 分 析 方 法 具有 空前 的 威 
力 ， 为 数学 的 广 证 应 用 开 如 了 道路 。 

18 世纪 教学 分 析 在 微 积 分 的 基础 上 正式 诞生 ， 它 的 中 心 
概念 是 阔 数 。 不 过 在 19 世纪 中 时 之 前 ， 函 数 的 概念 并 不 清楚 。 
实际 上 ， 比 起 数 来 ， 函 歼 是 一 个 远 为 复杂 的 概念 ， 当 时 画 数 虽 
然 通过 曲线 或 者 表达 式 来 表示 ， 但 是 函数 实质 上 由 三 部 分 构 
Re. 一 是 定义 域 ， 二 是 值 域 ， 三 是 函数 本 身 。 无 论 是 定义 域 还 
是 值 城 ， 攻 不 上 庄 是 一 个 数 ， 而 是 一 个 集合 。 定 义 域 和 值 域 确定 
之 后 ， 有 远 为 多 的 函数 。 从 这 时 起 ， 结 构 数 学 的 基础 一 一 集合 
和 岗 射 的 概念 名 潜 在 于 分 析 之 中 。 . 

ATH IL AMF RRRAN BUBRAKT AI RS 
技术 的 武 库 ， 但 是 并 没有 改变 数学 主要 是 一 门 实用 的 计算 技术 


的 状态 。 当 时 几乎 没有 专业 的 数学 家 ， 数 学 家 大 都 是 科学 家 ， 
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数学 在 他 们 看 来 主要 是 解决 自然 问题 的 工具 ， 和 而 纯粹 的 数学 如 
数论 ， 虽 然 也 有 一 些 进步 ， 在 当时 不 过 是 数学 游戏 ， 大 都 是 业 
余数 学 家 的 玩意 儿 。 数 学 作为 一 门 计 算 技术 进步 和 惊人， 特别 是 
微 积分 的 完成 ， 解 决 了 许多 天 文 、 力 学 及 物理 学 的 问题 ， 而 微 
积分 本 身 只 不 过 是 一 种 更 有 效 的 演算 方法 ， 即 所 谓 无 穷 小 演算 
(infinitesimal calculus)。 接 着 是 常 微分 方程 及 数学 物理 方程 
的 出 现 ， 以 及 变 分 法 的 诞生 ， 使 数学 工具 更 为 有 效 。 变 分 法 原 
文 是 Calculi Variafionum， 意 即 变 分 演算 。 微 分 法 、 积 分 法 、 
变 分 法 的 和 名称 一 直 沿 用 到 现在 。 当 时 还 有 一 门 与 微 积分 平行 发 
展 的 学 科 一 差分 演算 。17、18 世纪 的 概率 论 实 际 上 是 概率 
演算 (le Calcul des probabilites)， 一 直到 本 世纪 还 有 这 方面 的 
著作 问世 ， 而 真正 的 概率 论 还 是 20 世纪 中 的 事 。 同 样 ， 莱 布 
尼 芒 有 最 早 逻 辑 演算 的 观念 ， 而 直到 19 世纪 中 叶 才 由 布尔 
(Boole, George, 1815—1864) 等 人 实现 ， 这 是 大 家 都 熟知 的 
事 了 。 

科学 革命 时 期 所 形成 的 这 些 技术 学 科 ， 后 来 统称 为 〈 数 
学 ) 分 析 ， 在 当时 ， 分 析 与 代数 的 对 象 是 不 加 区 别 的 。 如 果 有 
什么 区 别 的 话 ， 可 以 说 代数 是 进行 有 限 的 演算 ， 而 分 析 是 无 穷 
的 演算 ， 这 种 区 别 一 直到 19 世纪 初 由 柯 西 Cauchy，Au- 
gustin-Louis, 1789—1857) 开始 对 分 析 的 严格 化 进行 尝试 才 为 
人 重视 。 实 际 上 ， 这 个 问题 涉及 数学 的 基础 问题 : 有 限 演算 的 
规则 (如 加 法 交换 律 ) 是 否 适 用 于 无 穿 的 运算 (〈 如 无 穷 级 数 )。 
人 有 们 很 快 发 现 有 限 演 算 的 规则 对 无 穷 运算 决 非 畅通 无 阻 。 那 么 
仔细 考 起 一下， 有 限 推理 所 得 出 的 逻辑 规则 能 香 礁 广 到 无 穷 扒 
理 或 无 穷 对 象 的 推理 ， 则 是 20 世纪 数学 基础 的 中 心 问题 之 一 。 
在 当时 ， 还 有 一 门 学 科 称 为 “代数 分 析 学 "。 从 欧 拉 到 柯 西 都 
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FURBARHSS, RFZASEA MSRM LHPRARR 
的 演算 及 会 式 ， 这 时 无 论 是 代数 还 是 分 析 都 主要 是 “技术 "。 

但 是 ， 分 析 的 技术 涉及 无 穷 ， 在 许多 方面 自然 会 产生 国 
难 。 不 过 18 世纪 的 大 数学 家 们 不 顾 这 一 切 ， 他 们 采取 某 种 形 
式 化 的 做 法 并 取得 巨大 成 就 。 困 此 ， 他 们 不 太 为 严格 与 否 操 
>, 这 充分 表现 在 达 兰 风 尔 (D Alembert, Jean le Rond, 
1717—1783) 的 话 中 ,，“ 前 进 ， 你 就 会 有 信心 ”。 

不 可 和 否认， 形式 化 对 后 世 的 数学 有 很 大 影响 。18 世纪 来 
到 19 世纪 初 ， 一 批 美 国 数学 家 正式 推出 “形式 永恒 性 原理 ”， 
明确 提出 加 法 、 蒋 法 运算 的 “交换 律 "、“ 结 合 律 ” 和 “分 配 
律 "。 表 面 上 ， 这 似乎 是 尽 人 此 知 的 废话 ， 不 过 ， 从 历史 上 看 ， 
它们 疝 数学 对 象 戎 数 中 解放 出 来 而 成 为 一 般 抽象 对 象 迈 出 了 决 
定性 的 重要 一 步 。 这 些 规 律 及 其 推广 也 成 为 定义 代数 结构 的 公 
理 了 。 i = 

17, 18 世纪 的 数学 基本 上 还 是 算 学 ， 其 中 数学 分 析 取 得 
了 重大 突破 ， 我 们 列举 下 列 主 要 的 成 就 

全 初等 落 数 微分 法 和 积分 法 ， 微 积分 基本 定理 。 

四 有 限 差 分 法 。 

DH WA He EFF 

国 欧 拉 一 马克 劳 林 《〈Maclaurin，Colin，1698 一 1746) R 
和 公式 。 

合 求 积分 和 解 常 微分 方程 的 初等 方法 ， 如 部 分 分 式 法 、 降 
阶 法 。 ' 

OURDE, AMRA. 

加 变 分 法 的 诞生 ， 把 变 分 问题 化 为 解 常 微分 方程 。 


国 引 入 偏 微分 ; 偏 导 教 。 以 及 求 偏 导 数 的 可 交换 公式 。 
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加 引入 偏 微分 方程 ， 官 步 研究 求解 方法 ， 建 立 特征 线 理 
论 ， 求 解 一 阶 偏 微分 方程 。 

外 引入 一 批 重 要 的 特殊 函数 ， 如 BKH., ra ik 
{E (Legendre, Adrien Marie, 1752—1883) BHM. NÆR 
(Bessel, Friedrich Wilhelm, 1784—1846) 函数 以 及 超 几 何 级 
数 等 。 

3. 遗留 的 数学 问题 

18 世纪 留 给 19 世纪 的 同 题 很 多 ， 简单 概括 一 下 ， 其 中 比 
较 重 要 的 有 : 

(1) 数论 

中 整数 的 可 除 性 问题 。 

名 整数 的 加 法 表示 问题 ， 华 林 (Waring, Edward, 
1736 一 1798) 问题 和 哥 德 巴赫 狂想 。 

不定 方程 求解 ， 费 尔 马 大 定理 和 黄 德 尔 方 程 好 = x?+ 
ko . 
外 用 整 系数 二 次 型 表示 整数 的 可 能 性 及 表 法 数 。 
(2) 几何 作 图 
ABR. AR: 正 多 边 形 与 希腊 几何 三 大 问题 ; A 
求 方 问题 。 

(3) 和 民 数 方程 和 代数 方程 组 求解 

中 求 代数 方程 的 根 。 

名 代数 方程 组 的 变 元 消去 法 。 

(4) EJERS., AFR SRR 

狙 数 的 展开 以 及 无 穷 级 数 的 求 和 。 

(5) 积分 计算 . l 

特别 是 构图 绝 长 的 计算 以 及 其 它 初等 函数 的 积分 。 
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(6) BROT BA A BR 

特别 是 为 学 、 物 理学 和 天 文学 中 的 弦 振 动 方程 、 波 动 方 
拉 普 拉 斯 方程 等 。 

(7) 欧 几 里 得 第 五 公设 问题 

(8) 高 次 曲线 及 曲面 的 分 类 

代数 曲线 的 奇 点 。 

(9) 航 小 曲面 

(10) 重大 的 数学 物理 问题 

中 经 度 问 题 。 

名 行星 及 卫星 的 轨道 计算 问题 。 

O=*hS. 

ORAHE. 

OAM AREA, 

ORDRANE RMB 《地球 形状 问题 )。 

他 大 地 测量 与 绘图 问题 。 

所 有 这 些 问 题 都 对 以 后 的 数学 产生 不 同 程度 的 影响 ， 例 如 
三 体 问 题 推 动 组 合 拓扑 学 的 产生 。 许 多 问题 的 研究 一 直 延 续 到 
现在 汉人 昼 如 概 沙 曲面 问题 。 同 时 还 有 一 些 问题 尚未 解决 。 


1.2 19 世纪 的 数学 


- 除了 少数 问题 之 外 ， 大 部 分 问题 尤其 是 分 析 和 几何 问题 在 
19 世纪 得 到 解决 或 取得 量 大 突破 。 这 些 问题 连同 近代 数学 的 
成 就 构成 后 来 数学 发 展 的 基础 。 但 是 必须 看 到 ，18 世纪 末 的 
数学 和 19 世纪 数学 有 着 极 大 的 不 同 ， 更 不 用 说 20 世纪 了 。 主 
要 是 18 世纪 末 的 数学 仍 是 计算 技术 和 自然 科学 的 分 析 工 具 ， 


虽然 已 经 产生 了 先进 的 方法 ， 但 是 18 世纪 末 的 数学 家 们 感到 
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数学 的 矿脉 已 经 控 空 ， 他 们 已 经 没有 什么 可 以 去 做 。 这 反映 在 
18 世纪 80 年 代 尤 其 是 90 年 代数 学 成 果 远 较 前 后 时 期 为 少 。 
这 反映 出 数学 一 方面 缺少 自己 的 固有 对 象 和 问题 ， 另 一 方面 缺 
少 系 统 的 理论 和 严格 的 基础 ， 只 是 柳 人 零散 问题 的 “ 题 海 ”之 
中 ， 没 有 全 局 的 、 总 体 的 看 法 。 

随 着 19 世纪 的 到 来 ， 这 种 局 面 立 即 改观 。1801 年 高 斯 的 
《算术 研究 》 为 数论 建立 一 个 体系 。 同 时 ， 综 合 几 何 学 的 复兴 
也 为 几何 的 大 规模 发 展 打下 基础 。19 世纪 分 析 方 法 及 数学 分 
析 基 础 的 建立 推动 了 函数 论 的 建立 ， 并 为 以 后 的 结构 数学 的 产 
生 及 发 展开 辟 了 广阔 的 前 景 。 

1. 19 世纪 数学 的 特点 

19 世纪 数学 本 身 发 生 了 可 以 说 是 划 命 性 的 变化 ， 主 要 有 
下 面 四 个 特征 : 

(1) 新 题材 、 新 领域 、 新 分 支 大 量 清 现 。 

19 世纪 之 前 ， 大 臻 是 算术 及 数论 、 几 何以 及 17—18 世纪 
发 展 起 来 的 代数 及 分 析 四 大 领域 ， 它 们 的 研究 对 入 大 都 停留 在 
PRR ARERR. BELA. Witte, RS 
思想 得 到 空前 的 解放 ， 特 别 才 现 在 引进 许多 新 的 研究 对 象 ， 特 
别 是 : 

DARASA, PERE EA TEN, YADE 
四 元 数 、 八 元 数 ， 而 且 从 无 理 数 和 虚数 中 分 出 各 种 代数 数 以 及 
ORK, MPEP eR, Rik bea RH 
素 。 重 的 概念 扩大 ， 产 生 向 量 、 张 量 等 。 从 这 些 概 念 出 发 ， 出 
现 新 的 代数 及 分 析 领 域 。 

名 演算 对 象 的 产生 与 扩大 。 对 代数 方程 及 代数 方程 组 的 解 
法 和 解 的 性 质 的 探讨 产生 出 一 系列 新 对 象 ， 从 线性 方程 组 导致 
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行列 式 、 和 矩阵 、 线 性 空间 、 线 性 变换 、 线 性 型 与 多 线性 型 等 概 
念 与 理论 的 出 现 ， 从 代数 方程 导致 复数 、 对 称 函 数 、 置 换 等 概 
念 的 引入 以 至 伽 罗 华 理论 与 群 论 的 创立 ， 高 次 联 立 代数 方程 组 
则 导致 代数 几何 的 产生 ， 齐 次 多 项 式 引 出 型 论 和 不 变 式 论 。 

地形 的 概念 的 扩大 。 几 何 对 象 一 直 是 三 维 空间 内 的 图 形 ， 
特别 是 曲线 和 曲面 。 黎 曼 把 几何 对 象 推广 到 x 维 空间 ， 而 且 
进一步 推广 到 流 形 。 

动画 数 概念 由 特殊 函数 扩大 为 一 般 函 数 。19 te 
积分 的 反 演 产生 椭圆 函数 ， 后 又 推广 到 起 椭圆 函数 、 阿 贝尔 函 
数 ， 从 而 代数 函数 论 得 到 莲 描 发 展 。 一 般 函 数论 在 19 世纪 后 
期 全 面 发 展 起 来 。 正 因为 数学 新 对 象 大 量 涌现 ， 研 究 它们 的 新 
学 科 自 然 也 就 应 运 而 生 了 。 

mH 19 世纪 ， 数 论 已 经 由 问题 汇编 发 展 成 初 具 规 模 的 
对 象 理 论 。 从 方法 上 来 分 ， 引 进 代数 数论 、 超 越 数论 、 二 次 型 
及 高 次 型 算术 理论 ; 从 演算 对 象 看 ， 不 定 方程 扩大 成 庞大 领 
域 ， REE REI 几何 数论 、 连 分 数 算术 理论 等 等 新 
兴学 科 。 
邢 何 学 从 综合 几何 的 复兴 ， 出 现 射影 几何 、 反 演 几 何 、 非 


等 。 由 于 解析 方法 的 引进 ， 解 析 几 何在 19 世纪 已 经 完备 和 定 
型 化 ， 从 中 发 展 出 代数 几何 学 与 微分 几何 学 这 两 大 领域 ， 成 为 
20 世纪 几何 学 的 基础 。 供 是 曲线 及 曲面 几何 仍 是 主要 对 和 象 。 
拓扑 字 及 运动 几何 学 也 有 所 发 展 。 几 何 学 的 研究 在 19 世纪 中 
仍 超过 数论 、 代 数 和 分 析 的 总 和 。 

代数 学 仍然 以 方程 求解 及 方程 论 为 中 心 ， 出 现 件 罗 华 理论 


坟 及 置换 群 及 抽 铺 群 和 群 表 示 理 论 。 方 程 求解 问题 并 不 因 傣 罗 
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华 理论 而 告 签 ， 它 沿 着 几 个 方向 继续 发 展 ， 用 超越 函数 解 代 数 
方程 以 及 用 数值 方法 求解 。 方 程 的 解 的 研究 到 19 世纪 末 仍 是 
重要 课题 。 除 了 方程 以 外 ， 线 性 代数 与 双 线 性 代数 、 行 列 式 与 
矩阵 、 四 元 数 与 超 复 系 等 前 为 代数 带 来 多 样 化 。 不 变 式 论 被 第 
二 次 称 为 近世 代数 ， 而 真正 的 近世 代数 一 一 抽象 代数 ， 却 贡 芽 
于 这 些 新 的 对 象 及 理论 当中 。 

19 世纪 常 被 称 为 分 析 或 函数 论 的 世纪 ， 但 这 是 19 世纪 末 
的 数学 家 的 观点 。 当 然 实 分 析 的 多 样 化 发 展 ， 特 别 是 微分 方程 
的 求解 引出 大量 的 特殊 函数 ， 而 从 实 到 复 的 过 渡 引 出 复 分 析 的 
有 力 工 具 。 特 别 蚌 椭圆 沙 数 及 阿 贝 尔 函 数 是 19 世纪 分 析 的 中 
心 。 到 魏 尔 斯 特 拉 斯 解析 函数 论 电 是 大 量 特殊 函数 的 一 个 简 亚 
概括 。 一 般 的 解析 函数 论 只 有 到 20 世纪 上 半 叶 才 有 较 大 的 发 
展 ， 而 它们 却 植 根 于 特殊 函数 的 多 样 性 之 中 。 例 如 整 函 数 基本 
定理 一 一 毕 卡 (Picardd，Emile,. 1856—1941) 大 定理 在 1879 
年 是 用 椭圆 模 函 数 证 明 的 。 

20 世纪 数学 的 主流 一 一 结构 数学 大 都 源 于 这 种 多 样 性 ， 
20 世纪 的 数理 逻辑 及 数学 基础 也 来 源 于 19 世纪 的 先驱 ， 从 布 
RARER. TURER 19 世纪 数学 题材 的 多样 性 造就 了 现 
代数 学 的 丰富 内 容 。 

(2) 数学 对 象 及 方法 的 推广 。 

数学 与 自然 科学 不 同 ， 并 不 以 客观 实在 为 对 象 。 在 以 前 ， 
数学 对 象 受 制 于 哲学 观念 及 古老 的 规定 ， 到 19 世纪 ， 数 学 家 
的 思想 逐渐 打破 这 种 味 提 的 框框 ， 无 颖 ， 每 一 次 打破 都 引起 一 
场 风波 、 一 场 辨 论 ， 但 主流 是 数学 对 象 的 扩大 化 最 签 取得 胜 
种 。 几 何 学 最 明显 ，19 世纪 突破 二 维和 三 维 欧 几 里 得 几何 的 
框框 ， 出 现 各 种 各 样 的 “ 非 欧 几何 学 ”， 一 是 不 遵守 平行 公设 
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的 道 常 非 欧 几何 ， 二 是 不 遵守 三 维 限制 的 高 维 几何 学 ， 三 是 不 
遵守 阿 基 米 德 公理 的 非 阿 基 米 德 几何 ， 四 是 复数 的 几何 学 ， 如 
此 等 等 。 在 观念 上 也 有 重大 突破 ， 空 间 不 一 定 由 点 构成 ， 从 而 
出 现 直 线 几 何 学 、 圆 几何 学 等 等 。 图 形 不 一 定 非 装 在 大 空间 
里 ， 出 现 波形 的 概念 以 及 内 草 儿 何 学 或 自然 几何 学 ， 还 可 以 引 
入 无 穷 远 点 、 无 穷 远 线 等 等 理想 元 素 ， 形 成 新 的 几何 对 象 ， 最 
后 研究 一 层 一 层 的 结构 ， 甚 中 最 基础 的 是 点 集 及 抽象 集合 。 

在 19 世纪 ， 人 们 一 开始 还 是 习惯 于 具体 的 、 特 殊 的 对 象 ， 
壕 开 抽 短 的 、 一 般 的 对 和 象 。 但 随 着 认识 的 深入 ， 才 逐步 接受 那 
at RAE SAAR, MAb Abs m Lb wb HR By AY Bw Be, 
填 满 正方 形 的 曲线 等 等 。 但 到 头 来 ， 数 学 的 深化 不 能 不 把 它们 
接纳 进来 ， 而 且 在 以 后 的 发 展 过 程 中 产生 意 想 不 到 的 应 用 。 

(3》 居 次 化 的 出 现 与 严密 性 的 考 虚 。 

18 世纪 以 前 的 数学 家 大 都 是 解决 问题 特别 是 计算 的 能 手 ， 
而 解决 问题 大 都 是 用 特殊 技术 、 特 殊 方 法 去 攻 特 殊 对 象 的 一 些 
特殊 问题 。 到 19 世纪 ， 数 学 家 开始 逐步 考虑 更 高 层次 的 问题 。 
如 求解 代数 方程 ， 要 考 嵌 根 与 系数 的 关系 问题， 对 于 微分 方 
程 ， 研 究 解 的 在 在 性 与 唯一 性 问题 。 研 究 题材 的 转变 不 仅 是 过 
去 盲目 求解 失败 的 经 验 总 结 ， 也 是 为 寻找 新 的 求解 方法 从 理论 
上 扫 清道 路 。 思 想 方 法 的 改变 也 带 来 对 方法 的 严密 性 的 追求 。 

19 世纪 分 析 代 竺 几 衙 在 数学 中 占据 统治 地 位 之 后 ， 分 析 
的 有 效 性 不 成 问题 ， 但 严密 性 却 受到 挑战 。 国 此 ，19 世纪 整 
个 世纪 不 断 对 这 个 问题 进行 探索 ， 最 终 由 狐 尔 斯 特 拉 斯 等 人 解 
决 ， 但 是 留 下 的 无 穷 集合 论 问题 却 产 生 无 穷 的 麻烦 。 

(4) 统一 性 的 追求 。 


19 世纪 数学 分 支 的 爆炸 性 增长 ， 使 得 数学 专业 化 日 益 严 
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重 ， 形 成 相互 隔离 的 局 面 。19 世纪 初 ， 数 学 家 已 经 被 分 为 分 
析 家 及 几何 学 家 ， 前 者 也 包括 数论 及 代数 专家 。 到 1870 年 以 
后 ， 由 于 群 的 概念 的 成 熟 ， 一 些 大 数学 家 ， 特 别 是 若 尔 当 、 克 
X (Klein, Felix, 1849—1925), Æ., EWEFA, ZRU 
群 的 观念 来 统一 数学 ， 取 得 了 相当 的 成 功 。 群 的 概念 不 仅 联 系 
代数 方程 ， 而 且 也 用 于 微分 方程 、 函 教 论 ， 特 别 是 几何 学 ， 从 
而 涵盖 了 大 部 分 当时 数学 。 另 一 方面 ，19 世纪 四 大 领域 外 的 
四 大 分 支 ; 代数 数论 、 代 数 函 数论 、 代 数 几 何 学 与 代数 不 变 式 
论 ， 直 接 导 向 当时 的 理想 理论 ， 进 而 发 形成 后 来 的 交换 环 论 以 
及 部 分 域 论 。 对 这 些 部 分 统一 性 的 抽 条 化 最 终 叶 到 20 世纪 结 
SUF F 

对 于 19 世纪 数学 的 成 就 ， 我 们 不 可 能 给 予 全 面 的 论述 ， 
但 是 作为 通常 数学 史 的 补正 ， 我 们 系统 地 叙述 一 下 19 世纪 最 
辉煌 的 两 大 领域 一 一 分 析 与 几何 学 以 及 经 典 的 数论 。 

2， 数 学 分 析 

通常 认为 19 世纪 数学 的 三 大 成 就 为 : 非 欧 几何 的 建立 、 
群 论 的 产生 与 数学 分 析 的 严格 化 。 但 是 这 种 说 法 并 不 确切 ， 也 
不 符合 19 世纪 数学 的 实际 。 在 19 世纪 数学 的 历史 中 ， 对 后 世 
影响 最 大 的 莫 过 于 分 析 技 术 的 进步 。 由 于 分 析 技 术 的 进步 ， 数 
学 家 对 一 些 理论 问题 开始 关注 ， 最 后 才 导 致 分 析 的 严格 化 及 现 
代数 学 的 产生 。 由 于 篇 幅 的 限制 ， 我 们 只 能 列举 其 中 最 重大 的 
成 就 。 

(1) 求解 数学 物理 偏 微分 方程 。 

除了 继续 求解 18 世纪 已 提出 的 波动 方程 和 位 势 方程 之 外 ， 
19 世纪 提出 热传导 方程 以 及 弹性 介质 方程 组 ， 纳 维尔 
(Navier, Claude, 1785—1836) 一 斯 托 克 斯 (Stokes, George 
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Gabriel, 1819—1903) 粘性 流体 动力 学 方程 组 以 及 麦克 斯 韦 
(Maxwell, James Clerk, 1831—1879) 方程 组 。 在 求解 前 三 种 
方程 方面 。 取 得 重大 成 就 。 特 别 是 通过 坐标 变换 与 分 离 变 量 法 
把 偏 微 分 方程 化 为 常 微分 方程 ， 从 而 得 出 各 种 特殊 函数 ， 例 如 
勒 让 德 函 数 和 贝 塞 尔 函 数 。 对 各 种 特殊 函数 也 进行 了 一 系列 研 
帘 ， 特 别 是 用 畴 级 数 与 无 穷 科 积 来 表示 。 在 研究 把 解 展开 成 三 
角 级 数 及 其 它 特 萄 函数 级 数 的 同 题 时 ， 开 创 了 付 立 时 (Fouri- 
er, Jean Baptiste Joseph, 1768—1833) 分 析 这 个 极为 重要 的 
领域 。 

(2) PEST. 

付 立 叶 的 三 角 级 数 展开 不 仅 解 决 了 一 系列 数学 问题 ， 而 且 
还 所 出 了 一 系列 理论 回 题 ， 特 别 是 一 般 函 数 展 开 的 可 能 性 ， 级 
数 的 收 伊 性 和 可 表示 性 以 及 积分 理论 等 等 。 这 些 问 题 导致 三 角 
Rhi, YERDE, 集合 论 以 及 勒 贝 格 积分 理论 的 产生 
与 发 展 。 

(3) 建立 多 元 函数 微 积分 以 及 关于 线 积分 、 面 积分 及 体积 
分 的 格林 (Green, George, 1793—1841) 公式 、 高 斯 定理 等 。 

这 些 是 20 考 纪 外 微分 法 的 前 身 。 这 些 公式 在 求解 波动 方 
程 及 位 势 方程 方面 也 发 挥 重 要 作用 。 

由 于 位 势 方程 的 求解 ， 导 致 狄 利克 雷 原理 以 及 积分 方程 的 
, 研究 ， 并 建立 经 典 的 位 势 理 论 。 

. (4) Sanne. 

19 世纪 最 重要 的 技术 竟 步 是 把 分 析 由 实数 域 推广 到 复数 
域 , 由 此 导出 一 系列 惊人 的 成 就 。 残 数 公式 是 积分 法 的 一 大 进 
步 , 而 把 无 穷 者 级 数 展开 推广 到 复 变 元 则 使 许多 分 析 问 题 获 得 


解决 ,同时 产生 一 系列 新 见解 ,其 中 突出 的 是 黎 曼 BRU RH 
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加 函数 及 其 推广 。 复 分 析 还 为 保 角 ( 共 形 ) 映 射 莫 定 分 析 基 础 。 

(5) 无 穷 级 数 。 

19 世纪 20 年 代 之 前 ， 数 学 家 大 都 任意 地 使 用 发 散 级 数 。 
此 后 ， 数 学 家 开始 注意 无 穷 级 数 的 收 敦 和 发 散 。 他 们 引入 许多 
判定 收 化 和 发 散 的 判 据 ， 并 和 且 只 合法 地 使 用 收敛 的 无 穷 级 数 。 
早 在 19 世纪 4 年 代 ， 对 于 函数 级 数 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 引入 一 致 
收 铺 的 概念 及 逐 项 可 积 和 在 积分 导 下 求 导数 的 条 件 。 他 还 引进 
任意 函数 的 多 项 式 级 数 表示 问题 。 特 别 是 他 引进 复 突 级 数 作为 
解析 隔 数 元 ， 使 之 成 为 复 变 函数 论 的 基础 。 

1886 年 虎 加 芋 为 合理 使 用 发 散 级 数 莫 定理 论 起 础 ， 建 立 
MEST (Asyniptotics ) 这 一 领域 ,它们 在 函数 表示 和 近似 
计算 中 有 重要 应 用 。. 

1880 年 起 对 于 无 穷 级 数 建立 的 各 种 可 和 性 理论 ， 对 于 20 
世纪 数学 分 析 有 着 重要 价值 。 

(6) ABARAT. 

1828 46 Pe] TI AR AE TT EE Ah ar iE E a A S h i 
函数 ， 它 不 仅 在 应 用 上 具有 重大 塌 义 ， 而 且 对 复 变 函数 论 、 数 
论 、 伐 数 方程 求解 、 代 数 函 数论 、 自 秆 画 数论 乃 译 代数 几何 学 
的 发 展 有 着 不 可 估量 的 价值 。 到 20 世纪 ， 从 孤立 子 到 费 尔 马 
大 定理 都 与 它 有 关 。. 

(7) 常 微分 方程 。 

18 世纪 的 初等 方法 限制 了 常 微分 方程 求解 的 范围 。 到 19 
世纪 ， 由 于 级 数 解 及 特殊 函数 大 量 出 现 ， 线 性 常 微 分 方程 的 初 
值 问 题 和 边 值 问题 大 体 上 获得 解决 。1836 AF, Aita 
(Sturm, Charles, 1803—1855) MIR (Liouville, Joseph, 
1809—1882) RU THSUEARARAB, BEET ERR 
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数论 及 一 般 付 立 时 分 析 理 论 的 发 展 ， 为 希 尔 伯 特 空间 理论 莫 定 
了 基础 。 

由 于 常 微分 方程 与 复 变 函数 论 的 结合 ，1866 年 ， 德 国 数 
学 家 富 克 斯 《Fuchs，Lazarus，1833 一 1902)》 建立 了 常 微分 方 
程 药 解析 理论 ， 它 结合 高 防线 性 常 微分 方程 、 解 析 函 数 的 奇 点 
以 及 黎 受 的 单 值 群 理论 ， 为 自 守 函数 论 开辟 了 道路 。 

19 世纪 末 ， 庞 加 莱 研 究 澡 袜 分 方程 定性 理论 以 及 动力 系 
SBC, BBR 20 世纪 的 拓扑 学 以 及 动力 系统 和 遍历 理论 。 
当代 热门 的 分 丸 理 论 和 浑 沌 理论 也 首先 见于 庆 加 芋 的 著作 。 
1892 Æ, REA EEH E (Lyapunov, Aleksandr 
Mikhailovich, 1857—1918) 发 展 了 常 微分 方程 的 稳定 性 理论 。 
在 19 世纪， 数学 家 们 对 于 常 微分 方程 的 周期 解 和 法 国 数学 家 
班 勒 卫 (Painleve, Paul, 1863—1933) 对 于 没有 可 去 奇 点 方 
程 进行 了 系统 研究 。 这 些 研究 推动 了 后 来 非 线性 方程 理论 及 大 
范围 分 析 的 产生 与 发 展 。 

在 19 世纪 ， 常 微分 方程 理论 也 开始 建立 。 其 中 包括 存在 
性 定理 的 证 明 也 及 对 应 于 代数 方程 的 划 罗 华 理 论 和 常 微 分 方程 
的 些 卡 一 维 西 与 (Vessiot, Ernest, 1865—1952) 理论 。 

(8) 变 分 法 。 | 

19 世纪 变 分 法 最 重要 的 成 就 是 引入 一 些 重要 的 变 分 原理 
以 及 魏 尔 斯 特 拉 斯 建立 变 分 法 的 严格 基础 。 希 尔 伯 特 对 于 犹 利 
克 雷 原理 的 挑 救 推动 变 分 方法 在 20 世纪 的 热心 研究 ， 并 直接 
þak. 

Hih KEDERE HRED EDARRA, 
算 符 演算 、 积 分 变换 、 数 值 计 算 等 方面 也 都 取得 重要 成 就 。 


在 理论 方面 , 19 世纪 对 分 析 的 严格 基础 进行 了 深入 的 探 
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讨 ,这 直接 导致 世纪 末 实 数理 论 和 集合 论 的 产生 。 另 一 方面 , 分 
析 的 核心 对 象 是 函数 , 而 函数 论 是 19 世纪 的 一 大 成 就 ;一 方面 
是 狐 尔 斯 特 拉 斯 的 解析 函数 论 , 在 19 世纪 末 出 现 关于 整 函数 及 
亚 纯 函 数 的 研究 ,以 及 在 数论 上 的 应 用 。 另 一 方面 是 黎 曼 的 代 
数 函 数论 以 及 艇 曲面 理论 , 它 通 过 各 种 途 色 在 20 世纪 得 到 进 一 
PRR, 特别 是 代数 几何 学 以 及 算术 和 交换 代数 的 方向 。 

数学 分 析 在 19 世纪 数学 中 的 核心 地 位 不 仅 表现 在 理论 方 
面 、 技 术 方面 和 应 用 方面 ， 而 且 还 表现 在 对 数学 其 他 领域 的 影 
响 ， 典 型 的 是 微分 几何 学 和 解析 数论 。 

微分 几何 学 是 随 着 微 积 分 一 起 产生 的 。 有 了 微 积分 这 种 有 
力 的 工具 ， 加 上 解析 几何 带 来 的 坐标 表示 ， 不 难 求 出 给 定 曲线 
的 切线 、 曲 线 的 长 度 、 曲 线 的 曲率 〈 厅 曲 程度 的 度量 )， 对 于 
三 维 空间 中 的 曲面 ， 可 以 具体 求 出 曲面 在 一 点 的 切 平面 、 法 
线 ， 并 研究 曲面 上 曲线 的 一 些 性 质 。 

1827 年 德国 大 数学 家 高 斯 引进 曲面 的 “内 在 ”几何 学 ， 
他 用 曲线 坐标 (好像 球面 上 经 纬度 ) 来 代替 三 维 笛 卡 尔 坐 标 。 
他 证 明山 面 在 一 点 的 全 曲率 ( 即 高 斯 曲率 ， 为 两 个 主 曲率 的 魏 
A) 只 依赖 于 山 面 上 两 点 间 的 无 穷 小 距离 平方 ds?， 与 把 曲面 
如 何 嵌 入 到 三 维 欧 几 里 得 空间 的 方式 无 关 。 黎 曼 发 展 了 高 斯 的 
思想 ， 把 几何 从 二 维 、 三 维 推广 到 任意 维 ， 把 曲线 、 曲 面 推广 
到 任意 维 演 形 ， 从 而 开拓 了 黎 曼 几何 的 新 简章 。 它 的 主要 工具 
是 张 量 分 析 。 

自然 现象 中 ， 比 如 时 间 、 距 离 、 质 量 等 等 我 们 通常 用 一 个 
数量 来 描述 ， 但 是 要 描述 物体 的 运动 ， 用 数量 就 讲 不 清楚 了 ， 
就 得 用 向 量 (一 个 向 量 既 有 长 度 又 有 方向 )。 要 描述 许多 物体 
的 运动 ， 或 一 个 刚体 上 每 点 的 运动 ， 就 需要 向 量 场 《空间 中 每 
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一 点 有 一 个 向 量 ， PREAMP IL). EENE RDAS, 
就 要 用 张 量 和 张 量 场 。 例 如 相对 论 中 用 张 量 表示 寻 空 和 动量 、 
能 量 。 有 了 向 基 和 张 基 ， 相 应 就 有 向 量 分 析 和 张 量 分 析 。 

ERS PT, BRM A BMIGRK (Christoffel, 
Elwin Bruno, 1829—1900) 把 ds* 推广 成 一 般 的 形式 28 
didi, WREAMARBRS F, Bh ds? 是 如 何 相互 变换 
的 。 这 样 他 引进 了 以 他 的 名字 命名 的 克 里 斯 托 费 尔 记 号 Py, 
利用 这 个 记 叶 他 能 够 对 于 向 量 场 进行 微分 ， 即 所 谓 协 变 徽 分 
法 。1887 年 意大利 数学 家 里 奇 (Ricci, Curbastro, Gregorio, 
1853—1925) 定义 了 张 量 概念 ， 在 克 里 斯 托 费 尔 公式 的 启发 之 
下 ， 定 义 了 张 量 的 一 般 运 算 ， 即 协 变 微分 或 绝对 微分 法 。 有 了 
这 个 工具 ， 对 于 黎 曼 几何 的 研究 对 象 歼 瞄 流 形 〈 即 微分 流 形 具 
有 一 个 指定 的 正定 繁昌 度量 ds’), Te LR i A 
率 的 东西 。 但 这 时 曲率 不 是 一 个 数量 ， 而 是 一 个 张 基 ， 称 为 曲 
率 张 量 〈 或 黎 曙 一 克 里 斯 托 费 尔 张 量 )。 如 果 曲 率 张 熏 处 处 相 
等 ， 则 黎 受 流 形 称 为 常 曲 率 的 ， 非 欧 的 双 曲 几何 学 〈 罗 巴 切 夫 
斯 基 几 和 何 学 ) 就 是 研究 曲率 小 于 0 的 常 曲率 空间 ， 而 非 欧 的 椭 
贺 几 何 学 则 是 研究 曲率 大 于 0 的 常 曲率 空间 。 普 通 欧 儿 里 得 空 
间 ， 处 处 曲率 都 等 于 0。 

3. 几何 学 

(1) 几何 学 的 对 象 。 

几何 学 研究 的 对 象 应 该 说 是 “图 形 *， 而 不 是 有 人 所 说 的 
“空间 *， 特 别 是 现实 的 物理 空间 。 长 期 以 来 ， 空 间 ， 特 别 我 们 
所 在 的 时 空 是 哲学 和 物理 学 的 对 象 。 不 少 人 也 把 凡 何 学 列 为 自 
然 科 学 或 物理 科学 当中 ， 只 有 到 19 世纪 才 有 数学 研究 的 数学 


空间 。 
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即使 在 三 维 空间 中 ， 我 们 也 有 千姿百态 、 多 种 多 样 的 图 
形 ， 单 是 曲线 和 曲面 就 数不胜数 。 图 形 的 性 质 要 比 数 丰富 得 
多 ， 因 此 ， 数 学 的 大 部 分 内 容 归 诸 于 几何 学 也 就 不 足 为 奇 了 。 
到 19 世纪 末 ， 数 学 中 几何 的 内 容 大 大 超过 数学 中 其 他 部 分 
一 一 如 数论 、 代 数 、 微 积分 、 函 数论 等 学 科 的 总 和 ， 而 只 有 到 
19 世纪 末 ， 由 于 基础 的 研究 ， 才 又 返 朴 归真 。 毕 达 哥 拉 斯 的 
TAER ARBER, JLE RARR P, 
这 种 情况 才 有 所 改变 。 

数 和 形 作为 数学 两 个 最 原始 的 对 象 ， 从 一 开始 就 显示 出 极 
为 明显 的 不 同 ， 数 的 概念 远 为 抽象 ， 而 形 的 概念 则 完全 直观 。 
但 是 ， 仔 细 研 究 一 下 ， 几 条 图 形 是 一 个 原始 的 但 却 十 分 复杂 的 
对 象 ， 因 此 ， 我 们 可 以 期 待 几何 学 包含 更 丰富 的 信息 。 

数 和 形 这 两 类 对 象 ， 很 容易 就 会 发 现 它们 之 间 有 两 大 区 
别 : 

数 是 高 茹 的 或 分 立 的 ， 形 是 连续 的 或 连通 的 。 这 里 要 声明 
的 是 ， 这 里 的 数 不 是 指 实数 集合 或 实数 直线 ， 也 不 是 讲 复数 集 
合 ， 它 们 其 实 并 不 是 现代 数论 直接 研究 的 对 象 。 数 论 讨论 的 多 
是 整数 、 有 理 数 、 代 数 数 以 及 个 别 的 超越 数 ， 而 图 形 也 可 能 有 
两 支 或 多 支 ， 甚 至 孤立 的 点 ， 但 总 体 上 是 连续 的 图 形 。 

数 是 0 维 的 ， 图 形 是 一 维 、 二 维 乃 至 高 维 的 。 这 里 我 们 不 
考虑 现代 热门 的 分 维 与 分 形 ， 它 们 是 具有 非 整 数 维 的 点 集 。 

从 以 上 两 点 ， 我 们 已 多 少 感 到 几何 学 的 形 与 数 的 明显 差 
异 ; 
连续 的 图 形 中 ， 数 好 像 是 一 些 格子 点 ， 由 图 形 的 几何 性 
质 ， 是 否 对 其 中 的 格子 点 说 点 什么 ? l 

0 维 是 一 维 、 二 维 、 三 维 的 特殊 情形 ， 也 是 极限 情形 。 由 
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0 维 的 数论 能 不 能 推广 出 一 维 、 二 维 乃 至 高 维 图 形 的 “数论 ” 
来 ? 反 过 来 ， 由 高 维 的 几何 能 不 能 推出 0 维 的 “几何 ” 呢 ? 从 
哲学 上 讲 ， 这 就 是 追求 统一 性 ， 而 数学 中 一 旦 认识 到 这 种 统一 
性 ， 我 们 的 认识 就 上 了 一 个 新 台阶 。 

(2) 几何 学 的 种 种 问题 。 

可 以 想像 几何 学 的 问题 和 数论 的 问题 全 然 不 同 。 在 讨论 数 
论 问题 之 前 ， 对 于 数 的 抽象 、 数 的 表示 、 数 的 演算 以 及 特殊 的 
数 的 性 质 要 有 一 些 准 备 ， 而 几何 学 则 没有 这 一 套 。 平 面 上 随便 
找 三 点 ， 只 要 不 在 一 条 直线 上 ， 就 可 以 作 一 个 三 角形 。 这 样 我 
们 面 对 的 是 无 穷 ( 不 可 数 无 穷 ) 多 三 角形 。 实 际 上 ， 即 使 是 
“特殊 ”三 角形 ， 如 直角 三 角形 、 等 边 三 角形 、 等 腰 三 角形 ， 
也 是 各 式 各 祥 。 因 此 ， 我 们 首先 研究 的 是 它们 的 共性 。 

人 D 测 量 与 求 积 问题 。 求 一 块 土地 的 面积 ， 求 容器 的 容积 ， 
求 曲线 的 长 度 等 ， 这 些 都 是 最 古老 的 问题 ， 也 是 各 民族 共同 的 
问题 。 但 是 这 些 问题 是 很 难 的 问题 ， 随 着 时 间 的 流 送 有 着 各 种 
方法 的 发 明 ， 尤 其 是 直线 图 形 。 在 古代 数学 ， 尤 其 是 中 国 的 数 
学 中 有 着 卓越 的 解法 。 | : 

四 作 图 问题 。 这 是 希腊 数学 的 重点 ， 尤 其 是 限制 用 圆规 、 
直 尺 时 ， 引 出 一 系列 历史 上 影响 很 大 的 作 图 问题 ， 其 中 包括 三 
大 几何 间 题 ， 正 多 边 形 的 帮 图 问题 ， 月 形 求 方 等 问题 。 这 些 问 
题 后 来 成 为 代数 的 伽 罗 华 理论 的 一 部 分 ， 不 过 从 实用 的 角度 
it, TTA, ERN, RARER. Miti 
图 以 及 高 次 曲线 的 作 图 导致 一 些 绘图 工具 和 仪器 的 发 展 。 

@ 确 定位 置 问题 。 天 球 及 地 球 上 点 的 位 置 衫 定 ， 导 致 坐标 
观念 的 产生 以 及 坐标 《解析 》 几何 学 的 发 展 。 


团 图 形 表 示 同 题 。 一 个 是 地 图 绘制 ， 一 个 是 工程 制图 ， 再 
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加 上 艺术 家 的 美术 创作 ， 都 涉及 立体 投影 同 题 ， 这 些 导致 射影 
观念 及 射影 几何 学 的 产生 。 

全 几何 量 的 理论 。 上 面 四 类 问题 都 涉及 几何 学 的 量化 。 正 
因为 几何 量 不 能 用 数 表示 ， 才 导致 第 一 次 数学 基础 危机 。 由 于 
量 本 身 需 要 单位 ， 不 同 的 量 不 能 加 以 比较 ， 这 反 过 来 长 期 束缚 
西方 数论 的 发 展 。 他 们 的 几何 式 数论 只 考虑 r, z, 23, i 
对 高 次 敌 则 不 予 考虑 。 可 是 他 们 却 发 展 出 细致 的 比 与 比例 理 
论 ， 这 后 来 导致 实数 理论 。 

@ 图 形 性 质 的 刻画 。 有 些 几何 性 质 非常 直观 ， 例 如 图 形 的 
对 称 性 、 西 性 、 平 直 或 村 曲 性 、 连 续 变形 性 等 ， 但 是 通过 数学 
加 以 研究 ， 建 立 概念 、 理 论 和 方法 ， 则 是 很 不 简单 的 事 ， 一 直 
到 19 世纪末， 这 些 研究 才 导 致 群 论 、 是 体 几 何 微分 几何 、 
拓扑 学 等 学 科 的 建立 。 而 最 早 纳入 公理 体系 的 则 是 图 形 之 间 的 
HER, MH, FH. BASE. SINIR SE RER 
有 关 的 极 大 极 小 问题 ， 如 测 地 线 、 根 小 曲面 等 。 

名 图 形 的 比较 和 分 类 。 如 图 形 的 全 等 、 相 似 、 等 积 等 以 及 
在 某 种 等 价 条 件 下 的 分 类 。 这 些 导 致 几何 变换 理论 、 变 换 群 理 
论 以 及 射影 几何 学 、 仿 射 几何 学 、 共 形 几 何 学 和 解析 几何 学 、 
代数 几何 学 中 的 分 类 问题 。 

” 图 枚 举 与 计数 问题 。 如 凸 正 多 面体 有 5 种 ， 一 般 正 多 面体 
有 9 种 ， 以 及 两 条 曲线 的 交点 个 数 问 题 。 

(3) 19 世纪 的 几何 学 。 

19 世纪 是 岂 何 学 的 黄金 时 代 。 据 统计 ，19 世纪 的 所 有 数 
学 文献 中 ， 几 何 学 的 文 南 数 量 占 总 数 的 一 半 以 上 。 妃 何 学 不 仅 
在 文献 数量 上 鹏 到 领先 ， 在 质量 上 也 取得 许多 突破 性 的 进展 。 
这 一 时 期 几何 学 的 特点 在 于 ， 几 何 学 对 象 的 扩大 ， 几 何 学 研究 
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TEHLE, URILTFHRRESSY, SRM. EA 
是 几何 对 整个 数学 产生 了 持续 的 、 不 可 忽视 的 影响 ， 为 20 世 
纪 结构 数 学 的 产生 更 定 基 础 。19 世纪 几何 大 致 可 分 三 个 时 期 : 

中 前 期 【1800 一 1840)。 这 一 时 期 的 主要 特点 是 综合 几何 
学 的 复兴 及 其 与 解析 几何 学 的 对 立 。 解 析 几 何 学 的 方法 虽然 精 
细 而 有 力 ， 但 在 许 包 问题 上 未 免 显 得 间接 而 繁琐 ， 在 研究 图 形 
过 程 中 气 弃 了 我 们 的 直观 而 只 是 诉 诸 宙 械 的 计算 ， 而 且 在 计算 
过 程 中 也 看 不 到 其 几何 的 意义 。 这 就 导致 许多 数学 家 人 蛋 导 综合 
的 方法 即 不 用 坐标 的 方法 ， 特 别 是 这 种 方法 导致 射影 几何 学 的 
产生 。 射 影 几 何 学 在 17 世纪 已 初 具 规 模 ， 但 在 解析 几何 学 的 
强大 攻势 下 漂 没 无 阔 。 一 些 著作 到 19 世纪 中 才 被 发 现 。 这 时 
法 国 数学 家 席 塞 菜 (Poncelet, Jean Victor, 1788—1867) 已 
经 建立 起 自己 的 射 彩 几何 学 ， 这 标志 着 综合 几何 学 的 新 生 。 同 
”时 与 之 对 立 的 解析 几何 学 也 有 巨大 的 突破 ， 一 是 各 种 坐标 系 以 
及 坐标 变换 方法 的 出 现 ， 二 是 用 分 析 方 法 得 出 许多 新 的 概念 并 
有 各 种 应 用 。 至 此 解析 几何 学 的 体系 成 熟 ， 成 为 研究 几何 学 的 
主流 ， 并 为 代数 几何 学 、 徽 分 几何 学 、 线 几何 学 以 及 其 它 非 点 
几何 学 葛 定 基础 。 

图 中 期 (1840 一 1870)。 这 一 时 期 几何 学 产生 了 革命 性 的 
变革 ， 打 破 传 统 哆 几 里 得 几何 学 的 一 统 天 下 ， 这 就 是 非 欧 几何 
学 的 产生 以 及 黎 曙 对 几何 学 观 仿 的 五 大 革新 : 

一 一 提出 获 受 式 的 非 铭 几何 学 ， 从 本 质 上 补充 了 罗 巴 切 夫 
斯 基 几 何 学 ， 显 示 出 欧 氏 几何 学 在 非 欧 岂 何 学 中 是 一 种 特殊 情 
形 。 

一 一 发 展 了 高 斯 的 曲面 论 ， 创 童 了 内 区 几何 学 ， 以 流 形 为 


研究 对 象 ， 从 此 几何 学 由 图 形 的 研究 转变 为 对 空间 的 研究 。 
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一 一 突破 空间 局 限于 现实 的 三 维 室 间 的 限制 ， 几 何 研 究 对 
象 扩展 成 为 任意 维 的 ， 这 导致 后 期 的 高 维 几 何 学 的 发 展 。 

-一 一 明确 区 草 几 何 对 象 的 拓扑 性 质 及 度量 性 质 ， 黎 受 应 该 
说 是 现代 拓扑 学 的 缔造 者 。 

一 一 通过 复 分 析 方 法 ， 杷 解析 几何 学 引 向 代数 几何 学 。 

这 样 几 何 学 研究 的 对 象 一 下 子 大 大 膨胀 起 来 ， 形 成 了 多 种 
多 样 的 学 科 。 除 了 上 面 提 到 的 欧 氏 几何 学 、 平 面 儿 何 学 、 立 体 
几何 学 、 球 面 几 何 学 、 非 欧 几 何 学 、 高 维 斤 何 学 、 拓 扑 学 、 射 
影 几 和 何 学 、 解 析 几 何 学 、 微 分 几何 学 (1894 年 才 有 这 个 名 称 ， 
当时 称 为 无 穷 小 几何 学 ) 等 之 外 ， 还 有 到 演 上 几何 学 、 线 几何 
学 、 运 动 几何 学 、 代 数 几 何 学 等 ， 到 后 期 还 入 生出 圆 几 何 学 、 
球 几 何 学 、 煌 型 几何 学 等 。 这 使 几何 学 出 现 了 精彩 纷呈 的 多 样 
化 局 面 。 

OEH (1870 一 1900)。 这 一 时 期 几何 学 发 展 的 特点 是 一 
方面 继续 研究 中 期 所 产生 的 一 系列 对 象 及 方法 ， 一 方面 寻求 多 
样 几何 学 间 的 统一 性 以 及 几何 学 的 基础 。 克 莱 因 的 埃 尔 兰 根 计 
划 把 几何 学 与 变换 群 理论 联系 在 一 起 ， 提 出 用 群 来 统一 分 类 几 . 
何 学 的 方案 是 几何 学 的 重大 突破 。 和 希 尔 伯 特 在 1899 年 发 表 的 
《几何 学 基础 》 为 几何 学 也 为 整个 数学 的 基础 性 研究 制定 了 新 
的 纲 力 ， 通 过 几何 学 公理 的 增 减 变 化 产生 一 系列 新 几何 学 。 几 
何 学 的 公理 中 刀 何 性 舌 的 公理 最 终归 结 为 基 域 的 代数 性 质 的 公 
理 。 数 域 的 变化 义 导 致 一 些 新 的 几何 学 产生 ， 除 了 实数 域 上 的 
几何 学 之 外 ， 还 有 非 阿 基 米 德 几何 学 ， 而 研究 最 多 的 是 有 限 域 
上 的 几何 学 一 一 有 限 几何 学 。 它 们 对 20 世纪 许多 理论 及 应 用 
数学 有 着 重 旨 作用 。 例 各 数论 编码 理论 以 及 组 合 几 何 学 等 等 。 

4. 数论 
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顾名思义 ， 数 学 的 研究 对 象 当然 是 数 。 数 是 数学 中 第 一 个 
抽象 概念 ， 而 且 也 是 现代 文明 特别 是 信息 时 代 的 基础 。 不 过 ， 
正如 克 洛 耐克 所 说 : “上 帝 创 造 了 自然 数 ， 其 它 的 都 是 人 造 
的 ”在 我 们 承认 的 数 当 中 ， 只 有 正 整数 1，2，3，4，… 是 自 
然 的 ， 其 它 的 如 0， 人 分数， 负数， 无 理 数 ， 虚 数 ， 复 数 等 等 ， 
都 是 人 造 的 ， 而 且 都 是 经 历 了 成 百 上 干 年 的 岁月 才 成 熟 起 来 ， 
并 且 玻 得 一 致 ， 成 为 现代 的 通用 语言 。 实 际 上 ， 数 的 扩张 是 贯 
穿 数学 历史 中 一 条 明显 的 红线 。 

我 们 这 里 不 必 追 潮 数 的 概念 的 产生 ， 这 是 一 个 极为 漫长 的 
过 程 。 正 如 伟大 的 思想 家 罗京 (Russell， Bertrand, 1872— 
1970) 所 说 : “不 知 要 经 过 名 少年 ， 人 们 才 发 现 一 对 锦 鸡 和 两 
天 同 是 数字 2 的 例子 。” 知 道 了 1，2，3，4 之 后 ， 还 要 发 现 一 
个 方便 的 计数 法 以 及 位 值 制 。 不 管 怎 么 说 ， 大 约 到 16 世纪 ， 
开始 出 现 统一 的 数码 和 计 教 法 ， 同 时 发 现 正 整 教 的 标准 计算 方 
$, MESH. HR, BUH PRAPE SMIRK, Ria 
方程 了 。 

一 旦 数 这 个 数学 第 一 个 抽象 概念 产生 之 后 ， 立 即 出 现 许 多 
数论 问题 ， 这 些 问 题 大 体 分 成 四 类 : 

(1) 乘法 表示 的 数论 问题 。 

如 整数 的 可 除 性 、 因 子 分 解 、 紊 数 、 同 余 理 论 等 问题 。 其 
中 最 主要 的 问题 是 代数 数论 中 的 互 反 律 问题 以 及 涉及 率 数 分 布 
的 黎 曙 猜想 。 

(2) 加 法 表示 的 数论 问题 。 

最 基本 问题 是 四 平方 和 问题 ， 即 任 一 正 整 数 均 可 表 为 最 多 
四 个 平方 数 之 和 。 这 问题 最 终 由 拉 格 朗 日 在 1770 年 完全 证 明 ， 


可 以 说 是 加 法 数论 的 莫 基 性 定理 。 作 为 这 个 定理 的 推广 ， 如 法 
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数论 的 基本 问题 是 华 林 问 题 。 原 来 的 华 林 问题 到 1986 年 已 彻 
底 解 决 ， 但 其 各 种 推广 则 远 未 完结 。 另 一 个 加 法 数论 的 问题 是 
哥 德 巴赫 问题 ， 它 可 以 说 是 加 法 数论 及 秩 法 数论 的 混合 问题 。 

(3) 丢 番 图 方程 求解 问题 。 

所 谓 委 番 图 方程 ， 就 是 不 定 方程 ， 也 就 是 方程 或 方程 组 ， 
其 末 知 数 的 数目 大 于 方程 的 数目 。 求 多 项 式 方程 的 整数 解 及 有 
理 数 解 ， 这 是 丢 番 图 方程 的 主要 问题 。 

(4) 其 它 数论 问题 。 

如 数论 函数 、 整 数 序列 、 组 合 数论 以 及 种 种 杂 题 。 

19 世纪 数论 发 展 的 特点 之 一 ， 就 是 解析 方法 开始 进入 数 
论 并 取得 决定 性 的 胜利 。 这 种 技术 一 直 延 续 到 20 世纪 。 

下 面 我 们 稍 详 细 地 谈 几 个 数论 中 的 重要 问题 : 

(1) 有 关 素数 的 问题 。 

关于 素数 的 问题 很 多， 系统 讲 起 来 有 : 

全 素数 有 网 少 ? 欧 几 里 得 已 经 证 明 素 数 有 无 穷 多 。 其 后 有 
不 少 证 明 ， 而 且 引出 重要 的 函 教 Ks)。 其 后 ， 有 一 系列 更 为 精 
Bray (GER, PSUR an +i (a, LEX, n=0, 1, 2, 
…) 中 是 特有 无 穷 多 素数 ? 这 直到 1937 年 才 为 德国 大 数学 家 
KAZE (Dirichlet, Peter, 1805—1859) 完全 肯定 地 解决 ， 
为 此 他 引进 著名 的 狭 利克 上 上 函数 。 

《 函数 和 工 函数 现在 已 成 为 解析 方法 研究 数论 的 核心 。 

黎 受 是 现代 意义 下 解析 数论 的 砚 基 者 ， 生 前 他 只 在 1859 
年 发 表 过 一 篇 论文 “ 论 给 定数 以 内 的 素数 数目 "。 在 黎 曙 之前， 
高 斯 兽 对 z UPA RM x (x) 猜想 有 渐 近 公式 


x (x) ~e 
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歼 虹 的 目标 是 具体 求 出 x(x)， 或 者 更 确切 地 说 ,与 x (x) 
密切 相关 的 函数 &(s) 的 无 穷 级 数 的 明显 表示 。 黎 受 第 一 个 指出 
要 解决 这 个 问题 ， 首 先 要 研究 作为 复 变 量 *= o+ it HC RR, 
特别 是 它 的 零点 的 分 布 。 欧 拉 在 证 明 素 数 无 穷 儿 时 已 经 得 出 过 
KERK g ER: 

1 -1 


ts)= >on := 吉庆 到 > 7 a 
BSI tae hea eR, 并 证 明 : 
Orl) s ARP RR. RPE s=1 wE- DERAZ 
外 , 在 全 平面 正则 ; 
Qt(s) 满 足 函 数 方程 
ECL- s) =2(2r) ‘eos EPCC); 
©¢(s)7E s= 一 2. -4, ~6… 处 有 零点 , 且 除 了 * 的 实 部 
属于 [0, 1] 的 带 状 区 域 时 可 能 有 复 零点 外 ,没有 其 他 的 零点 。 


BRECK PRL 6 个 猜想 ; 
国 他 断言 ,5(?)7 有 无 穷 于 个 复 零点 ,全 都 位 于 临界 带 状 区 域 


SoS 1 上 。 . 
DR ts) 在 矩形 05051, 0525T A, 零点 的 数目 为 N 


(T) HLA fet PA SRE Tont, N( 丁 ) 近 似 等 于 
T T_T 
2x 2a 2x 

ai 
SC) = Up r($)=-4e0s), 
用 p BRE (O 的 复 根 ， 则 允 HRB, Siew, Heep 


之 表示 对 所 有 复 根 求 和 。 


a 
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命 他 简单 证 明 5(s) 的 乘积 公式 
-5 
Ko =gom]1 z), 
但 他 没有 考虑 ?in{1- 二 ) 的 雇 部 ， 也 没有 考虑 其 收敛 性 ， 因 
此 证 明 是 不 完全 的 。 
@@ 他 猜想 “非常 可 能 ”+ G) 的 全 部 复 零点 的 实 部 都 等 
FE, RLS HORSE. 
OR SEC XH GEMBH x (z) 与 5 (s) 关系 的 公 
式 ， 即 
H(z)= life) Xil) + fat du + 常数 ， 


u? 一 tulnu 


EH I(r) =x(x) + x(x?) + talat) +e 


i=in | 

@@ 素 数 分 布 ， 中 心 问题 是 素数 定理 。 由 于 素数 有 无 穷 多 ， 
我 们 只 能 考虑 一 定 范围 内 的 素数 数目 ， 自 然 我 们 首先 考虑 在 某 
数 z 以 下 的 索 数 数目 ， 这 个 计数 函数 我 们 记 作 x (x). 1896 
年 法 国 数学 家 阿达 马 和 比利时 数学 家 瓦 莱 - 布 桑 (de la 
Vallee-Poussin, Charles, 1866—1962) 独立 通过 整 函 数理 论 由 
《函数 证 明了 素数 定理 ， 即 


x(x) =, 


其 中 全 表示 渐 近 等 于 ， 即 是 


余下 的 问题 就 是 估计 误差 项 了 ， 也 就 是 


z 


T(=) -hz 
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的 上 界 ， 这 是 当代 教 论 的 难题 之 一 。 现 在 已 知 如 果 黎 曼 猜想 成 
立 ， 则 

rlr)= li(x)+ o(a2inx)o 
而 现在 的 结果 与 之 相距 甚 远 。 

@ 素 数 判 定 。 欧 几 里 得 已 经 知道 如 何 判 定 一 给 定 正 整数 n 
ESEN, 即 用 所 Yn 的 每 个 素数 去 除 n 看 看 是 否 能 够 除 尽 。 如 
果 都 除 不 尽 , 也 就 是 余数 均 不 为 0, 则 n BRM, 不 过 这 只 是 原 
则 上 可 行 . 而 当 n 很 大 时 , 则 现代 最 大 最 快 的 计算 机 也 不 能 很 
快 地 判定 一 个 大 数 。 例 如 判定 一 个 100 位 的 数 是 否 素 数 。 我 们 
现在 只 知道 x(10!8) 即 18 位 以 下 的 素数 的 精确 数目 。 

这 样 ， 素 数 判 定 这 个 老 间 题 又 成 为 当代 数论 的 前 沿 ， 大 至 
有 两 个 方面 : 

发 现 新 的 京 数 一 般 判 定 方法 ， 其 中 最 新 的 判定 方法 是 用 椭 
图 曲线 ， 从 而 把 能 判定 的 位 数 由 100 位 推 到 最 近 的 150 位 。 

对 一 些 特 殊 的 整数 ， 寻 求 特殊 的 方法 来 判定 它 是 否 素数 。 
有 两 种 数 是 计算 机 和 计算 方法 的 试金石 ， 一 是 马 又 
(Mersenne, Marin, 1588—1648) 数 ， 即 
2-1 
型 的 数 ， 其 中 p 是 素数 。 到 1996 年 底 已 知 有 35 个 马 桑 数 是 
素数 ， 这 种 素数 称 为 马 认 素数， 其 中 第 35 THR RH 
71398269 _ 
超过 400000 位 ， 是 现在 所 知道 的 最 大 素数 。 
另 一 类 数 是 费 尔 马 数 
22°+1, n=0, 1, 2, = 


它 是 在 希 尔 伯 特 同 题 中 也 提 到 过 的 。 它 在 下 何 作 图 和 编码 中 有 
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着 重要 应 用 。 费 尔 马 曾经 狂想， 对 所 有 n, RKRSMMRER 
数 。 这 个 猜想 对 z=0，1，2，3，4 的 确 成 立 。 但 欧 拉 证 明 x 
= 了 时 费 尔 马 数 不 是 素数 。 从 此 之 后 ， 再 没有 发 现任 何 费 尔 马 
数 是 素数 。 但 是 ， 圣 今 是 否 存在 无 穷 多 费 尔 马 素数 的 问题 仍然 
投 有 解决 。 另 一 方面 ， 是 否 存 在 无 穷 才 费 尔 马 合 数 也 不 知道 。 
不 过 ， 费 尔 马 提供 了 一 个 把 合 数 进行 素 因 子 分 解 的 试验 场所 。 
不 过 ， 对 于 费 尔 马 数 来 说 ， 从 完全 素 因 子 分 解 到 仅仅 能 证 明 它 
不 是 素数 的 情况 者 存在。 在 研究 素 因 子 分 解 问题 上 上， 椭圆 曲 线 
再 一 次 显示 了 威力 。 

(2) 华 林 问题 。 

华 林 问题 是 四 平方 和 问题 的 自然 推广 。 四 平方 和 问题 是 说 
任何 正 整 数 均 可 表 为 四 个 整数 的 平方 和 。 这 问题 是 如 此 之 难 ， 
以 致 大 数学 家 欧 拉 不 能 给 出 一 个 数学 证 明 ， 直 到 1770 年 拉 格 
朗 日 才 给 出 一 个 证 明 。 同年 华 宁 自然 把 它 推广 到 高 次 方 。 他 猜 
想 ， 任 何 正 整数 都 可 表 为 9 个 非 负 整数 的 立方 之 和 ， 也 可 表 为 
19 个 整数 的 四 次 方 数 之 和 。 到 1986 年 ， 华 林 问 题 完全 解决 。 
事实 上 ， 解 决 分 两 步 : 第 一 步 是 1908 年 希 尔 伯 特 一 举证 明 ， 
对 任何 正 整数 大 ， 任何 正 整 数 都 可 表 为 有 限 多 个 上 次 方 数 之 
这 是 一 个 一 般 的 存在 性 证 明 ， 也 是 20 世纪 数学 成 果 的 风 
普遍 性 和 存在 性 。 第 二 步 就 是 把 这 个 有 限 多 个 数目 降 到 
ah 具体 得 出 g (2) 来 。 这 个 过 程 经 历 近 一 个 世纪 ，1895 
年 梅 莱 (Maillet, E.) 证 明 g (3) 存在 ， 即 g (3) <21, 2 
1909 年 威 费 利 希 (Wielerich, A.) 最 终 证 明 g (3) =9， 而 
到 1986 年 才 有 人 证 明了 g (4) =19。 

由 原始 的 华 林 问 是 还 引出 另 一 大 堆 问 题 : — TE G Ck) 
问题 。 虽 然 a (3) =9， 但 除了 23 及 239 外 ， 都 可 以 表 为 8 

40 


个 非 负 立方 数 之 和 。 当 整数 足够 大 时 ， 每 个 正 整 数 可 以 表 为 7 
个 非 负 立方 数 之 和 。 这 样 我 们 引进 G (2) 表示 每 个 足够 大 整 
数 均 可 表 为 G R) 个 非 负 下 次 方 数 之 和 。 显 然 G (k) < 
z (G) 因此， 存在 性 不 成 问题 ， 但 计算 G (4) RM, BRE 
只 知道 G (2) =4, G (4) =16， 其 他 的 尚 有 很 大 差距 。 例 
如 4 安 C (k) 魏 7， 这 将 是 未 来 的 一 大 难题 。 还 有 一 个 是 所 亩 
较 易 华 林 问 题 ， 求 Y_〈&)， 即 被 加 的 各 项 前 面 可 以 是 正 号 也 
可 以 是 负 号 。 同 样 ， 存 在 性 不 成 问题 ， 具 体 定 出 V (ek) 则 并 
不 容易 。 以 上 两 种 推广 者 十 分 自然 ， 已 属 不 易 ， 事 情 并 没有 到 
此 为 止 。 如 果 允 许 分 数 ，3 个 三 次 方 即 可 。18 世纪 的 代数 大 师 
欧 拉 真正 把 1 表示 为 3 个 分 式 的 三 次 方 之 和 ， 这 类 问题 的 解决 
大 部 分 靠 初等 方法 和 解析 方法 ， 与 结构 数学 关系 不 大 。 但 华 林 
间 题 还 可 以 继续 推广 ， 如 多 项 式 和 有 理 式 。 和 希 尔 怕 特 问题 中 有 
类 似 的 问题 ， 痢 是 通过 结构 数学 解决 的 。 

(3) ASAE. 

几乎 所 有 数论 问题 最 终 都 可 以 归结 为 不 定 方程 ， 也 就 是 丢 
慢 图 方程 的 问题 。 其 实 ， 从 数论 一 开始 ， 讨 论 的 都 是 各 式 各 样 
的 确定 方程 和 不 定 方程 ， 这 种 混合 的 研究 从 毕 达 哥 拉 斯 一 直 延 
续 到 坎 拉 ， 后 来 才 搞 清 确 定 方程 和 不 定 方程 从 各 方面 看 都 不 一 
样 。 确 定 方程 是 未 知 数 的 数目 和 方程 的 数目 相等 ， 而 不 定 方程 
别 是 未 知 数 的 数目 比方 程 的 数目 多 。 这 样 一 来 ， 确 定 方程 有 一 
套 明 确 的 解法 ， 每 一 类 方程 都 有 固定 的 方法 求解 ， 不 定 方程 则 
花样 翻新 。 你 会 解 一 个 不 定 方程 ， 不 一 定 会 解 同 类 方程 。 因 为 
公元 3 世纪 的 于 番 图 传 下 来 近 300 个 方程 和 方程 组 的 问题 ， 其 
中 大 部 分 是 不 定 方 程 和 不 定 方程 组 。 因 此 ， 不 定 方 程 在 西方 就 


被 命名 为 和 于 看 图 方程 ， 而 求解 不 定 方 程 也 被 称 为 于 番 图 分 析 
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了 。 而 由 求解 不 定 方程 发 展 起 来 的 当代 两 大 先进 手段 也 被 称 为 
丢 闹 图 放 近 和 壬 番 图 几何 了 。 

对 于 任何 丢 番 图 方程 或 方程 组 ， 我 们 都 有 下 列 网 题 ; 

中 解 的 存在 性 问题 。 对 于 大 款 数 问题 ， 我 们 必须 首先 找到 
一 个 判 据 ， 表 明 方 程 是 有 解 还 是 没有 解 。 这 种 问题 一 般 有 两 种 
方法 ， 一 是 初等 方法 ， 也 就 是 尝试 找 出 一 两 组 解 来 。 如 果 成 
功 ， 当 然 解 就 存在 了 。 另 外 对 于 较 复杂 的 方程 ， 就 需要 找 理 论 
EHET. 

DRHE. HET REARAR ZI, HAKA 
解 有 多 少 。 这 一 般 有 三 种 情形 ， 

a. 只 有 平凡 解 ; 

b. 有限 多 非 平 几 解 ; 

c. ALAR LH. 

合 解 的 大 小 。 在 知道 解 为 有 限 ， 或 不 能 确定 只 有 有 限 多 解 
时 ， 我 们 往往 通过 丢 番 图 有 逼近 的 方法 对 于 解 的 大 小 进行 估计 ， 
特别 是 我 们 希望 能 能 得 到 一 个 解 的 大 小 的 上 界 。 

外 解 的 完全 组 。 这 就 是 把 所 有 的 解 找 出 来 。 如 果 丢 番 图 方 
程 只 有 有 限 多 和 解 ， 我 们 希望 具体 把 解 开 列 出 来 。 如 果 有 无 穷 包 
解 ， 我 们 希望 用 公式 把 解 表 示 出 来 ， 当 然 关 键 的 一 步 是 要 证 明 
除了 列举 的 解 之 外 再 没有 其 他 的 解 。 对 于 丢 番 图 方程 ， 能 够 达 
到 如 此 满意 的 结果 是 不 多 的 ， 只 有 勾 股 方程 等 少数 方程 。 

这 样 ， 最 简单 的 方程 按 次 数 来 说 就 是 : 

3r+5y=1, 
x? — dy’ = 1( 02K (Pell, John, 1611 一 1685) 方 程 )， 
V= tk (AMBRE, & 为 某 非 零 整数 )。 
一 次 不 定 方程 比较 简单 ， 巳 有 系统 的 理论 。 二 次 不 定 方程 则 远 
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为 困难 ， 即 使 是 简单 的 如 佩 尔 方程 也 花费 了 许多 数学 家 的 精力 
及 上 百年 的 时 间 ， 一 直到 1770 年 才 由 拉 格 朗 日 完全 解决 。 

从 倚 尔 方程 我 们 已 经 看 出 求解 二 次 不 定 方 程 已 经 十 分 困 
难 ， 当 然 把 匆 股 方程 稍 加 推广 即 可 得 到 一 系列 的 三 元 二 次 齐 次 
方程 ， 例 如 


r? +y -227=0, f © 

a? + y -327=0, D 
az 

ax? + by? + cz? =0, © 
进一步 

ax? + by? + cx? + dry + eye + fzr =0, 二 


再 经 过 一 个 世纪 的 努力 ， 我 们 总 算 可 以 摘 清 楚 它 们 的 解 了 。 实 
mb, OA BSE AR (1，1，1)， 因 此 有 无 穷 多 解 
(m, m, m), m 为 任意 整数 。 而 @ 则 没有 任何 非 平凡 解 。 
这 样 ， 我 们 可 得 出 二 未 知 数 非 齐 次 一 次 、 二 次 不 定 方 程 上 有 理 数 
解 的 大 致 规律 ， 妈 它们 要 么 没有 解 ， 要 么 有 无 穷 多 解 。 
与 此 相反 ， 对 于 一 般 三 次 方程 ， 下 面 三 种 情况 都 存在 : 
DAW; i i 
加 有 有 限 多 解 ; 
GAAS SH. 
不 过 这 是 对 于 有 理 数 解 来 讲 的 。 但 是 如 果 说 整数 解 ， 只 有 两 种 
中 无 解 ; 
DARS | 
不 过 在 19 世纪 ， 不 定 方程 只 有 零散 结果 。 
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2 19 世纪 末 的 数学 基础 研究 


尽管 19 世纪 的 数学 领域 不 断 扩 太 ， 硕 果 累 案 ， 并 已 产生 
结构 数学 的 萌芽 ， 但 是 ， 作 为 结构 数学 的 对 象 ， 并 没有 系统 地 
产生 。 它 们 与 传统 的 对 象 相 比 是 具有 极为 异 质 的 特点 ， 简 而 言 
之 ， 经 典 对 象 是 一 个 一 个 的 ， 而 结构 首先 是 集合 。 经 典 对 象 研 
究 一 些 对 象 的 一 般 的 或 特殊 的 性 质 ， 而 结构 对 象 研究 结构 ， 因 
此 结构 对 象 的 产生 首先 仲 束 于 集合 的 产生 以 及 公理 化 定义 方法 
和 结构 的 观念 ， 而 这 些 则 是 由 数学 基础 的 研究 产生 出 来 的 ， 而 
且 数 学 基础 与 数理 逻辑 至 今 还 极 大 地 影响 着 结构 数学 的 发 展 。 


2.1 几何 学 基础 与 公理 化 


第 一 个 几何 学 公理 是 由 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 提 出 的 ， 
它 在 数学 史上 的 地 位 是 无 可 争议 的 ， 其 主要 贡献 大 致 有 四 个 方 
面 : 

(1) 把 零散 的 数学 知识 组 成 一 门 科学 体系 。 

(2) 创立 公理 方法 ， 从 定义 、 公 理 、 公 设 出 发 ， 建 立 数学 
的 逻辑 基础 。 

(3) 强调 命题 的 证 明 ， 从 而 把 数学 变 成 一 门 不 依赖 经 验 的 
演绎 推理 的 科学 。 

(4) 使 数学 成 为 严密 科学 的 代表 以 及 训练 还 辑 推理 的 教育 
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手段 。 

但 2000 SERKILERKAAR BSR, BHA H 
的 批评 。 例 如 有 的 公理 《如 所 有 直角 都 相等 ) 是 多 余 的 ， 有 许 
多 概念 诉 诸 直 观 (如 重合 ) 等 等 ， 但 其 主要 的 缺陷 是 : 

一 一 获 几 里 得 的 定义 许多 是 无 意义 的 情 环 定义 ， 如 定 闵 点 
是 没有 部 分 ， 定 义 线 “ 有 长 无 宽 ” 等 。 

一 一 许多 术语 没有 明确 意义 ， 实 际 上 是 承认 直观 的 考虑 ， 
如 一 点 在 “两 点 之 间 ” 等 。 

一 一 逻辑 结构 的 缺陷 ， 在 证 明 的 过程 中 有 许 包 默认 的 假 
cc, PMA GE T16 时 ， 不 自觉 假定 直线 的 无 限 性 。 

在 希 尔 伯 特 之 前 已 有 许多 人 对 这 些 矶 陷 提 出 补救 的 方法 ， 
其 中 主要 是 德国 数学 家 帕 作 〈Pasch，Meoritz，1843 一 1930)。 
WIE 1882 年 出 版 的 《近代 几何 学 讲义 》 中 认为 ， 几 何 学 的 
基本 命题 应 该 从 实验 得 来 ， 但 进一步 的 展开 应 遵循 纯 园 辑 推 理 
途径 。 帕 什 用 一 大 公理 来 实现 他 的 计划 ， 他 列举 12 条 公理 
《相应 于 希 尔 伯 特 的 结合 公理 及 顺序 公理 )， 后 来 又 发 表 10 条 
合同 公理 ， 其 中 包 揪 阿 基 米 荐 公理 。 这 样 他 已 经 非常 接近 一 个 
完整 的 几何 学 公理 系统 了 。 人 但 是 ， 帕 什 的 系统 有 一 系列 缺点 : 

一 一 只 考虑 线 侦 及 平面 片 而 不 考 氏 直线 及 平面 。 使 讨论 蛮 
得 极为 繁复 。 . 

一 一 没有 把 结合 公理 与 从 属 定 理 分 别 列 在 不 同 的 组 中 。 

一 一 合同 公理 太 堵 。 

EWEA (Wiener, 1857—1939) SAMRAT, % 
尔 伯 特 完成 了 元 何 学 基础 的 彻底 革新 。 

1899 年 希 尔 伯 特 发 表 的 《 几 柯 学 基础 》 不 仅 彻 诡 清 除 欧 


凡 里 得 几何 学 体 花 中 的 缺陷 ， 建 立 了 新 的 几何 学 基础 ， 而 且 树 
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立 了 现代 数学 的 公理 化 模式 ， 发 展 了 公理 学 ， 推 动 了 整个 数学 
基础 的 研究 。 其 重点 在 于 : 
一 一 提出 一 些 原始 的 术语 ， 这 些 原始 术语 并 不 作 定 义 。 
一 一 原始 术语 的 性 质 只 由 公理 所 反映 出 来 的 性 质 决 定 。 
一 一 公理 系统 中 的 每 一 公理 是 否 符合 我 们 的 直观 不 子 考 
上 谍 ， 我 们 只 考虑 公理 系统 中 的 公理 是 否 熙 此 之 间 没 有 矛盾， 也 
就 是 相 容 性 。 
希 尔 伯 特 在 第 一 版 中 提出 把 点 、 线 、 面 在 上 ， 在 … 之 间 和 
全 等 作为 原始 概念 ， 并 举 出 21 SAB, HRT RRS. 
在 他 生前 最 后 一 版 (1930) 中 ， 提 出 五 组 共 20 条 公理 的 表 ， 
第 一 组 ”结合 公理 ( 共 8 条 公理 ) 
第 二 组 ”顺序 公理 { 共 4 条 公理 } 
第 三 组 ”合同 公理 ( 共 5 条 公理 ) 
第 四 组 ”连续 公理 ( 共 2 条 公理 ) 
第 五 组 平行 公理 (1 条 ) 
希 尔 伯 特 的 公理 系统 非常 适合 开展 一 个 几何 理论 。 第 一 版 中 连 
续 公理 组 中 只 有 一 个 ， 即 阿 基 米 乱 公 理 。 经 斋 加 汪 提 醒 ， 希 尔 
怕 特 补 上 一 个 完备 公理 。 但 是 ， 希 尔 伯 特 实际 .上 发 现 ， 可 以 完 
全 没有 完备 公理 ， 也 可 以 大 部 分 不 要 阿 基 米 德 公 理 。 换 句 话 
说 ， 没 有 连续 公 理 的 几何 学 照样 可 以 行 得 通 。 他 在 《几何 学 基 
础 》 第 三 、 四 章 中 开展 了 这 种 非 阿 基 米 德 几 和 何 学 。 其 中 他 指出 
在 几何 学 中 不 一 定 要 用 数 的 概念 ， 只 要 用 几何 方法 也 可 定义 运 
算 。 为 此 ， 他 引进 “线段 沉 算 "， 定 义 吉 法 及 才 法 ， 以 及 其 道 
运算 。 希 尔 伯 特 继而 指出 通过 公理 的 否定 和 加 减 可 得 到 新 的 几 
何 学 。 他 在 第 盐 、 六 章 中 建立 了 射影 几何 学 的 公理 ， 这 时 他 除 
去 了 第 三 组 公理 。 他 的 一 个 贡献 是 认识 到 平面 上 德 萨 格 公理 不 
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能 由 平面 射影 几何 学 公理 推出 ， 因 此 德 萨 格 公理 或 其 否定 可 以 
加 入 在 射影 几何 学 公理 当中 ， 建 立 不 同 的 几何 学 系统 。 

希 尔 伯 特 之 后 ， 扳 起 一 个 数学 公理 化 热潮 。 在 欧 氏 几何 学 
方面 ， 皮 埃 瑞 (Pieri, Mario, 1860—1904) 在 1899 年 构造 一 
个 公理 系统 ， 其 中 以 点 及 运动 作为 原始 术语 ， 共 有 20 条 公理 。 
iG (Veblen, Oswald, 1880—1960) 的 公理 系统 以 点 及 序 
为 原始 术语 ， 有 16 RAB. BIL (Huntington, Edward 
Vermilye, 1874—1952) 以 球 及 包含 为 原始 术语 ， 有 23 条 公 
理 。 帕 什 之 后 ， 还 有 意大利 数学 家 的 许多 工作 ， 其 中 有 1891 
年 优 隆 耐 斯 (Veronese, Giuseppe, 1854—1917) ARAN CL 
何 学 基础 ?》， 开 始 提出 非 阿 基 米 德 几 何 学 。 用 运动 的 语言 来 处 
BS ESHA SER (Schur, Friedrich, 1856—1932) 在 
1909 年 发 表 的 《有 几何 学 基础 y》 AAS (Vahlen, Theodor, 
1869—1945) 在 1905 年 出 版 的 《抽象 几何 学 }。 比 较 起 来 ， 希 
尔 伯 特 比 意大利 数学 家 更 为 保守 。 他 基本 上 遵循 欧 几 里 得 几何 
学 的 传统 ， 只 有 三 类 没有 定义 的 元 素 一 一 点 、 线 、 面 以 及 它们 
之 闻 关 联 关 系 、 次序 关系 和 合同 关系 。 
< 射影 几何 学 的 公理 化 甚至 比 希 尔 伯 特 还 要 早 。1882 年 帕 
人行 的 《近代 几何 学 讲义 》 开 辟 了 一 个 新 方向 ， 他 给 出 一 个 公理 
系统 。 其 后 皮 亚 诺 在 1894 年 继续 这 方面 的 研究 ， 皮 埃 瑞 在 
1899 年 完成 。 黑 瑞 克 斯 (Enriques, Federigo, 1871—1946) 
在 1898 F, BEAK (Moore, Eliakim Hastings, 1862—1932) 在 
1902 Æ, FRE 1902 SEM & BO Li ET AB th. 
1908 FH 7H CR (Young, John Wesley, 1879-1932) 给 
出 射影 几何 学 完全 独立 的 公理 系统 ， 用 公理 化 来 处 理 射影 几何 


学 的 著作 有 他 和 杨 合 著 的 《射影 几何 学 》 了 I 了 I， (1910, 
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1917), AFERE CERF (Whitehead, Alfred 
North, 1861—1947) 在 1906 年 到 1907 年 也 提出 自己 的 公理 。 

从 群 论 角度 把 几何 学 公理 化 始 于 1907 年 丹麦 数学 家 赫 泵 
WHF (Hjelmslev, Johannes, 1873—1950) 的 论文 “平面 
几何 学 的 新 基础 "其 后 为 德国 数学 家 托 姆 孙 《Thomsen， 
Gerhard, 1899—1934) & E, $ Œ ( Bachmann, Friedrich, 
1909— 1982) 等 人 所 继续 。 

对 于 非 欧 几 何 学 ， 对 希 尔 伯 特 的 公理 系统 需要 做 改动 。 双 
曲 几 何 学 较为 简单 ， 只 需 用 罗氏 公理 代 共 平行 公理 ， 其 他 公理 
可 以 保持 不 动 。 但 是 对 椭圆 几何 学 就 不 这 么 简单 了 ， 不 仅 需 要 
去 掉 平行 公理 ， 加 上 任意 两 条 直线 都 有 一 个 公共 点 ( 单 重 椭 园 
几何 学 ) 的 公理 ， 而 且 还 必须 改变 另外 一 些 公理 ， 特 别 是 舌 序 
公理 。 哈 尔 斯 特 德 (Halsted, George Bruce, 1853—1922) 在 
1904 年 提出 了 双重 椭圆 几 何 学 公理 系统 ，1905 RRA 
(Hessenberg, Gerhard, 1874—1925) 提出 单 重 椭 圈 几何 学 的 
公理 系统 。 

希 尔 伯 特 不 仅 为 欧 氏 几何 学 莫 定 新 的 公理 化 基础 ， 更 重要 
的 是 建立 一 套 模 式 来 处 理 任何 数学 对 象 ， 并 把 它们 建立 在 可 青 
的 公理 系统 基础 上 上。 实际 上 他 是 第 一 个 分 别 在 几何 学 和 元 几何 
学 两 个 层次 上 都 进行 工作 的 ， 而 自 这 个 工作 后 来 推广 到 整个 数 
学 ， 从 而 产生 元 数学 。 对 于 一 些 对 象 建立 公理 是 一 方面 ， 而 希 
尔 伯 特 还 仔细 研究 另外 一 方面 ， 也 就 是 一 个 公理 系统 的 公理 之 
间 相 互 关系 。 他 明确 提出 对 公理 系统 的 要 求 ; 

一 一 无 年 证 性 ， 也 称 协 调 性 、 一 致 性 、 相 容 性 ， 也 就 是 由 
ABR TBE HEFT PHBE. 

-一 一 独立 性 ， 也 就 是 公理 系 中 设 有 一 个 公理 可 以 由 其 他 公 
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理 推出 。 

另外 人 们 还 希望 公理 系统 有 完全 性 及 范畴 性 两 个 比较 好 的 
性 质 ， 前 者 是 指 几 是 有 关 原 始 术 语 的 命题 或 它 的 香 定 均 可 由 公 
理 推 出 ， 后 者 是 指 凡是 适合 公理 系统 的 模型 均 同 梅 ， 也 就 是 满 
足 公 理 系 统 的 对 象 基本 上 是 唯一 的 。 由 于 一 般 的 公理 系统 不 一 
定 有 完全 性 ， 更 难得 有 范畴 性 ， 一 般 对 公理 系统 不 能 要 求 太 
高 。 但 无 论 如 何 ， 无 矛盾 性 是 公理 系统 的 必要 条 件 。 因 为 不 满 
足 这 杂 件 的 公理 系统 就 根本 训 无 价值 。 同 时 独立 性 与 无 矛盾 性 
也 密切 相关 。 

希 尔 伯 特 的 过 人 之 处 在 于 他 创造 了 模型 的 方法 。 希 尔 伯 特 
为 证 明 公 理 系 统 的 无 矛盾 性 发 明了 构造 模型 的 方法 ， 也 就 是 如 
果 我 们 对 几何 公理 给 出 一 个 算术 模型 或 算术 解释 ， 我 们 就 可 以 
相信 它 是 无 矛盾 的 。 和 项 尔 伯 特 的 具体 做 法 实际 上 是 用 解析 几何 
的 方法 ， 即 把 点 同一 对 有 序 实数 (a，5) 相对 应 ， 把 一 条 直 
线 与 一 组 联 比 (uw:v:w) (EP u, v 不 为 0) 相对 应 。 如 果 
ua tot w=), WAR Ce, 6) 在 直线 上 。 这 祥 公 理 中 的 几 
何 语言 均 可 翻译 成 实数 与 方程 的 语言 ， 即 成 为 等 式 及 不 等 式 ， 
如 果 这 些 等 式 及 不 等 式 相 窜 ,， 即 推 不 出 矛盾 的 结果 ， 则 原 公 理 
芭 统 无 矛盾 。 为 了 证 明 公理 系统 的 独立 粕 ， 他 也 是 创造 模型 ， 
造 出 一 个 模型 不 满足 某 一 条 公理 而 满足 其 他 所 有 公理 。 如 果 能 
造 出 这 样 一 个 模型， 那 就 说 明 这 一 条 公理 不 可 能 是 其 他 公理 的 
推论 。 从 建立 非 欧 几何 学 的 模型 时 起 ， 人 们 已 经 这 样 做 了 。 男 
外 ，' 对 人 钛 咱 耐 斯 的 非 阿 基 米 德 几何 学 ， 列 维 一 奇 维 塔 已 造 出 一 
个 满意 的 算术 模型 。 现 在 希 尔 伯 特 构造 模型 的 方法 已 发 展 为 证 
明 公 理 系 统 的 无 矛盾 性 及 独立 性 的 标准 做 法 。 


希 尔 怕 特 构造 模型 时 用 什么 材料 呢 ? 这 里 引用 外 尔 的 一 段 
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话 :“ 克 莱 因 的 非 欧 几何 的 模型 可 以 这 样 解释 ， 表 明 凡 接受 欧 
氏 几 何 包括 其 中 点 、 线 等 概念 的 人 人， 只 须 把 名 词 挽 一 套 也 就 能 
够 得 出 非 欧 几何 。 克 莱 因 本 人 宁愿 采取 另 一 种 用 射影 空间 诸 检 
念 的 解释 。 然 而 ， 笛 卡尔 的 解析 几何 长 期 以 来 已 经 提供 了 更 一 
役 、 更 满意 的 回答 ， 这 个 回答 黎 曼 、 克 莱 因 以 及 其 他 许多 人 必 
然 已 经 觉察 到 ， 我 们 构造 中 所 需要 的 就 是 实数 域 。 所 以 欧 氏 岂 
何 中 的 矛盾 必然 在 作为 实数 运算 的 基础 的 算术 公理 中 表现 出 
来 。 但 是 在 希 尔 伯 特 之 前 ， 没 有 人 把 这 件 事 说 得 十 分 清楚 。 正 
是 他 正式 构成 完备 而 简单 的 实数 公理 系统 。 算 术 公理 系统 正如 
几何 公理 系统 一 样 由 几 个 可 代 换 的 部 分 构成 。 从 纯 代 数 的 观点 
来 看 ， 最 重 囊 的 公理 是 刻画 〈 交 换 或 非 交 换 ) 域 的 公理 。 任 何 
这 种 抽象 数 域 可 作为 构成 相应 的 几何 的 基础 ， 反 之 也 可 以 通过 
满足 公理 的 空间 引入 数 及 其 运算 。” 外 和 尔 的 话 显 示 出 来 希 尔 伯 
特 一 连 串 化 归 思 想 。 几 何 公理 的 无 矛盾 性 归结 为 实数 域 公理 的 
无 矛盾 性 。 希 尔 伯 特 本 人 正 是 沿 着 这 条 路 走 下 去 。 他 在 1900 
年 就 给 实数 域 一 个 公理 定义 。 其 后 莫 尔 的 学 派 开 始 对 域 和 群 进 
行 公 理化 ， 从 而 为 代数 结构 的 公理 化 莫 定 基础 。 

另 一 方面 ， 还 是 希 尔 伯 特 开始 拓扑 的 公理 化 。1900 FH 
PAST RE LOR. WRG ERY Rit 
A —— BRST — + RRR — SE BOP RR RE, tE 
任何 两 个 邻 域 由 连续 变换 联系 起 来 ， 实 际 上 这 就 是 现代 流 形 的 
MEE. HREFRRARRAN, BRT RAPHE 
文 ， 并 正式 写 到 他 的 名 着 (FEHB) F. RRB 1914 
年 奏 斯 道夫 正式 用 邻 域 定义 一 般 的 拓扑 空间 ， 开 创 了 一 般 拓扑 
学 。 这 样 ， 希 尔 伯 特 的 公理 化 思想 为 整个 结构 数学 奠定 了 稳固 
的 基础 。 
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2.2 实数 理论 


无 论 从 数 系 的 扩张 、 分 析 的 严格 化 ， 还 是 从 几何 学 的 公理 
化 ， 最 后 数学 基础 的 焦点 集中 在 如 何 定义 实数 的 老 问题 上 。 从 
数学 的 历史 来 看 ， 数 学 中 最 重要 的 5 种 数 的 集合 ， 是 正 整 数 的 
集合 N， 整 数 的 集合 Zz， 有 理 数 的 集合 Q， 实 数 的 集合 R, 
复数 的 集合 C。 它 们 之 间 有 如 下 的 集合 包含 关系 ; 

NCZCQCRCC, 
DREAMER, Q. RR. CHAR, ZARRH, NEBRS 
是 有 人 么 元 半 环 。 说 差不多 ， 因 为 许多 作者 认为 N PESO, 
但 是 从 自然 数 的 历史 来 看 ，0 的 产生 很 晚 ， 负 数 的 产生 更 晚 。 
Z 与 Q 的 关系 在 代数 数论 中 有 完美 的 推广 。 而 到 19 世纪 已 完 
整地 把 分 析 和 代数 从 实数 推广 到 复数 。 整 个 扩张 过 程 只 有 从 
Q 到 RR 这 一 步 最 为 困难 。 

- BR 2500 多 年 前 已 经 发 现 无 理 量 不 能 用 有 理 数 来 表示 ， 
只 有 到 19 世纪 70 年 代 对 实数 才 认 真 加 以 “构造 "。 比 较 典 型 
的 “构造 ”实数 的 做 法 有 三 种 : 一 种 是 瑶 尔 斯 特 拉 斯 的 ， 一 种 
是 康 托 尔 的 ， 一 种 是 哉 德 金 的 ， 他 们 的 出 发 点 都 是 有 理 数 的 集 
合 。 由 于 有 理 教 不 足以 表示 一 切 几 何 量 ， 换 句 话说 ， 并 非 一 切 
线段 长 都 是 有 理 数 ， 这 样 直 线 上 点 集 与 Q 不 能 一 一 对 应 ， 也 
就 是 有 理 数 不 足 于 兽 满 全 直线 ， 中 间 存 在 间 阶 ， 他 们 都 是 设法 
把 间隙 补 上 ， 但 补 法 不 同 。 Sa 

ARR RARER EM RRR ATH, EEA 
互 等 价 的 四 条 定理 ， f 

一 一 上 下 确 界定 理 。 


一 一 柯 西 序列 收敛 定理 。 
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一 一 单调 有 界 序列 存在 极限 定理 。 

一 一 区 间 套 原理 。 

载 德 金 的 观点 独树一帜 ， 厅 用 实数 集合 的 性 质 。 康 托 尔 和 
梅 莱 都 从 完备 性 着 眼 定义 实数 ， 这 种 观点 对 于 点 集 理论 和 结构 
数学 的 发 展 关系 重大 。 
1. 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 实数 理论 

魏 尔 斯 特 拉 斯 采用 的 方法 是 区 间 大 原理。 所 谓 区 间 套 ， 实 
际 上 是 无 穷 多 个 区 间 ， 一 个 套 一 个 ， 区 间 越 来 越 小 。 区 间 套 原 
理 是 要 求 任何 一 个 实数 直线 上 的 区 间 套 序列 都 对 应 实数 直线 上 
唯一 一 点 ， 它 包 售 在 区 间 套 的 所 有 的 区 间 之 中 。 现 在 考虑 以 有 
理 数 为 端点 的 闭 区 间 ， 这 种 有 理 闭 区 间 套 满足 ， 对 于 所 有 n, 
= (rs Sa), re sn EQ, Ohiflim (s,—- rr) =0, 
不 妨 简 称 为 有 理 网 。 显 然 有 许 许 多 多 这 样 的 网 。 这 时 我 们 再 引 
进来 网 的 等 价 关系 。 一 个 网 和 ,| 称 为 比 网 11,1 精细 ， 如 果 
对 于 所 有 n MEL. ZERRA 11,1 与 11 等 价 ， 
如 果 存 在 一 个 网 Ut 它 比 [Li 1,1 都 精细 ， 或 者 说 
(Jt 是 和，415 的 公共 细 化 。 在 这 种 等 价 关系 之 下 ， 所 
有 有 理 网 划分 成 等 价 类 ， 于 是 定义 实数 为 有 理 网 的 等 价 类 。 显 
然 有 理 数 也 都 包含 在 其 中 ， 因 为 不 难 设计 包含 任何 有 理 数 的 区 
间 套 。 实 际 上 区 间 春 的 观念 在 数学 发 展 的 早期 就 已 经 使 用 ， 特 
别 是 用 有 进 数 来 带 近 无 理 数 时 ， 总 是 把 误差 限定 在 一 定 范围 之 
中 。 随 着 计算 技术 的 进步 ， 这 个 误差 区 间 也 越 来 越 小 。 早 在 巴 
比 伦 时 代 ， 已 用 60 进位 的 分 数 来 作为 VZ 的 近似 值 ， 如 


=1422 
1; 25=1+ 6 


和 
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7424, 51, 10 
i; 24, 5i, 10=1+ Gat Ft 60° 


fi (1 FT 6 OR a a ARERR, WF a > 1， 
a>va>l, 


z=4 (a +1) >va>Z, 
0 


1 
=> (rot $) >Ya > 
z=4 t$) >fa>4, 

4 a=2 f, 
0 一 二 30, 
z,=1; 25, 


421; 24, 51, 10, i 7 
而 希腊 人 可 能 知道 几何 均 信 介 平 算术 均值 和 调 合 均值 之 间 ， 即 


a csatt 
而 用 到 区 间 庆 上 删 是 依据 首尔 查 诺 和 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ， 有 界 
无 窃 集 全 一 定 有 聚 点 。 这 是 殊 尔 斯 特 拉 斯 在 他 的 讲课 中 证 明 
的 ， 不 过 第 一 次 如 此 明确 地 用 来 定义 实数 首先 发 表 在 巴赫 受 
(Bachmann, Paul Gustav Heinrich, 1837—1920) 的 《无 理 数 
理论 讲义 》(1892) 中 。 

2. BRS MRA 

无 理 数 理论 见于 戴 德 金 在 1872 年 出 版 的 《连续 性 与 无 理 
数 )》 一 书 ， 该 书 首先 研究 直线 的 连续 性 ， 特 别 是 区 别 开 笛 窗 性 
与 连续 性 ， 然 后 把 直线 与 实数 对 应 起 来 ， 最 后 定义 戴 德 金 截断 
或 分 割 。 他 的 思想 清楚 地 表达 在 干 面 的 引文 中 : “Ema 


PURER, SRV MS FMT RR, CER SC a 
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不 连续 的 ， 而 我 们 则 把 直线 看 成 是 没有 间 了 的、 完备 的 和 连续 
的 。 直 线 的 连续 性 是 什么 意思 ? 这 个 回 题 的 答案 必须 包含 研究 
所 有 连续 区 域 时 所 根据 的 科学 基础 。 只 是 泛泛 而 谈 其 最 小 子 集 
的 不 间断 的 连续 性 ， 不 会 产生 什么 结果 。 我 们 必须 要 有 连续 性 
的 一 个 精确 定义 ， 使 它 可 以 成 为 逻辑 推理 的 基础 。 长 时 期 以 
来 ， 我 对 这 些 事情 进行 了 深入 思考 ， 但 始终 没有 取得 成 果 ， 一 
直到 最 近 我 才 发 现 我 所 要 寻求 的 答案 。 不 同 的 人 对 于 我 的 发 现 
将 会 有 不 同 的 判断 ， 但 我 相信 大 多 数 人 都 会 觉得 它 平 凡 无 奇 。 
在 上 一 段 中 我 曾经 指出 ， 直 线 上 每 一 点 P 都 将 直线 分 成 两 部 
分 ， 使 得 其 中 一 部 分 的 点 都 在 另 一 部 分 的 点 的 左 方 。 我 确信 ， 
连续 性 的 实质 就 在 于 它 的 反面 ， 也 就 是 下 面 的 原理 ,如果 直 线 
上 所 有 的 点 都 属于 两 类 ， 使 得 第 一 类 中 每 一 点 都 在 另 一 类 中 每 
一 点 的 左 方 ， 那 么 就 存在 唯一 的 一 个 点 ， 它 产生 了 把 直线 分 成 
两 部 分 的 分 划 。” 

戴 德 金 的 无 理 数 理论 的 核心 是 他 的 “截断 ”或 “分 割 ” 概 
念 。 一 个 截断 把 所 有 有 理 数 分 成 两 类 ， 使 得 第 一 类 中 每 一 个 数 
都 小 于 第 二 类 中 的 每 一 个 数 ， 如 果 这 个 截断 不 “对 应 ”于 一 个 
有 有理数， 那么 它 就 “定义 ”一 个 无 理 数 。 

假定 我 们 已 经 指定 某 些 规则 ， 它 把 所 有 有 理 数 分 成 两 类 
(比如 说 “ 左 ” 类 和 “ 右 ” 类 )， 使 得 右 类 中 的 每 一 个 数 小 于 左 
类 中 每 一 个 数 ， 在 这 个 假设 之 下 ， 下 面 三 种 互相 排斥 的 情形 只 

(A) 在 右 类 中 可 以 存在 一 个 数 大 于 该 类 中 其 他 每 一 个 数 。 

(B) 在 左 类 中 林 以 存在 一 个 数 小 于 该 类 中 其 他 每 一 个 数 。 

(C) TE (A), (B) 中 所 讲 的 数 ( (4) 中 最 大 、(B) 中 
最 小 ) 都 不 存在 。 
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可 能 导出 无 理 数 的 是 《C)， 因 为 ， 假 如 〔【C) 成 立 ， 我 
们 假设 的 规则 就 在 所 有 有 理 数 的 集合 中 “定义 ”一 个 确定 的 中 
ek “Re”. AAA GAKAFRSE—B. HAT E 
两 类 交会 ， 这 个 “截断 ”必须 用 某 个 “ 数 ” 填 补 起 来 ， 但 是 由 
(C)， 不 可 能 由 有 理 数 填补、 这 样 一 来 这 个 截断 就 定义 了 一 个 
无 理 数 。 
有 了 实数 的 截断 定义 之 后 ， 自 然 地 可 以 定义 两 个 截断 的 加 
法 及 乘法 ， 它 们 满足 交换 律 和 结合 律 。 这 样 原来 没有 严格 证 明 
的 公式 
V6=Y2xY3 
也 就 迎刃而解 了 。 
3， 康 托 尔 的 实数 理论 
嫌 拖 尔 的 出 发 点 是 引进 有 理 数 的 基本 序列 。 所 谓 基 本 序列 
姑 指 一 人 有理数 冶 列 dn an ， …，a，…， 对 于 给 定 的 任何 
正 有 理 数 e>0， 总 存在 一 TERRUFEN, 使 得 当 m, n> 
六 时 ， 对 任何 ni Roe EA 
lay árl Zes 
如 果 两 个 基 本 序列 a, be H kæk, 
la, — by 1-0, 
则 称 为 两 基本 序列 等 价 。 于 是 康 托 尔 把 实数 定义 为 基本 序列 
(ay, aa, <7. age) SRA, DE a， 利 用 基本 序列 可 以 
自然 地 定义 实数 的 加 法 、 减 法 、 委 法 、 除 法 以 及 它们 之 间 的 关 
系 : 等 于 、 大 于 、 小 于 。 这 样 定义 的 实数 荆 包 含有 理 数 也 包含 
无 理 数 ， 而 且 实 数 裤 成 的 甘 本 序列 的 极限 也 在 实数 当中 ， 从 页 
证 明了 实数 系 的 完备 性 。 


现在 看 来 ， 康 托 尔 的 实数 定义 比较 理想 ， 它 不 仅 定义 比较 
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自然 ， 而 且 方 法 上 对 结构 数学 有 指导 意义 。 这 种 完备 化 方法 对 
于 域 论 、 厂 值 论 、 巴 拿 刺 空间、 和 希 尔 伯 特 空间 等 对 象 的 产生 及 
研究 都 是 最 为 基本 的 。 

这 样 ， 实 数理 论 可 以 建立 在 有 理 数 集合 的 基础 上 ， 而 有 理 
数 自然 归结 为 整数 ， 这 样 对 数学 基础 的 研究 就 归结 于 集合 论 以 
RIB BAH HI To 


2.3 集合 论 


古典 分 析 ， 也 就 是 实 变量 的 实 函 数 的 分 析 ， 经 过 一 个 世纪 
的 努力 ， 随 着 实数 理论 的 建立 ， 应 该 说 已 经 有 了 稳固 的 基础 。 
从 历史 上 看 ， 数 学 分 析 的 发 展 先是 有 数量 的 演算 ， 然 后 是 函数 
的 图 象 表示 及 演算 ， 最 后 得 到 “ 算 子 ”的 算法 ， 例 如 微分 法 及 
积分 法 。 它 们 的 发 展 也 像 硕 尔 伯 特 所 说 的 ， 从 朴素 阶段 发 展 到 
形式 阶段 再 发 展 到 批判 阶段 ， 这 最 后 的 阶段 也 就 是 19 世纪 为 
数学 分 析 建 立 基础 的 阶段 。 

数学 分 析 基 础 的 建立 ， 与 数学 分 析 的 发 展 顺序 恰巧 倒 过 
来 。 先 是 柯 西 通过 极限 严密 定义 导数 与 不 定 积分 以 及 收敛 及 发 
散 ， 然 后 是 犹 利克 雷 与 繁 曼 扩张 函数 的 概念 ， 最 后 是 比尔 斯 特 
拉 斯 建立 分 析 的 算术 理论 以 及 无 理 数理 论 ， 同 时 戴 德 金 及 康 托 
尔 也 建立 实数 理论 ， 然 后 戴 德 金 及 皮 亚 诺 建 立 自然 数理 论 ， 此 
时 应 该 大 功 告 成 ， 但 是 还 有 两 个 遗留 问题 ， 一 是 定义 实数 时 ， 
要 求 有 明确 的 有 理 数 的 无 窍 集合 ， 二 是 对 实数 集合 的 结构 有 所 
了 解 ， 这 些 都 导致 集合 论 的 产生 与 发 展 。 

集合 论 是 现代 数学 的 基础 。 把 它 说 成 是 数学 中 的 一 场 革命 
也 不 为 过 。 集 合 论 的 基本 概念 是 集合 ， 康 托 尔 把 集合 定义 为 
“所 谓 集合 是 把 我 们 直观 或 思维 中 确定 的 、 相 互 间 有 明确 区 别 
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的 那些 对 象 〈 它 们 称 为 集合 的 元 率 ) 作为 一 个 整体 来 考虑 的 结 
RB”, REA MRM, b, c, -, Wid A= ja, b, 
c, ool, #i a, b, c «MFA, itff a€ A, BEA, we 
集合 论 研 究 的 目标 是 对 集合 特别 是 元 穷 集 合 加 以 分 类 及 刻画 ， 
由 此 得 出 无 穷 基 数 \ 无 穷 序 数 , 连 续 统 假设 ,选择 公理 等 重要 概 
念 。 由 于 集合 论 中 蛋 论 的 产生 , 为 消除 蛋 论 ,产生 出 类 型 论 及 公 
理 集合 论 等 数学 分 支 , 成 为 数理 逻辑 与 数学 基础 的 重要 内 容 。 

长 期 以 来 ， 人 们 对 有 穷 (有 限 ) 集合 的 概念 并 不 陌生 ， 并 
由 此 得 出 集合 的 许多 性 质 的 认识 。 例 如 ， 通 过 一 一 对 应 出 较 集 
合 的 大 小 ， 得 出 部 分 集合 的 观念 特别 是 “整体 大 于 部 分 ”这 
个 欧 几 里 得 公理 。 而 对 于 元 素数 上 月 为 无 穷 的 集合 ， 一 般 不 于 考 
上 碟 。 这 是 因为 早 在 1638 年 项 利 略 就 发 现 正 整数 的 平方 的 集合 
11, 4, 9, 16, | 虽然 基 正 整数 集合 11，2，3，4，… 的 
-- 部 分 ， 但 是 通过 一 一 对 应 却 可 以 证 明 它们 的 数目 一 样 多 ， 这 
显然 违背 “整体 大 于 部 分 ”的 公理 。 

但 是 兰 着 数学 的 发 展 ， 数 学 证 明 中 不 可 避免 地 要 用 到 无 穷 
集合 ， 特 别 是 在 分 析 的 基础 一 一 实数 的 研究 中 ， 所 有 定义 实数 
的 方法 都 要 用 无 穷 集合 。: 最 明显 的 是 戴 乔 金 的 定义 中 ， 就 把 实 
数 定 义 为 有 理 数 的 特殊 集合 〔 茹 竹 金 截 制 )。 这 样 一 来 ， 对 无 
穷 集合 的 研究 势 在 必 行 。 而 直 搂 导致 康 托 尔 建立 集合 论 的 是 他 
对 三 角 级 数 的 唯一 性 集 的 研究 。 

康 托 尔 在 研究 集合 论 之 前 ， 首 先 研究 三 角 级 数理 论 ， 其 中 
一 个 重要 问题 是 唯一 性 集 问 题 。 所 谓 唯 一 性 集 是 指 实数 集合 
E, MRS E 外 均 收 敏 于 .0 的 三 角 级 数 均 恒 等 于 0。 海 诅 
首先 证 明 有 限 集 是 唯一 性 集 。 康 托 尔 在 1870 年 证 明 任 何 可 数 


闭 集 是 唯一 性 集 。 杨 【Young，William Henry，1863 一 1942) 
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在 1909 年 证 明 任 意 可 数 集 是 唯一 性 集 。 巴 利 (Bary，Nina 
Karlovna, 1901—1961) 在 1923 年 证 明 任 意 可 数 个 闭 唯 一 性 
集 的 并 集 也 是 唯一 性 集 。 唯 一 性 集 问题 至 今 仍 没 有 完全 解决 ， 
但 的 确 向 数学 家 明确 地 提出 实数 直线 上 究竟 有 老少 种 不 同类 型 
的 点 集 的 问题 ， 而 这 促使 康 托 尔 思考 点 集 的 结构 。 

康 托 尔 的 集合 论 思想 首先 是 在 1873 FKGFRBSH, 
1874 年 发 表 第 一 篇 论文 ，1883 年 建立 一 般 集合 论 (抽象 集合 
论 )，1895 年 到 1897 年 发 表 关 于 无 穷 基数 及 无 穷 序数 的 论文 。 

在 这 一 系列 论文 中 ， 康 托 尔 得 出 一 系列 惊人 的 结果 。 他 用 
一 一 对 应 的 方法 证 明 ， 上 整数 集合 同 有 理 数 集 合 可 一 一 对 应 ， 它 
们 称 为 可 数 集合 。 但 是 他 通过 三 种 方法 (其 中 之 一 是 对 角 线 方 
法 ) 证 明 实数 集合 不 能 同 有 理 数 集合 一 一 对 应 ， 因 而 是 不 可 数 
的 ， 这 样 他 得 出 无 穷 集 合 可 有 不 同 的 层次 ， 并 相应 研究 无 穷 基 
数 及 序数 的 概念 。 

集合 论 的 诞生 日 可 以 说 是 1873 年 年 底 。1873 年 11 A, 
康 托 尔 在 和 茂德 金 的 适 信 中 提出 了 一 个 问题 ， 这 个 问题 使 他 从 
以 前 的 分 析 的 研究 转 到 一 个 新 方向 。 他 认为 ， 有 理 数 的 集合 是 
可 以 “ 数 ” 的 ， 也 就 是 可 以 和 自然 数 的 集合 成 一 对 一 的 对 应 。 
但 是 ， 他 不 知道 ， 对 于 实数 集合 这 种 一 对 一 的 对 应 是 否 能 办 
到 。 他 相信 不 能 有 一 对 一 的 对 应 ， 但 是 他 “ 讲 不 出 什么 理由 "。 
不 久之 后 ，1873 年 12 月 12 日 ， 他 承认 他 “没有 认真 地 考虑 
这 个 问题 ， 轩 为 它 似 乎 没有 什么 价值 ”接着 他 叉 补 充 一 句 ， 
“要 是 你 认为 它 因 此 不 值得 再 花费 力气 ， 那 我 就 会 完全 和 兰 同 ”。 
可 是 ， 康 托 尔 丸 考 襄 起 集合 的 映射 问题 来 。 很 快 他 在 1873 年 
12 月 7 日 又 写 信 给 戴 德 金 ， 说 他 已 经 成 功 地 证 明 : 实数 的 
“集体 ”是 不 可 数 的 。 这 一 天 可 以 看 成 是 集合 论 的 诞生 日 。 戴 
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德 金 祝贺 康 托 尔 取得 成 功 。 其 间 ， 证 明 的 意义 也 越 来 越 清楚 ， 
因为 康 托 尔 还 成 功 地 证 明 实 代数 数 的 集合 是 可 数 的 。 康 托 尔 的 
集合 论 的 头 一 篇 论文 发 表 在 1874 年 《克莱尔 杂志 》 上 上 ， 上 题目 
是 “ 论 所 有 实 代 数 数 集合 的 一 个 性 质 ”。 文 章 断 言 ， 所 有 实 代 
数 数 的 集合 是 可 数 的 ， 所 有 实数 的 集合 是 不 可 数 的 ， 因 此 ， 非 
代数 数 的 超越 数 是 存在 的 ， 并 且 其 总 数 要 比 我 们 熟知 的 实 代 数 
数 多 得 多 ， 也 就 是 超越 数 的 集合 也 是 不 可 数 的 。 

康 托 尔 这 第 一 篇 集合 论著 作 述 证 明了 无 穿 之 间 也 有 差别 ， 
既 存 在 可 数 的 集合 ， 也 存在 那 种 像 实数 集合 那样 的 不 可 数 的 、 
有 具有 “连续 统 的 势 ” 的 集合 。 戴 德 金 很 赞同 他 关于 集 人 台 与 无 穷 
的 一 整套 想法 ， 由 此 康 托 尔 逐步 完整 地 建立 起 集合 论 的 整个 体 
系 。 
1878 年 ， 康 托 尔 发 表 闻 上 集合 论 的 第 二 篇 文章 ， 其 中 把 隐 
含 在 1874 年 文章 中 的 “一 一 对 应 ”概念 提出 来 作为 判断 两 个 
集合 相同 或 不 同 的 基础 。 这 是 最 原始 的 等 价 观 含 ， 而 两 个 集合 
相互 之 间 能 够 一 一 对 应 就 称 为 等 势 ， 执 的 概念 于 是 应 运 而 生 。 

在 1878 年 的 论 冯 中 ， 康 托 尔 还 证 明 一 个 令 人 惊讶 不 已 的 
结果 : 在 一 维和 二 维 的 连续 区 域 之 间 存 在 着 一 一 对 应 。 

从 -1879 年 到 -1884 年 廉 托 尔 发 表 了 题 为 “ 论 无 穷 的 线性 点 
集 ” 的 一 系列 文章 ， 共 有 5 篇。 在 这 些 文章 中 非 定 了 新 集合 论 
的 臣 础 。 这 些 文章 引进 了 汪 集 和 超 穷 数 的 记号 ， 特 别 是 在 
1883 年 的 文章 中 引进 生成 新 的 超 穷 数 概念 ， 并 且 论 证 了 所 谓 
连续 统 和 假设 ， 即 可 数 基 赦 后 面 紧 接着 就 是 实数 基数 。 他 相依 这 
个 傻 设 正 确 ， 但 没 能 证 明 。 这 个 假设 对 20 世纪 的 数学 基础 的 
发 展 起 着 极其 重大 的 作用 。 同 时 他 引进 超 穿 数 算术 以 及 和 良 序 


上 集 ， 后 来 又 引进 一 些 拓 扑 概 念 如 完备 集 等 。 
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集合 最 重要 的 特征 就 是 势 或 基数 ， 这 个 概念 在 《一 般 集 合 
论 基 础 》 中 早 就 有 了 ， 在 《对 超 穷 集合 论 的 贡献 》 中， 康 托 尔 
给 出 一 个 带 有 玄学 味道 的 定义 ;集合 M 的 势 或 基数 是 由 集合 
M 借助 我 们 思维 的 能 动 性 产生 的 一 个 一 般 概 念 ， 是 从 集合 M 
PRATOR M 的 质 的 特征 以 及 在 M 中 的 顺序 特性 而 得 出 的 一 
般 概念 。 他 用 邮 表示 M 的 势 ，M 上 的 两 横 表 示 两 重 抽象 ， 
一 重 是 抽出 M 的 特性 ， 一 重 是 抽 去 M 的 顺序 。 

有 了 势 的 概念 之 后 ， 他 定义 两 个 集合 等 价 的 概念 两 个 集 
AMANG, OM BRAN 的 元 素 可 以 一 一 对 应 ， 用 
M-N ËF. MIER E: 

G) M~M; 

(2) M~N, i N~M; 

(3) WM~P, N~P, MNM~N, 

集合 论 的 基本 定理 就 是 M~N 的 充分 且 必 要 条 件 是 好 = 
六， 也 就 是 假如 集合 MSRTREAN, WM=-N. Bi, 
mM=N, WHE M 与 集合 N 的 元 素 可 以 一 一 对 应 。 

在 《对 超 穷 集合 论 的 贡献 》. 发 表 之 后 ， 皮 亚 诺 指出 其 中 没 
有 明确 有 穷 数 的 概念 。 为 了 表明 他 的 超 穷 数 是 通常 有 穷 数 或 自 
然 数 的 自然 延续 ， 他 就 必须 使 他 的 超 穷 数 具 有 通常 自然 数 的 性 
质 。 自 然 数 有 两 方面 的 性 质 ， ERME FLU HE 
算 ， 其 结果 也 是 自然 数 ， 二 是 自然 数 可 以 通过 相继 地 加 1， 归 
纳 地 造 出 来 。 康 托 尔 必须 用 他 的 定义 说 明 超 穷 基数 也 有 自然 煞 
的 相应 性质 ， 而 且 当 基数 是 有 穷 时 ， 它 与 通常 的 自然 数 性 质 也 
一 样 。 这 并 不 难 ,: 如 集合 MAREN 没有 公共 元 素 ， 那 么 基 
M+ EMN EN M AN 的 并 集 (M, N) 的 基数 
(M, N), BEHA (M, N) REBRE MAN 的 全 部 元 素 
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的 集合 。 如 (M, N) ERM 中 的 元 素 m SN PHE n 的 
TR (m, n) MRE, BAMXN 就 定义 为 (M, N)o 
康 托 尔 还 用 覆盖 的 概念 定义 方 短 ， 这 样 他 可 以 定义 超 穷 数 了 。 
第 一 个 起 穷 数 是 自然 数 集合 11，2，3，… 上 | 的 势 ， 他 把 超 穷 
数 用 和 希 怕 莱 文 第 一 个 字母 已 来 表示 ， 读 作 “ 阿 列 夫 ”"”， 自 然 数 
的 集合 的 势 作为 超 穷 是 最 小 的 ， 记 作 台 o， 以 后 的 超 穷 数 依次 
Whi, Ca o WERE >n, n 是 任何 一 个 自然 数 。 超 穷 
基数 与 有 穷 数 不 同 ， 具 有 奇怪 的 性 质 ， 

Got1= Mo, 

Sot o=o 

r= Ao (n 是 自然 数 )。 

他 还 证 明 ， 每 一 个 不 是 Go HESY a WAF mE. 
每 一 个 势 为 a 的 集合 ， 都 可 以 造 一 个 势 比 它 大 的 集合 ， 具 体 
来 说 ， 该 集合 的 所 有 子 集合 构成 的 集合 的 势 就 是 2"， 特 别 是 
他 证 明 所 有 实数 的 集合 的 势 C 恰巧 等 于 2t, 当然 由 此 推出 
C> 蕊 0, 这 正 是 他 在 集合 论 第 一 篇 论文 中 证 明 的 。 这 样 ， 他 以 
一 有 了 热 的 代数 方式 得 出 划分 有 穷 集合 与 无 穷 集 合 的 界限 ， 

每 个 有 穷 集合 不 等 价 于 其 任何 一 个 部 分 〈 真 子 集 ); 

每 个 无 穷 集 合 均等 价 于 其 某 一 个 部 分 (真子 集 )。 

最 后 ， 他 还 要 对 有 穷 数 微 个 交待 ， 现 在 很 简单 了 ， 从 一 个 
对 象 eo 开始， 定义 集合 Eo = (eo)， 于 是 产生 基数 1，1 = 
素 ， 在 Fe 中 添加 一 个 新 元 素 es H E= le ert, E= 
2， 如 此 下 去 ，E,= len ep s est, E-E tl, RË 
的 生成 原则 对 有 穷 基 数 与 无 穷 基 数 同 桩 适用 ， 因 此 是 一 个 统一 


的 基数 理论 。 
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对 于 康 托 尔 来 说 ， 集 合 论 留 给 他 两 大 问题 : 一 是 连续 统 假 
设 ， 也 就 是 是 否 在 4 与 C 之 间 没 有 其 它 基数 ， 另 一 个 是 良 序 
定理 ， 也 就 是 任何 集合 都 可 以 良 序 化 ， 也 就 是 每 个 全 序 子 集 都 
可 以 排列 成 序 ， 它 具有 起 始 元 素 。 这 两 个 问题 不 仅 对 集合 论 影 
响 巨大 ， 而 且 后 来 对 数学 本 身 也 有 不 可 多 搞 的 作用 。 


2.4 ”数理 党 辑 
1. 符号 逻辑 


数理 逻辑 的 前 身 被 称 为 符号 逻辑 。 在 19 世纪 末 之 前 ， 大 
致 有 密切 相关 的 四 个 方面 的 内 容 ; 

(1) 逻辑 符号 化 ， 除 了 命题 的 符号 化 还 有 逻辑 连结 词 的 符 
号 化 ， 常 见 的 连结 词 有 :一 (否定 )、A (ERD. V OTR). 
> (GH). © (St, 4AR4) 等 。 

(2) 性 辑 演算 ， 主 要 是 命题 演算 及 谓词 演算 。 

(3) 逻辑 代数 。 

(4) 算术 的 逮 辑 基础 。 

数学 的 主要 内 容 是 计算 和 证 明 。 在 17 世纪 ， 算 术 因 符 号 
化 促使 代数 举 的 产生 ;， 代数 使 计算 变 得 精确 和 方 使 ， 也 使 计算 
方法 系统 化 : 费 尔 马 和 笛 卡 尔 的 解析 几何 把 几何 学 代数 化 ， 大 
大 扩展 了 几何 的 领域 ， 和 而 且 使 得 少数 天 才 的 推理 变 成 机 械 化 的 
步骤 。 这 反映 了 代数 学 作为 普遍 科学 方法 的 效力 ， 于 是 笛 卡 尔 
也 堂 试 把 逻辑 代数 化 。 他 的 一 些 手稿 就 是 关于 这 方面 的 工作 
Ho SSE REAM (Hobbes, Thomas, 
1588—1679) 也 认为 推理 带 有 计算 性 质 ， 不 过 他 并 没有 系统 地 
发 展 这 种 思想 。 

现在 公认 的 数理 逻辑 创始 人 是 莱 布 尼 欧 。 他 的 目的 是 选 出 
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一 种 “通用 代数 "， 其 中 把 一 切 推 理 都 化 归 为 计算 。 实 际 上 这 
正 是 数理 逻辑 的 总 纲领 。 他 希望 建立 一 套 普 条 的 符号 语言 ， 其 
中 符号 是 表 义 的 ， 这 样 就 可 以 像 数字 一 样 进行 演算 ， 他 的 确 将 
某 些 命 旺 形式 表达 为 符号 形式 ， 但 他 的 工作 只 是 一 个 开头 ， 大 
部 分 没有 发 表 ， 因 此 影响 不 大 。 

真正 使 远 辑 代数 化 的 是 英国 数学 家 布尔 ， 他 在 1847 年 出 
版 了 《还 辑 的 数学 分 析 》， 给 出 了 现代 所 谓 的 “布尔 代数 ”的 
原型 。 布 尔 确 信 符 号 化 会 使 逮 辑 变 得 严密 。 他 的 对 象 是 事物 的 
类 ，1 RRS, ORMAR, r'y ER x My 的 共同 分 于 所 
组 成 的 类 ， 运 算是 远 辑 莱 法 ; zx + y 表示 x My 两 类 所 合成 的 
类 ， 运 算是 逻辑 加 法 。 所 以 逻辑 命题 可 以 表示 如 下 : 


M zry ` æt Q- y} =0, 
WH x Ey xey=0. 

它 还 可 以 表示 
矛盾 律 x: (l-a) =0, 
HH >- x+ (1-x) =1。 


布尔 者 出 类 的 演算 也 可 解释 为 命题 的 演算 ， 当 r, y 不 是 
类 而 是 命题 时 ， 则 xz =1 .表示 命题 x 为 真 ，z =0 表示 命题 zx 
WA, 1-2 表示 zz 的 否定 等 等 。 

美国 哲学 家 、 数 学 家 小 皮尔 斯 (Peirce，Charies Sanders, 
1839—1914) 推进 了 命题 演算 。 他 区 别 命题 和 命题 函数 。 一 个 
命题 总 是 真 的 或 侦 移 ， 而 一 个 命题 函数 包含 着 变 元 ， 随 着 变 元 
值 选 取 的 不 同 ， 它 可 以 是 真 也 可 以 是 假 。 小 皮尔 斯 还 引进 了 两 
个 变 元 的 命题 函数 以 及 量 河和 谓词 的 演算 。 

对 现代 数理 逻辑 贡献 最 大 的 是 德国 数学 家 弗 雷 格 (Frege, 


Gottlob，1848 一 1925)， 但 在 19 世纪 他 的 著作 流传 不 广 ， 他 的 
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符号 系统 繁琐 复杂 ， 从 而 限制 了 它 的 普及 。 他 在 1879 年 出 版 
的 《概念 文字 》 中 ， 不 仅 完备 地 发 展 了 命题 演算 ， 而 且 引 进 了 
基 词 概念 以 及 实质 蕴涵 的 概念 。 他 还 给 出 一 个 一 阶 请 词 演 算 的 
公理 系统 ， 这 可 以 说 是 历史 上 第 一 个 符 导 逻辑 的 公理 系统 。 因 
此 在 这 本 只 有 88 HA ETP, RASA TR 
为 完备 的 基础 。1884 年 ， 他 的 《算术 基础 》 出 版 ， 后 来 又 扩 
展 成 《算术 的 基本 规律 》 I, 1893, #1., 1903). BIH 
于 罗 索 的 独立 工作 ， 才 使 得 弗 备 格 的 工作 受到 重 现 。 

逻辑 代数 始 于 英国 数学 家 布尔 在 1847 年 出 版 的 《逻辑 的 
数学 分 析 》 一 书 ， 其 中 正式 推出 所 谓 布 尔 代 数 ， 其 后 由 英国 数 
FRAR (Jevons, Wiliam Stanley, 1835—1882) 和 小 皮 
尔 斯 在 1874 FM AKER, BMRB BW (Schroder, 
Ernst, 1841—1902) Æ RREH BB PML 
公理 化 。 但 是 谓词 演算 的 逻辑 代数 一 直到 1950 年 才 由 波兰 数 
学 家 塔 斯 基 〈Tarski，Alfred，1902 一 1983) 所 发 展 ， 他 引进 
SRB “RARE”. 1955 年 美国 数学 家 哈 尔 葛 斯 (Halmos， 
Paul, 1916—) 又 引进 雪 进 代数 ， 形 成 一 般 的 次 辑 代 数理 论 。 

用 符号 语言 对 数学 进行 公理 化 的 是 意大利 数学 家 皮 亚 诺 ， 
他 在 1889 年 用 拉丁 文 写 了 一 本 小 册子 《用 新 方法 陈述 的 算术 
原理 ?。 在 这 之 前 ，1888 年 ， 皮 亚 诺 已 经 把 布尔 和 施 罗 德 的 还 
辑 用 在 数学 研究 上 ; 并 且 引 进 了 一 系列 对 于 他 前 人 工作 的 更 
新 。 例 如 对 多 辑 运算 和 数学 运算 使 用 不 同 的 符号 ， 区 别 范 畸 命 
题 和 条 件 命题 ， 这 引导 他 得 出 量词 理论 。 这 些 改 进 是 对 于 布尔 
和 施 罗 德 理论 的 改进 ， 而 不 是 对 弗 雷 格 理 论 的 改进 ， 因 为 当时 
皮 亚 诺 还 不 知道 弗 雷 格 的 工作 。 在 《算术 原理 》 中， 他 在 引进 
迎 辑 概念 和 公式 之 后 ， 开 始 用 符号 的 记 法 来 重 写 算术 。 
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皮 亚 诺 引 进 的 最 原始 的 算术 概念 是 “ 数 "，“1”，“ 后 继 ” 
和 “等 于 ， 并 且 陈 述 了 关于 这 些 概 念 的 9 条 公理 ， 其 中 公理 
2、3、4、5 都 是 讨论 恒 等 的 ， 应 该 属于 逻辑 公理 ， 剩 下 了 5 
条 公理 ， 这 就 是 现在 众所周知 的 皮 亚 诺 公 理 。 最 后 一 条 即 公理 
9， 就 是 所 谓 数 学 归纳 法 原理 ， 皮 亚 庶 承认 他 的 公理 化 来 自 戴 
Se. 

皮 亚 诺 的 5 条 公理 是 ， 

(1) 工 是 一 个 数 。 

(2) 任何 数 的 后 继 也 是 一 个 数 。 

(3) 没有 两 个 数 具 有 相同 的 后 继 。 

(4) 1 不 是 任何 数 的 后 继 。 

(5) 任何 性 质 ， 如 果 1 具有 而 且 任 何 数 的 后 继 也 具有 的 
话 ， 则 所 有 数 都 具有 此 福 质 。 

EVE LEAS RAR, HR RS RR, 
WF REN PRNR SL, HK Sey eRe 
融 上 ， 并 进而 达 立 《数学 原理 》 的 庞大 体系 。 另 一 方面 。 罗 素 
对 数理 次 辑 的 贡献 主要 在 于 发 现 集合 论 悖 论 。 

2. 罗素 悖 论 与 公理 集合 论 

.罗素 的 停 论 是 关于 入 人 台 论 的 ， 碌 托 尔 已 经 意识 到 不 加 限制 
地 谈论 “集合 的 集合 ”会 导致 矛盾 。 其 他 人 也 发 现 集 合 论 中 存 
CFR. MERE 1903 年 出 版 的 《数学 的 原理 》 (Principles 
of Mathematics) 中 ， 则 十 分 清楚 地 表现 出 集合 论 的 矛盾 ， 从 
而 动 播 了 整个 数学 的 基础 。 PROBE: 可 以 把 集合 分 成 
两 类 ， 凡 不 以 自身 为 元 素 的 集合 称 为 第 一 类 集合 ， 凡 以 自身 作 
为 元 率 的 集合 称 为 第 二 类 集合 ， 每 个 集合 或 为 第 一 类 集合 或 为 


第 二 类 集合 。 设 M 表示 第 一 类 集合 全 体 所 成 的 集合 。 如 果 M 
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BRA-KRRS, MEM, HE MHEX, MEM, SRF 
盾 。 如 果 M 是 第 二 类 集合 ， 则 ME M， 但 由 M 的 定义 ， 第 
二 类 集合 邮 筷 M， 亲 样 也 导致 译 盾 。 发 现 了 这 个 矛盾 之 后 ， 
导致 第 三 次 数学 危机 ， 在 数学 界 出 现 了 各 种 意见 ， 从 抛弃 集合 
论 到 尽 可 能 保持 集合 论 在 数学 中 的 基础 地 位 的 都 有 。 由 于 20 
世纪 数学 的 发 展 主流 是 建立 在 集合 论 基础 之 上 的 ， 这 里 只 考虑 
数学 家 如 何 消除 悖 论 。 在 20 世纪 初 ， 大 致 有 两 种 办 法 ， 一 种 
办 法 是 罗素 的 分 支 类 型 论 ， 它 在 1908 年 发 表 ， 在 这 个 基础 上 
罗素 与 怀特 海 写 出 三 大 卷 《 数 学 原理 》 (Principia Mathemati- 
ca，1910 一 1913)， 成 为 数理 逻辑 最 早 的 一 部 经 典 著 作 。 还 有 
一 种 办 法 是 公理 方法 限制 集合 ， 由 此 产生 公理 集合 论 。 

康 托 尔 本 大 没有 对 集合 论 进行 公理 化 ， 集 合 论 公理 化 是 德 
国 数 学 家 策 梅 罗 (Zermelo, Ernst, 1871—1953) 在 1908 年 发 
EM. RRP RR RAHAT ERS, HERS 
论 蛮 成一 个 完全 抽象 的 公理 化 理论 。 在 这 样 一 个 公理 化 理论 
中 ， 集 合 这 个 概念 一 直 相 加 定义 ， 而 它 的 性 质 就 由 公理 反映 出 
来 。 他 不 说 什么 是 集合 ， 而 只 讲 从 数学 上 怎样 来 处 理 它 们 ， 他 
引进 7 RAB: . 

(1) AEEA OE2) 和 根 如 一 个 集合 M 的 元 素 
同时 是 一 个 集合 N WICK, RK. SENYHSPAERBE 
M 的 元 素 ， 则 M = N。 简 单 来 讲 ， 每 一 个 集合 由 它 的 元 素 所 
决定 。 

(2) 初等 集合 公理 〈 室 集合 公理 、 单 元 素 集合 公理 、 对 集 
BAH): To 

空 集 合 公理 :存在 二 个 集合 “ 空 集 *， 完 全 不 包括 任何 元 

Rm, He 表示 。 
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单元 素 集 合 公 理 : MR a 是 任何 一 个 对 象 ， 那 么 就 存在 
一 个 集合 1a|， 它 的 元 素 包 含 a HRA. 

对 集合 公理 :假如 a Hs 是 两 个 对 象 ， 且 存在 一 个 集合 
la, bl, ERES a Mb 为 它 的 元 素 ， 而 不 包含 不 同 于 a 也 
不 同 于 6 的 任何 其 他 对 象 。 

(3) 分 离 公理 组 : 假如 谓词 (x) 对 于 一 个 集合 M 的 
所 有 元 素 都 有 定 灸 ， 则 M 有 一 个 子 集 ，M 包含 县 仅仅 包含 M 
中 那些 使 EE (1) 为 真 的 元 素 。 

(4) 筹集 合 公 理 ;每 一 个 集合 了 都 对 应 另外 一 个 集合 书 
(T)(T HES). 它 的 元 素 包 含 且 仅仅 包含 了 的 所 有 子 集合 。 

(5) 并 集合 公理 : 对 于 集合 3S 和 工 都 对 应 一 个 S、 械 的 
并 集 ， 即 集合 SUT, CBRARKRASEA S 的 元 素 和 了 
ARATE. 

(6) 选择 公理 。 

{7) 无 穷 公理 。 

实际 上 策 梅 罗 的 公理 系统 Z (公理 1 至 7) 把 集合 限制 得 
使 之 不 要 太 大 ， 从 而 癌 寻 了 比如 说 所 有 “对 象 "， 所 有 序数 等 
等 ， 从 而 消除 罗素 迟 论 产生 的 条 件 。. 

策 梅 轨 不 把 集合 只 简单 地 看 成 一 些 集 团 或 集体 ， 它 是 满足 
7 条 公理 的 务 件 的 对 象 ， 这 样 排除 了 某 些 不 适当 的 “集合 "， 
特别 是 产生 悖 论 的 原因 是 定 交集 合 的 所 谓 内 涵 公 理 组 ， 如 今 已 
换 成 弱 得 多 的 分 离 公 理 组 。 

策 梅 罗 的 公理 系统 经 过 其 他 人 特别 是 弗兰克 尔 (Fraenkc, 
Abraham Adolf, 1891-1965) 的 修正 及 补充 ， 成 为 现代 标准 
HERF- ERARA (MEA ZF RH). FU. E 


中 一 般 不 包含 有 争议 的 选择 公理 (AC)， 如 果 加 上 则 称 为 
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ZFC 系统 。 

选择 公理 (AC) 是 ZF 公理 系统 以 外 与 数学 关系 最 密切 
的 公理 。 特 别 在 本 世纪 20 年 代 、30 年 代 发 展 起 来 的 抽象 代数 
学 中 更 是 必 不 可 少 的 。 由 下 面 这 个 故事 可 以 看 出 数学 家 对 AC 
(选择 公理 ) Hakk, We RE (Van der Waerden, Bar- 
tels, L. 1903—1996) 在 1930—1931 年 出 版 的 《近世 代数 学 》 
东 志 着 抽象 代数 学 正式 建立 。 书 中 正式 引入 选择 公理 并 用 它 得 
出 许多 代数 结论 。 但 这 种 观点 受到 退 辑 学 家 的 攻击 。 范 : 德 : 瓦 
尔 登 在 1937 年 出 版 的 第 二 版 中 完全 取消 选择 公理 及 其 推论 ， 
这 又 大 大 戎 弱 了 代数 的 内 容 而 引起 代数 学 家 的 抗议 。 范 德 : 瓦 
尔 登 真是 左右 为 难 。 但 他 毕竟 晨 一 位 代数 学 家 ， 还 是 不 感 意 因 
逻辑 的 理由 而 砍 掉 大 部 分 有 意思 的 代数 学 。1950 年 第 三 版 时 ， 
他 再 次 把 选择 公理 请 回来 。 为 什么 会 这 样 呢 ? 其 实 选择 公理 在 
策 梅 罗 的 公理 系统 中 本 是 其 中 之 一 。 但 有 是， 选择 公理 在 1904 
FEAR, REPL BRC CREA (Borel, Emile, 
1871—1956), FE/K (Baire, Rene, 1874—1932). $ Dl & 
人 的 反对 。 他 们 反对 的 根据 更 多 的 是 哲学 上 的 ， 也 就 是 从 他 们 
的 构造 主义 观点 出 发 ， 完 整 的 选择 是 不 可 行 的 。 … . 

对 于 选择 公理 ， 这 种 分 岐 上 只 是 哲学 上 的 ， 而 不 是 数学 上 
的 。 因 为 到 19 世纪 来 、20 世纪 初 ， 大 部 分 数学 察 仍 然 倾向 于 
构造 主 闵 的 观点 ， 也 就 是 通过 寺 限 步 ， 可 构造 地 证 明 数 学 定 
理 ， 对 于 不 可 构造 的 证 明 总 是 觉得 不 放心 。 当 然 也 有 少数 数学 
家 希望 从 这 种 束缚 中 解脱 出 来 他 们 认为 还 辑 上 没有 了 矛盾， 即 
可 以 认为 是 存在 的 ， 这 虽然 把 数学 的 领域 一 下 子 大 大 扩展 出 
去 ， 可 是 谁 又 能 保证 这 个 扩展 有 意义 呢 ? 这 两 大 派 观 点 势 同 水 
火 ， 选 择 公理 自然 成 为 他 们 激烈 斗争 的 场所 ， 他 们 仍然 各 走 各 
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新 的 “ 悖 论 ” 更 不 利于 选择 公理 ， 因 此 ， 产 生出 前 面 所 说 的 范 
. 德 -瓦尔 登 的 困惑 。 

首先 找到 选择 公理 “ 悖 论 ” 的 是 豪 斯 道夫 (Hausdorff, 
Felix, 1868—1942), 1914 年 ， 他 为 了 解决 勒 贝 格 的 测 庶 问 
题 ， 把 勒 岁 格 的 条 件 减 弱 。 勒 贝 格 在 1902 年 提出 ， 是 否 存 在 
集 函 数 ， 也 就 是 对 于 R" 中 每 个 有 界 闭 集 4， 能 理 对 应 一 个 非 
负 实 数 m (A) ME: 

a. WR 中 单位 立方 体 "， 具 有 mm CI") =1; 

b. 全 同 集合 测度 相等 ; 

o 《可 数 可 加 性 ) 可 数 包 互 不 相交 集合 的 并 集 的 测度 等 于 
每 个 集合 测度 的 和 。 

满足 这 种 条 件 的 m (A) 称 为 4 的 测度 。 为 此 ， 他 引进 
勒 贝 格 可 测 集 满足 上 述 条 件 。 可 是 ， 他 证 明 勒 中 格 测度 的 可 数 
可 加 性 时 ， 使 用 了 选择 公理 。 同 时 ， 他 也 用 选择 公理 证 明了 勒 
贝 格 不 可 测 集 合 的 存在 。 | 

于 是 豪 斯 道夫 把 勤 贝 格 对 测度 的 可 数 可 加 性 的 要 求 减弱 为 
有 限 可 加 性 ， 即 如 A, B 为 不 相交 集合 ， 

m (AUB) =m (A) +m (B)o 
结果 ， 训 斯 道夫 证 明 ，z 思 3 时 测度 仍 不 存在 。 为 此 ， 他 用 选 
择 公理 把 一 个 球面 分 成 4 TRA AL BL C D, TRIBAL B, 
C 和 BUC 均 全 同 ， 而 也 是 可 数 集合 。 这 后 来 称 为 豪 斯 道夫 
蛋 论 。 不 过 莫 斯 道夫 并 没有 把 它 当成 是 反对 选择 公理 的 “ 悖 
$”. 1923 年 ， 巴 拿 赫 深入 研究 这 个 问题 ， 他 和 塔 斯 基 在 R 
(n23) 中 造 出 两 个 具有 非 空 内 部 的 有 界 集合 ， 都 可 以 分 解 成 
WHRER An Ar) Ap MB, Bo =, Be, E A 
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5B 全 同 。 从 而 不 同 半 色 的 两 个 球面 ， 也 可 如 此 分 解 。 后 来 
ATE Fi AFA ERMA ROR, Bay 
拒 一 个 球面 经 过 有 限 训 分 ， 可 再 拼 成 同 半径 的 两 个 球面 。 这 个 
结果 明显 与 我 们 的 经 验 及 经 典 的 数学 相 堵 盾 ， 和 追根 济源 ， 毛 病 
当然 出 在 选择 公理 上 。 从 而 比较 正统 的 数学 家 ， 自 然 对 选择 会 
理 要 大 加 蒜 扑 了。 

可 是 选择 公理 的 用 途 太 大 ， 不 能 忽视 ， 许 多 学 科 的 基本 定 
理 少不了 它 ， 如 ; 

= 64 OF PAB (Hahn, Hans, 1879—1934) 一 巴 拿 
灰 定 理 《 关 于 巴 拿 赫 空间 上 的 线性 证 函 的 可 扩张 性 )。 

拓扑 学 中 的 青 洪 诺 夫 (Tikhonov，Andrei Nikolaevich, 
1905 一 ) 定理 (关于 任意 多 紧 空 间 的 直 积 为 紧 )。 

而 且 这 两 个 基本 定理 与 选择 公理 等 价 ， 下 面 我 们 简 述 选择 
公理 及 其 等 价 形 式 以 及 它们 的 推论 。 

选择 公理 

设 M= [E] (aE€ A) 是 一 族 丙 两 不 相交 的 非 空 集合 ， 
则 必定 存在 一 个 集合 EC UE, REP ENE, (QEA) 只 
包含 ~- 个 元 素 。 另 一 种 说 法 是 ， 对 于 不 以 空 集 o 为 元 素 的 站 
的 子 集 族 M， 存 在 M 的 选择 函数 。 

MERAN, et ee 

f: M>X, 

使 得 AP f (A) EA. 

选择 公理 与 和 它 等 价 的 良 序 定 理 均 比 较 难 以 直接 应 用 。 在 
. 数学 中 比较 常用 的 形式 是 造 央 (Zorm，Max，1906 一 1993) 引 
IP, REBRE 1935 年 得 到 的 。 

造 恩 引 理 . 设 下 为 不 空 序 集 ， 如 果 EE 的 每 个 全 序 子 集 在 
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EPRLA, WE 至 少 有 一 个 极 大 元 素 。 

它 也 有 许多 等 价 形式 。 

豪 斯 道夫 极 大 原理 ”每 个 偏 序 集 M 中 均 和 包含 全 序 子 集合 
太 ， 它 按照 包含 关系 在 M 的 所 有 全 序 子 集中 是 极 大 的 。 

在 1935 年 之 前 ， 造 恩 引 理 已 在 良 序 定理 及 超 穷 归 纳 法 的 
形式 下 应 用 。 第 一 个 应 用 是 所 谓 哈 梅 尔 (Hamel，Georg， 
1877—1954) 基 ， 他 构造 一 个 基 ， 使 实数 域 RRA wit 
QQ 上 的 向 量 空间 。 其 后 ， 随 着 抽象 代数 的 发 展 ， 良 序 定 理应 用 
于 群 论 、 环 论 、 格 论 、 布 尔 代数 理论 、 线 性 代数 和 域 论 。 豪 斯 
道夫 用 良 序 公理 在 1932 年 证 明了 向 量 空 间 基 定理 。 

向 量 空间 基 定 理 ”每 个 向 量 空 间 都 具有 基 。 

tt BR (Teichmüller, Oswald, 1913—1943) 接着 于 
193647 GE AA, eR AS SS A ETE EE, HE 
(Artin, Emil, 1898—1962) I Wi 3€ AR (Schreier, Otto, 
1901—1929) 于 1927 年 引入 实 域 理论 大 都 需 用 良 序 公理 证 明 ， 
其 中 特别 是 ， 每 实 城 均 为 有 序 域 。1929 ERR (Krull, 
Wolfgáng, 1899—1970) 证 明 ， 

交换 环 的 理想 扩张 定理 ”交换 环 中 任何 真理 想 均 可 扩张 为 
极 大 素 理 想 。 

1936 年 美 便 数学 家 斯 通 (Stone, Marshall, 1903— ) 
证 明 布 尔 环 的 两 个 重要 定理 ， 这 里 布尔 环 是 指 所 有 元 素 都 是 宕 
等 的 〈 即 a = a?) 的 环 。 斯 通 证 明 : 

布尔 素 理 想 定理 “在 布尔 环 中 至 少 存在 一 个 素 理 想 。 

以 及 等 价 的 斯 通 表示 定理 : 
”斯 通 表示 定理 ”任何 布尔 环 均 同 构 集合 环 。 


这 里 集合 的 对 称 差 作为 加 法 ， 集 合 的 交 作 为 乘法 。 斯 通 还 明确 
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前 出 ， 不 能 指望 没有 选择 会 理 去 证 明 这 两 个 定理 。 

选择 公理 在 群 论 中 最 重要 的 应 用 是 ， 

自由 群 子 群 定理 ”自由 群 的 任何 子 群 也 是 自由 群 。 

由 于 选择 公理 及 其 等 价 形式 太 重 要 ， 数 学 家 大 都 倾向 于 接 
ZE., E 2F 公理 系统 中 再 加 上 选择 公理 ， 称 ZFC 公理 系统 ， 
从 中 可 以 推出 不 少数 学 定理 ， 它 要 比 ZF 系统 单独 推出 的 定理 
多 不 少 。 不 过 仍然 有 许多 命题 在 ZFC 系统 中 既 不 能 证 明 ， 也 
不 能 否 证 。 其 中 连续 统 假设 就 是 最 重要 的 一 个 。 

3. 和 希 尔 伯 特 纲领 

为 了 使 数学 莫 基 在 严格 公理 化 的 基础 土 ，1922 年 希 尔 伯 
特 提 出 希 尔 伯 特 纲领 ， 首 先 将 数学 形式 化 ， 构 成 形式 系统 ， 然 
后 通过 有 限 主义 方法 证 明 其 无 巴 盾 性 。 

1928 年 希 尔 伯 特 提出 四 个 问题 作为 实现 其 网 领 的 具体 步 
®: 

(1) 分 析 的 无 矛盾 性 。1t924 EAEE (Ackermann, Wil- 
helm, 1896—1962) 和 1927 年 冯 : 诺 供 曼 的 工作 使 希 尔 伯 特 相 
信 ， 只 要 一 些 纯 算 术 的 初等 引 理 即 可 证 明 分 析 的 无 矛盾 人 性 。 

1930 年 夏天 ， 群 德尔 开始 研究 这 个 问题 ， 他 不 理解 希 尔 
怕 特 为 什么 要 直接 证 明 分 析 的 无 牙 盾 性 。 哥 德尔 认为 应 该 把 困 
难 分 解 ， 用 有 限 主 闷 的 算术 证 明 算 术 的 无 孝 盾 性 ， 再 用 算术 的 
无 矛盾 性 证 明 分 析 的 无 天 盾 性 。 哥 德尔 由 此 出 发 去 证 明 算术 的 
无 蔬 盾 性 而 得 出 不 完全 性 定理 。 

(2) 更 高 级 数学 的 无 矛盾 性 。 特 别 是 选择 公理 的 无 矛盾 
性 。 这 个 阿 题 后 来 被 哥 德 尔 在 1938 年 以 相对 的 方式 解决 。 

(3) 算术 及 分 析 形 式 系 统 的 完全 性 。 这 个 同 题 在 1930 年 
秋 无 加 尼斯 堡 的 会 说 上 ， 哥 德尔 已 经 提出 了 一 个 否定 的 解决 。 
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这 个 问题 的 否定 成 为 数理 逻辑 发 展 的 转折 点 。 

(4) 一 阶 谓 启 逻辑 的 完全 性 。 这 个 问题 已 被 哥 德尔 在 
1930 年 完全 解决 。 

这 样 一 来 哥 徐 尔 把 希 尔 伯 特 的 方向 拍 转 ， 使 数理 逻辑 走 上 
全 新 的 发 展 道路 。 

4， 哥 德尔 的 三 项 重大 贡献 

除了 过 续 统 假设 的 无 耶 盾 性 之 外 ， 哥 医 尔 在 1929—1930 
年 证 明 下 面 两 大 定理 : 

(1) 完全 性 定理 。 疝 德尔 的 学 位 论文 ARAARA 
的 完全 性 》- 解 决 了 一 阶 谓词 演算 的 完全 性 问题 。 罗 素 与 怀特 海 
建立 了 逻辑 演算 的 公理 系统 及 推演 规则 之 后 ， 数 学 家 最 关心 的 
就 是 公理 系统 的 无 蔬 盾 性 及 完全 性 。 所 谓 完全 性 ， 就 是 每 一 个 
真 的 未 辑 数学 人 答题 都 可 以 由 这 个 公理 系统 导出 ， 也 就 起 证 明 。 
命题 演算 的 完全 性 已 由 美国 数学 家 波斯 特 (Post, Emil, 
1897 一 1954) 在 1921 年 给 出 证 明 。 而 一 阶 谓语 演算 的 完全 广 
一 直到 -1929 F h FARA HER, 

2) 不 完全 性 定理 。 这 是 数理 逻辑 最 重大 的 成 就 之 一 ， 是 
数理 逻辑 发 展 的 一 个 里 种 碑 和 转折 点 。 

， 哥 德尔 证 明 不 完全 性 定理 是 从 考虑 数学 分 析 的 无 矛盾 性 问 
是 开始 的 。1930 年 秋 在 哥 尼 斯 堡 会 议 上 ， 他 宣布 了 第 一 不 完 
全 性 定理 : 一 个 包 揪 初等 数论 的 形式 系统 ， 如 果 是 无 矛盾 的 ， 
那 就 是 不 完全 的 。 不 久之 后 他 又 宣布 : 如 果 初 等 算术 系统 是 无 
牙 盾 的 ， 则 无 考 盾 性 在 舞 术 系统 内 不 可 证 明 。， 

- 哥 德 尔 的 不 完全 性 定理 造 的 是 一 个 不 自然 的 数论 间 题 ， 数 
学 家 一 直 希 望 在 一 阶 皮 亚 诺 算术 中 找到 一 个 数学 表述 既 简 单 又 


有 趣 的 数论 问题 ， 就 像 哥 逢 巴赫 猜想 或 费 尔 马 大 定理 来 说 明 算 
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术 的 不 完全 性 。 这 一 直到 1977 A HER (Paris, J.) 等 
大 造 出 ， 这 更 加 证 明 希 尔 伯 特 纲领 是 不 可 能 实现 的 。 

5. 递归 论 与 判定 问题 

递归 论 讨论 的 是 从 形式 上 刻 划 一 个 运算 或 一 个 进程 的 能 行 
性 这 种 直观 的 观念 ， 也 就 是 从 原则 上 讲 ， 它 们 能 机 械 地 进行 而 
Poe — PE ER 

AETTM (effectif) 这 个 概念 含有 可 具体 实现 的 、 有 效 的 、 
有 实效 的 等 等 意思。 法 国 数学 家 波 莱 尔 首先 在 1898 年 他 的 函 
数论 教科 书 中 引进 了 这 个 词 。 他 把 数学 的 对 象 局 限于 能 行 的 对 
象 ， 这 种 主张 实际 上 就 是 “法 国 经 验 主义 *。 因 为 函数 论 主要 
讨论 集合 、 函 数 、 积 分 等 等 。 从 这 种 观点 产生 出 描述 集合 论 、 

拜 尔 函 数 等 概念 。 

递归 论 中 所 讨论 的 函数 是 比较 简单 的 ， 它 讨 论 有 效 可 计算 
的 函数 ， 也 就 是 递归 函数 。 弟 归 函 数 在 配 史 上 曾 从 不 同和 角度 提 
出 来 ， 后 来 证 明 它 们 都 是 等 价 的 。 

1931 Æ, 4 (Church, Alonzo, 1903—) 在 普 困 斯 顿 开 
了 一 门 运 辑 课 ， 克 林 (Kleene, Stephen Cole, 1909—1994 ) 
MP EK (Rosser, John Barkley, 1907—) 当时 作为 学 生 记 了 
笔记 。 丘 奇 在 讲课 中 引进 他 的 系统 ， 并 和 且 在 其 中 定义 自然 数 ， 
这 就 很 自然 引起 一 个 问题 ， 在 丘 奇 系统 中 如 和 何 发 展 一 个 自然 数 
理论 。 于 是 吉林 开始 进行 研究 ， 结 果 克 林 和 丘 奇 得 到 一 类 可 计 
算 的 函数 ， 他 们 称 之 为 4 可 定义 函数 。 

1934 年 春天 ， 哥 德尔 在 兽 林 斯 顿 伏 了 一 系列 讲演 GER 
MPR Sic). ERR, BRAT SH BTU 
精确 定义 的 可 计算 函数 类 ， 他 称 为 一 般 递 归 函 数 。 据 他 讲 ， 他 
E J TERA CHerbrand, Jacques, 1908-1931) 的 启发 而 得 
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到 的 。 

这 时 自然 出 现 了 一 个 问题 ， 一 般 递归 函数 类 是 否 包 括 所 有 
能 行 可 计算 的 函数 ， 它 是 否 与 克 补 与 丘 奇 研 究 的 4 可 定义 函 
数 类 重合 。 

1934 年 春 末 ， 丘 奇 和 如 德尔 讨论 一 般 递 归 函 数 问 题 。 结 
果 丘 奇 明确 提出 他 的 “论点 *， 所 有 直觉 上 可 看 成 能 行 可 计算 
的 函数 都 是 4 可 定义 沙 数 ， 于 是 丘 奇 花 了 好 几 个 月 反复 思考 。 
当时 克 林 表 示 怀 疑 ， 他 认为 这 论点 不 太 可 能 是 对 的 ， 他 想 如 果 
从 可 定义 函数 类 用 对 和 角 化 方法 可 以 得 出 另外 一 个 能 行 可 计 
算 的 函数 ， 那 么 它 就 不 是 4 可 定义 的 。 但 他 又 想到 这 事 行 不 
通 。 不 久之 后 ， 丘 奇 和 克 林 在 1936 年 分 别 发 表 论 文 ， 证 明 A 
可 定义 函数 类 正好 就 是 一 般 递归 函数 类 。 有 了 这 个 有 力 的 证 
据 ， 丘 奇 于 是 公开 发 表 他 的 “论点 "。 

也 是 在 1936 年 ， 英 国 年 轻 的 数学 家 图 灵 (Turing, Alan, 
1912—1954) 发 表 了 另外 一 篇 重要 文章 、 这 标志 着 所 谓 图 灵机 
的 产生 。 在 这 箱 文 章 中， 图 灵 也 定义 了 一 类 可 计算 函数 ， 也 就 
是 用 图 灵机 可 以 计算 的 函数 。 同 时 ， 他 也 提出 他 的 一 个 论点 : 
“能 行 可 计算 的 函数 ”与 “用 图 灵机 可 计算 的 函数 ”是 一 回 事 。 
1937 年 图 灵 证 明了 用 图 灵机 可 计算 的 函数 类 与 可 定义 函数 类 
是 一 致 的。 当然 ， 也 就 和 一 般 递 归 函 数 类 相 重 合 。 这 样 一 来 ， 
丘 奇 的 论点 与 留 灵 的 论点 就 是 一 回 事 。 当 时 许多 人 对 于 丘 奇 的 
论点 表示 怀疑 ， 由 于 图 灵 的 思想 表述 得 如 此 清楚 ， 从 而 消除 了 
许多 人 的 疑虑 ， 哥 德尔 就 是 其 中 一 位 。 从 这 时 起 大 家 对 于 丘 奇 
一 图 灵 抢 点 一 般 都 抱 支 持 的 态度 。 ，- 

与 图 灵 同 时 ， 美 国 数学 家 波斯 特 也 发 表 了 一 _ 篇 文章 ， 类 似 


于 图 灵 的 可 计算 函数 。 他 的 文章 过 于 简短 ， 一 直到 1943 年 波 
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斯 特 才 发 表 了 第 四 个 表述 ， 结 果 证 明 他 的 与 别人 的 也 都 一 样 。 
递归 的 概念 并 不 难 理解 ， 它 就 是 由 前 面 的 结果 可 以 递 推 得 
到 后 面 的 结果 。 我 们 考虑 自然 数 集 合 N 到 自然 数 集合 NN HH 
W, MAER F (a) 可 以 定义 为 
j (0) =a, 


Ff) =b (an, fF (n)), 
HHS (xz，») 是 国定 的 二 元 函数 ，a AWER, n Ran 


的 后 继 ， 对 自然 数 来 讲 ， 就 是 ”+ 1。 这 样 知道 F (0) 可 得 f 
《1)， 知 道 (1) 可 得 y (2), RERE FF (0)，F (1), F 
(2)，… 都 可 以 一 步 一 步 具 体 算出 来 。 经 过 类 似 的 代 换 及 递归 
的 函数 称 为 原始 递归 画 数 。 

可 德尔 等 人 引进 的 实际 上 是 一 般 递归 琐 数 。 一 般 递 归 函 数 
都 可 以 由 原始 递归 函数 通过 极 小 化 手续 得 出 来 。 它 的 定义 是 


p (np HR) = ey (r Cay s, n, y) =0), 
其 中 r (n, e, no y) MWEREEDORS., p 表示 极 小 算 
F, WHA n, o np r (ni eo np y) =0 BR y, 
py 表示 取 解 中 最 小 解 。 


BB ABRI NE LEAL PATER. 

一 个 正 整数 集合 称 为 递归 可 枚 举 的 ， 如 果 存 在 一 个 递归 国 
数 (z)， 它 只 有 一 个 正 整数 变 元 ， 取 值 也 是 一 个 正 整 数值 ， 
fe 1), f (2)，f (3)，… 构 成 这 个 给 定 的 集合 。 例 如 : 

a. É, 2, 32, 1 

bo 1, 2, 24, grease, 

都 是 递归 可 校 举 集 合 。 显 然 a 可 以 用 xz? 这 个 递归 函数 来 枚 举 ， 
5 要 复杂 一 些 。 
另 一 个 复杂 一 些 的 概念 称 为 递归 集合 S$， 它 的 定义 是 存在 
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— FRE FT BY EE fa) TEE n 是 否 属于 S。 

正 整数 集合 是 递归 的 当 且 仅 当 它 与 它 在 N PHRORBE 
MBA BLAS A. FE PT IC SF BI OY BE A OS a 
$. HH, FEEBRHBATRERFERAS, 

苏联 数学 家 马尔 科 去 (Markov, Andrei Andreevich, 1903— 
1979) 在 1947 年 发 表 { 算 法 论 》, 首先 明确 提出 算法 的 概念 。 但 
是 它 间 以 前 定义 的 递归 函数 及 可 计算 函数 的 计算 过 程 都 是 等 价 
的 。 这 几 个 定义 表面 上 很 不 相同 , 并 有 着 十 分 不 同 的 逻辑 出 发 
点 , 却 被 证 明 全 都 是 等 价 的 。 这 件 事 厦 来 决 非 巧合 , EAH, 所 
ARBELEAN- IAS, 而 且 这 个 报 念 是 自然 的 , 基本 的 ， 
有 用 的 。 这 就 是 “算法 "概念 的 精确 的 数学 定义 。 

算法 不 可 解 问题 ， 也 就 是 不 存在 一 个 一 歌 有 效 的 机 械 化 步 
RA BRITA. Æ 20 世纪 ， 严 格 证 明 一 系列 数学 问题 属 
于 这 类 ， 最 有 名 的 是 希 尔 伯 特 第 10 问题 ， 它 问 是 否 能 够 找到 
一 个 算法 来 判定 一 个 整 系数 不 定 方 程 (也 称 丢 香 图 方程 》 是 否 
有 整数 解 。 侈 过 多 年 的 努力 ， 这 问题 最 终 在 1970 年 否定 解决 。 
另外 ， 对 于 结构 数学 至 关 重 要 的 一 系列 问题 ， 如 群 论 中 字 的 问 
” 蜂 以 及 同 构 问 题 ， 拓 扑 学 中 的 同上 胚 问题 等 也 都 是 不 可 解 问题 。 
也 就 是 原则 上 讲 ， 温 有 一 个 机 械 化 的 办 法 去 解决 这 个 问题 。 值 
得 注意 的 是 ， 这 并 不 等 于 说 这 个 数学 问题 就 永远 不 能 解决 了 。 
它 只 是 证 明 我 们 不 可 能 找到 机 械 的 办 法 或 算法 去 一 般 地 解决 问 
题 。 但 是 还 可 以 通过 非 机 械 的 方法 去 解 闫 。 另 外 ， 如 果 降 低 一 
般 性 ， 在 机 械 化 方面 还 是 可 以 有 所 作为 的 。 例 如 ， 交 换 群 的 字 
的 问题 种 同 构 问题 都 是 算法 可 解 的 。 
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3 数学 结构 的 基本 概念 


“结构 ”这 个 词 ， 不 仅 在 数学 上 ， 而 且 在 物理 学 、 化 学 、 
天 文学 、 地 学 、 生 物 学 、 技 术科 学 乃至 社会 科学 的 众多 领域 中 
几乎 处 处 存在 。 它 反 有 映 了 一 个 事物 诸 配 件 之 间 的 关 蒜 ， 其 局 部 
与 整体 的 关系 ， 或 几 种 事物 之 间 的 相互 关系 。 数 学 结构 的 概念 
大 非 也 是 这 种 朴素 观念 的 抽象 ， 它 经 过 了 漫长 的 发 展 过 程 ， 最 
后 由 布尔 巴 基 学 派 确定 为 整个 数学 的 基础 。 


3.1 数学 结构 


一 般 集 合 论 的 发 展 给 研究 结构 提供 了 活动 的 场所 ， 只 有 和 集 
合 才 是 结构 的 支持 者 ; 没有 集合 就 无 从 谈 其 上 的 结构 。 集 合 是 
结构 的 “ 毛 ” 所 册 的 “ 皮 "。 给 定 一 个 集合 ， 如 果 没 有 赋予 它 
什么 结构 的 话 ， 它 的 每 个 元 素 都 是 互 不 相关 、 彼 此 独立 的 。 而 
元 素 之 间 如 果 并 不 “平等 *， 第 此 相关 ， 就 和 一 个 “ 裸 ” 的 集 
合 不 一 样 了 。 如 果 元 寒 之 间 有 大 小 之 分 、 远 近 之 别 、 运 算 关 系 
等 等 ， 它 就 有 了 “ 结 档 "， 结 构 数 学 就 是 研究 这 些 抽象 数学 结 
构 的 科学 。 

对 于 集合 M， 又 赋予 结构 S， 结 构 研 究 的 任务 是 慎 么 呢 ? 

对 于 两 种 赋 子 结构 的 集合 (Mi Si) 和 (M2，S2), ft 
么 时 候 可 以 把 它们 看 成 是 一 回 事 ， 也 就 是 “等 价 ”、“ 同 构 ” 
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(表示 结构 相同 )。 

对 于 某 一 类 型 的 结构 加 以 分 类 (比如 群 )， 就 要 把 同 构 的 
群 看 成 完全 一 样 不 加 区 别 ， 而 把 彼此 不 同 构 的 群 按照 “等 价 ” 
关系 加 以 分 类 ， 每 一 等 价 类 选 出 一 个 代表 。 

要 解决 这 两 个 问题 是 极为 困难 的 ， 现 在 完成 这 两 方面 研究 
的 结构 为 数 极 少 ， 如 有 限 生 成 的 交换 群 ， 复 半 单 李 代 数 等 等 。 
有 些 这 类 问题 是 属于 不 可 判定 问题 ， 例 如 有 限 表 出 群 的 同 构 问 
题 ， 只 有 再 放 寅 条 件 或 选择 其 中 一 部 分 对 象 才能 解决 。 

为 了 完成 上 述 两 大 任务 ， 我 们 往往 进行 比较 一 般 的 研究 。 

1. 研究 一 个 集合 的 子 集合 与 商 集 合 上 的 结构 。 

2. 两 个 集合 M, M: WBRA M, Xx M: 上 的 结构 。 

3.488 财 的 集合 M ， 是 和 理 可 以 把 M 上 的 结构 扩张 到 
M’ 上。 
4. 找 出 反映 结 桨 特征 的 不 变量 。 如 果 集 合 之 间 的 映射 仍 
然 保持 着 某 种 结构 ， 则 在 这 种 映射 之 下 ， 不 变量 映 到 不 变量 ， 
这 种 保持 结构 不 变 的 映射 常常 称 为 态 射 ， 是 十 分 重要 的 。 

现代 数学 中 的 许多 对 象 ， 如 群 、 环 、 域 、 格 、 拓 扑 空间 、 
流 形 等 等 远 不 能 为 以 前 的 “数量 关系 和 空间 形式 ”所 概括 ， 它 
们 作为 普遍 的 抽 竹 的 结 竹 成 为 数学 中 基本 的 研究 对 象 。 随 着 时 
间 的 过 去 ， 新 的 结构 仍 在 不 断 地 产生 ， 产 生 的 途径 大 致 可 分 两 
类 ， 一 类 是 过 去 研究 “具体 ”对 入 的 抽象 化 ， 一 类 是 从 抽象 结 
构 术 生出 来 。 上 面 我 们 列举 的 常用 的 数学 结构 都 具有 实际 的 背 
景 ， 经 过 一 定 的 步骤 产生 出 来 。 这 种 步 又 大 至 可 以 归纳 为 : 

对 象 化 -集合 化 一 结构 形式 化 〈 包 括 公 理化 )。 
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3.2 集合 与 映射 


把 考察 的 对 象 放 在 一 起 就 构成 集合 。 定 义 一 个 集合 M, 
也 就 是 规定 哪些 元 素 属 于 M， 哪 些 元 素 不 属于 它 。 如 x 属于 
M, URE z 是 MM 中 的 元 素 ， 记 作 rE€ M， 否 则 记 作 x 车 MM。 

定义 和 表示 集合 的 方法 有 两 种 : 

一 一 列举 元 素 ， 如 表 为 la, b, clo 

一 一 描述 性 质 ， 也 就 是 把 集合 中 的 元 率 所 共有 的 性 质 举 出 
来 。 例 如 1z1x€ QQ (有理数 集合 )，xz:<11， 这 表示 我 们 定 
文 的 集合 是 满足 平方 小 于 1 的 所 有 有 理 数 的 集合 。 

一 个 集合 M AFETE, UME M 的 元 素 的 一 部 分 
构成 的 和 集合。 比如 M = le，5，cl， 它 的 子 集 合 有 lal, 
ll, del, Ja, bf, fa, cl, 18, cl, la, 5，c}。 有 时 为 
了 方便 把 一 个 元 素 也 没有 的 空 集 合 o 也 算 作 子 集合 。 

集合 之 间 有 着 包 合 关 系 ( 守 )， 如 

lal © la, bl | fe, b, che 
好 和 六 这 两 个 集合 的 元 素 归 并 在 一 起 所 构成 的 集合 称 为 
M., N 的 并 集 ， 记 作 MUN. 证 个 集合 M、N 共有 的 元 素 的 
REKAM, NEZZE, WEMAN, MERTES M, N 
HARAK, H MAN=øpo 

如 果 MSN, H NEM, M M=N. 

集合 M 中 的 等 个 子 集合 书 都 有 一 个 补 集合 P，P' 由 MM 
PREP 中 的 元 案 组 成 ， 因 此 ,，PUP'’=M, PAP =ø, 

两 个 集合 可 以 相 莱 ;- 构成 积 集 合 。 如 Mi 与 M 的 积 集合 
是 

Mix M= | (x 22) [reEMI, 222M} 


注意 积 集 合 与 并 集 完全 不 一 样 。 

关于 集合 要 注意 下 面 几 点 : 

(1) 集合 的 元 素 是 确切 定义 的 ， 不 能 含糊 不 清 。 比 如 ， 不 
能 说 有 中 以 来 最 伟大 的 10 个 人 人物， 因为 这 样 讲 问 题 并 没有 确 
定 下 来 。 如 果 称 认为 其 10 个 人 人物 最 伟大 ， 并 列举 出 他 们 的 名 
字 ， 这 才 可 以 说 他 们 的 集合 是 确定 的 。 

(2) 集合 中 的 元 素 互 不 相同 。 严 格 来 讲 ， la，5，c，al 
不 能 算是 集合 ， 它 作为 集合 只 是 la, b, clo. 但 是 对 于 积 集 
& MXMXMXMXM, FR (a, b, a, c, b) 有 意义 ， 
因为 积 集合 的 元 素 是 一 个 五 元 组 ， 不 是 一 元 组 。 同 样 地 ，(a， 
a, a, a a), (b, b, b, b, b) 也 是 MxMxMxMx 
M 的 元 素 ， 这 也 反映 出 了 积 集 合 和 并 集合 的 不 同 。M= la, 
b; cl 与 N= fb, ce, di 的 并 集 MUN= fa, b, c, d), 
M MxXN= fla, b), (a, c), Ca. d), ool, FRA MU 
MUMUMUM=M2= la, b, cl. 

(3》 当 愉 给 定 一 个 集合 时 ， 划 不 考虑 结构 ， 它 的 各 个 元 素 
一 律 平 等 。 所 以 M= |a, b, c} BRH la, b, cl, BE 
is, a, cl, fe, c, bh, le, b, al, RFRARG. TÆ 
WFRMRE MXMXM, (a, b, c), (b, a, c), Ca, c, 
b) REARRAAARST. 

(4) 每 个 集合 的 所 有 子 集合 构成 该 集合 的 者 集合 。 这 个 名 
称 可 以 这 样 理解 : 如 果 一 个 集合 有 = 个 元 紊 ， 那 么 它 的 所 有 
子 集合 的 数目 共有 2* 个 ， 这 里 n 和 2” 称 为 各 集合 的 基数 。 
值得 注意 的 是 ， 一 个 集合 虽然 可 以 没有 任何 结构 ， 它 的 知 集 合 
却 是 具有 布尔 代数 结构 的 。 所 以 这 两 种 集合 不 要 混在 一 起 。 


各 集合 之 间 可 以 通过 “映射 ”彼此 发 生 关 系 。 映 射 是 函数 
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概念 的 推广 ， 通 常 的 函数 y = x? 表示 实数 集合 RR 到 实数 集合 
RR 的 一 个 对 应 ， 对 于 每 个 x 值 ， 都 有 唯一 的 y 值 与 之 相应 。 
fla, 2 RO, 1, 2, 3, 4, S, - SH, »y 就 得 0，1，4，9， 
16，25，… 等 值 ， 也 就 是 把 1 映射 到 1; 2 映射 到 4; 3 BRAD) 
9; ……， 好 像 照 相 一 衬 ，y 的 值 称 为 zx 值 的 象 。 这 样 的 函数 
关系 可 以 推广 到 任意 集合 上 ， 这 时 称 为 映射 。 例 如 正 整 数 集合 
ji, 2, 3, 4, i 可 以 映射 到 正 偶 数 集合 12, 4, 6, 8, l 
E, MAUR REM RE 1-1, -2, -3, -4 œl 
上 。 

B FERA XRAY PHREN, WX 的 任何 子 集 
A, A 的 元 素 在 下 下 的 象 构成 了 的 一 个 子 集 ， 称 为 4 EF E 
WH, IEF (A) Bek, Y 的 任何 一 个 元 素 y MREX 
中 某 些 元 率 z HEF 下 的 象 ， 则 称 x 为 y HRRRBR. WR 
Y 的 任何 子 集 B， 如 果 其 元 率 的 原 象 集合 是 A， 则 4 称 B 在 
下 下 的 原 象 ， 记 作 A=F! (B). 

设 三 是 集合 蕊 到 集合 Y PORN, WR 了 的 每 一 个 元 素 
yRECEX 中 一 个 元 素 的 象 ， 就 称 下 是 满 映射 {也 称 映 
上 )。 假 如 同一 得点 ， 原 象 唯一 ， 就 称 FR CR 
A) WRF RH, MASS, WI FENKE ‘从 
集合 来 讲 是 一 一 对 应 )。 例 如 ， 整 数 集 人 台 Z 到 整数 集合 Z 的 映 
射 F， 可 以 有 不 同 的 情况 : 如 下 = Fi， 即 把 每 个 整数 加 税 ， 则 
每 一 象 点 只 有 唯一 原 象 ， 所 以 F PR, GRAPE HRA 
是 Z 的 一 部 分 ， 所 以 不 是 满 映射 。 但 如 下 = FF;， 即 把 每 个 整 
数 映 成 它 的 负数 ， 那 么 正 数 上 映射 成 负数 ， 负 数 映射 成 正 数 ， 零 
仍 映 射 到 零 。 不 难看 出 ，F; ARRE., KEBRI, frel 
FER BS 
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3.3 Free 


序 关系 是 从 实数 集合 R 中 任何 两 个 实数 都 可 以 比较 大 小 
而 来 的 。 对 于 一 艇 集合 ， 这 种 关系 未 必 存 在 。 不 这 在 实数 集合 
中 ， 对 任意 两 个 元 素 r, 均 存 在 安 这 样 的 序 关 系 ， 或 者 cs 
y, RË y 安 zx， 而 且 志 关系 满足 公理 : 

POL ( 反 身 性 ) SERIE r&r. 

PO2 (传递 性 ) 由 r&y, yS, MAIEN r&r 

PO3 (反对 称 性 ) 由 r<y, yz, HEH r= y。 
我 们 把 满足 公理 POL, PO2, PO3 的 二 元 素 之 闻 的 关系 称 为 
偏 序 关系 。 

因此 ， 对 任何 集合 下 ， 如 果 在 其 一 部 分 元 素 之 间 可 以 定 
RFE, WHERE, MRA THE HT MES 
构 。 假 如 一 个 偏 序 集合 还 满足 公理 PD4， 即 任何 两 个 元 素 便 
有 r&y 或 者 y 窑 rz， 则 称 为 全 序 集合 。 

fll 所 有 自然 数 有 下 然 的 大 小 上 顺序 ， 显 然 满 足 会 理 
PO1，PO2，PO3， 而 且 还 满足 公理 PO4， 因 此 自然 数 集 合 
N 是 全 序 集合 。 l 

H2 自然 煞 府 合 除了 上 述 的 序 关 系 之 外 ， 还 可 以 有 别 的 
依 序 关系 ， 比 如 说 r&y 定义 为 z 可 整除 y， 在 这 种 定义 之 下 
A 成 为 偏 序 集 ， 但 显然 不 是 全 序 集 。 

例 3 任何 集合 的 所 有 子 集 构成 的 子 集 族 ， 按 照 包含 关系 
构成 偏 序 集合 ， 也 就 是 把 所 看 成 是 竺 。 因 为 两 个 子 集 可 以 互相 
不 包含 ， 所 以 这 个 储 序 关系 也 不 是 全 序 关 系 。 

对 于 偏 序 集合 或 全 序 集 合 ， 我 们 可 以 仿照 实数 集合 那样 定 
义 出 上 界 、 下 界 、 极 大 元 、 极 小 元 等 等 概念 。 设 E 是 偏 序 
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(S) BG, AWE 的 子 集 ， 对 于 每 元 素 a EE A， 满足 ax<x 
的 任何 元 素 x EE 都 称 为 A 的 上 界 。 一 个 没有 上 界 的 元 素 称 为 
E 中 的 极 大 元 束 ， 反 过 来 还 可 以 定义 下 界 与 极 小 元 素 。 
序 结 构 中 最 重要 的 是 格 《zattiee)。 格 是 一 种 偏 序 集合 ， 
其 任何 两 个 元 素 c. y 具有 一 个 最 大 下 界 (或 称 “ 交 ”， 记 作 
z 门 y) 和 一 个 最 小 上 算 RP H”, E xz Uy)。 交 和 并 的 
想法 是 从 集合 论 中 来 的 ， 国 此 它们 满足 一 些 类 似 的 规律 : 
Li FÆ. aNa=a, aUa=a. | 
L2 SRE afté=bNa, alb=4Ua, . 
L3 FER aN Ne) (ab) Ne. 
aU (6Uc) = tab) Uce 
L4 Mik af (aU) =a (ab) as 
满足 LIB L4 的 结构 称 为 格 。 假 如 一 个 格 还 满足 : 
L5 HE aN (6Uc) = (aN) U ac), 
aU Ne) = (aUb) N Uce), 
那么 就 称 之 为 分 配 格 。 
分 配 格 有 一 个 重要 的 特例 ， 就 是 著名 的 布尔 代数 。 布 尔 代 
数 还 满足 下 列 规律 : 
LE 存在 最 大 上 界 IAR ATRO, WE 
Ofa=0, OUa=a, 
IMa=a, [Ua=I, 
L7 每 个 元 素 .a HEPA’, WE 
afa =0, aUa’=1。 
布尔 代 赦 万 至 烙 的 背景 ， 都 可 以 从 集合 论 中 看 出 来 。 如 果 
“并 ”、“ 交 ”、“ 补 ” 莉 按 照 集合 论 来 解释 ， 任 何 集合 的 所 有 于 
合 《〈 加 上 空 集合 ) 就 构成 一 个 布尔 代数 。 
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布尔 代数 的 名 称 来 源 于 布尔 研究 逻辑 命题 的 演算 。 如 果 把 
命题 当 作 布尔 代数 的 元 素 ，U 和 解释 为 “与 "， 站 解释 为 “或 ”， 
a “解释 为 非 s， 那 么 命题 的 集合 就 形成 一 个 布尔 代数 。 任 何 命 
题 的 真 假 都 可 以 通过 其 原始 命题 的 真 假 及 命题 演算 来 决定 。 

另外 ， 布 尔 代 数 还 是 电路 中 开关 代数 的 一 种 抽象 化 ， 因 此 
它 也 是 具有 实际 背景 的 。 这 说 明 数 学 的 抽象 从 本 质 上 说 还 是 反 
映 客 观 世 界 的 。 


3.4 代数 结构 


代数 结构 反映 整数 集合 或 有 理 数 集合 中 数 与 数 的 运算 甘 
系 。 各 个 数 不 是 豆 不 相关 的 ， 例 如 两 个 整数 相 加 、 相 减 、 相 飞 
仍 热 是 一 个 整数 ,加 法 、: 飞 法 还 满足 一 些 算术 规则 。 我 们 把 这 
些 二 元 运算 (PTR BER + RX 可 得 一 个 元 察 ) 及 其 规则 
推广 到 任 考 集合 上 ， 就 能 够 得 到 种 种 代数 结构 。 

群 是 最 基本 的 代数 结构 ， 它 具有 一 种 二 元 运算 的 性 质 。 

群 的 定义 ”一 个 具有 二 元 运算 (MRE x) 的 集合 称 为 
#, DREWEATH 4 条 公理 : 

GI (BME) 集 人 台中 任何 两 个 元 素 e。 GR, ER 
Pax WRTS: 

G2 (GFR) 乘法 结合 律 成 立 

(axb) Xc=aX (bX); 

G3 (FEMUR) 集合 中 存在 一 个 单位 元 素 1， 它 

满足 ， 对 于 集合 中 任何 元 素 a， 有 
aXi=1Xa=a; 
G4 (PEWTER) MIRA PR TER a, MEE 


集合 中 一 个 元 素 < l, EA 
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axa =a !Xa=l, 

但 不 同 的 作者 对 于 代数 结构 的 公理 有 时 稍 有 出 人 ， 他 们 有 的 只 
限于 G2，G3，G4， 或 其 等 价 的 形式 。 实 际 上 他 们 上 默认 下 面 
儿 个 条 件 : 

1， 对 于 任何 a，5EG， 存 在 二 元 运算 ab, 

2. RR ab 是 由 a，5 唯一 确定 的 ， 即 若 a=a’，5=5"， 
Mj obrabo 

3. MEM a, bEG, abEGe 
从 推广 的 角度 看 ， 在 许多 情形 下， 它们 可 能 不 成 立 ， 或 者 减 
#8, me - 
. HFEA a, EG, 可 定义 二 元 运算 abo . 

si, 有 时 也 可 以 把 1，2 两 条 称 为 公理 G0。 不 过 通常 
都 以 上 列 4 条 为 群 的 公理 。; 

抽象 代数 学 中 最 重要 的 环 或 域 都 是 具有 二 元 运算 的 结构 ， 
WT RAR, Pm (+), PUREE (x )。 

环 的 结构 是 从 整数 的 集合 推广 而 来 的 。 整 数 集 合 有 两 种 运 
算 ， 加 法 和 雪 法 。 它 对 于 加 法 构成 群 ， 单 位 元 是 0， 对 于 乘法 
不 构成 群 ， 因 为 匀 法 的 道 元 素 一 一 分 数 不 属 于 整数 范围 ， 因 此 
不 服从 群 论 的 第 4 条 公理 。 但 是 可 以 证 明 履 法 服从 群 的 G1, 
G2 两 条 公理 。 因 此 ， 对 于 乘法 形成 一 个 半 群 。 总 揪 起 来 ， 我 
们 就 可 以 定义 “ 环 ” 了。  » 

环 的 定义 ”一 个 具有 丙种 二 元 运算 (+, xX) 的 集合 A 
称 为 环 ， 如 果 满 足下 列 公理 : 

Al 【加 法 封 团 性 ) Ba, FCA, 则 a+bEA。 

A2 【加 法 结合 律 ) fa, b cCA, M 

(a+b) tce=at {b+c)o 
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A3 《加 法 单位 元 { 零 元 ) 存在 ) A 中 存在 零 元 0， 使 得 
对 于 所 有 元 素 aE€A， 有 a+0=a。 
A4 《加 法 道 元 ( 负 元 ) FE) 对 于 每 元 素 4a， 存在 -a 
EA, fhat (-a) =0。 
AS 【加 法 交换 律 ) Fa, FCA, M 
atb=b+ao 
A6 (乘法 封闭 性 ) Ha, GCA, W 
aXbCA, bXa€A, 
A7 {分 配 律 ) Ga, b, cE A, W 
ax (bte) =axbta Xe, 
(bte) XasbXxXatcXao 
满足 公理 4A1 一 A7 的 代数 结构 ， 称 为 环 。 由 于 它 一 般 不 满足 
结合 律 ， 称 为 非 结 合 环 ， 以 别 于 另外 两 类 常见 的 环 一 一 结合 环 
与 交换 环 。 
结合 环 除了 满足 公理 41 一 A7 之 外 ， 莱 法 还 满足 公理 
Ab; . 
AS (REAA) Ha, b, cCA, W 
aX (bxe) = (axXb) Xes 
结合 环 还 可 以 满足 公理 AS: 
A9 (EAI) 存在 1€ 4A， 使 对 所 有 元 素 a€ A, 
lXa=aX1=a, 
外 称 有 人 么 元 结合 环 。 - 
如 果 有 人 么 元 结合 环 中 所 有 非 零 元 素 均 有 道 元 素 存 在 ， 即 满 
JED A10: . 
.A10 (FEM THE) 对 任何 非 0 的 eC A, WHE 


a !E€EA， 使 
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a 'XacaXa™'=1, 

如 果 环 4 的 乘法 二 元 运算 满足 A6，A8，A9，A10,， 则 A 一 
101 构成 一 个 乘法 群 ， 此 时 结合 环 4 称 为 除 环 (division 
ring) 或 斜 域 (skew 一 field )， 以 前 的 名 称 为 体 (Körper). 
许多 几何 如 仿 射 几何 和 射影 几何 就 是 从 定义 在 域 上 推广 到 除 环 
上 ， 而 且 进 一 步 推广 到 更 一 般 的 环 上 。 

当 性 中 的 乘法 满足 乘法 交换 律 时 ， 就 得 出 最 常见 的 二 元 代 
数 结构 一 一 域 。 它 是 有 理 数 域 (Q)、 实 数 域 (R) 及 复数 域 
(C) 的 代数 抽象 。 由 于 域 特殊 重要 ， 而 且 结 构 比 较 单 纯 而 完 
整 ， 即 具有 两 个 相 容 的 交换 群 结构 ， 通 常 与 环 分 别 加 以 研究 。 

域 是 我 们 熟悉 的 对 象 ， 而 且 它 的 两 种 运算 均 为 可 交换 的 。 

UAH, MRK eA A11: 

All (REZBA) Ba, FEA, Wi 

ax6=6%Xa, l 

出 称 为 交换 环 。 它 的 原型 是 所 有 正 、 负 整 教 的 集合 ， 它 的 加 法 
和 乘法 都 是 可 交换 的 ， 司 得 我 们 感到 非常 熟悉 。 只 是 一 般 环 ， 
甚至 交换 结合 环 中 也 有 许多 特殊 葛 现 象 ， 而 这 在 通常 整数 环 中 
是 见 不 到 的 。 

最 典型 的 是 存在 零 因 于 ， 对 于 通常 整数 环 ， 如 果 ad = 0， 
则 a =0 或 5=0。 但 一 般 环 中 ， 可 能 a0, b0, {E ab=0, 
这 种 a，5 KAZAT, HETEREN, M a*t, 
但 a" =0, BARS, H a0, 但 a =a*。 另 外 ， 环 中 可 
能 没有 乘法 么 元 ， 例 如 ， 所 有 偶数 构成 的 交换 环 。 还 有 许多 交 
换 环 ， 除 了 人 么 元 之 外 ， 还 有 许多 元 素 有 逆 元 ， 但 又 不 像 域 那 
样 ， 所 有 非 零 元 均 有 逆 元 ， 这 些 可 道 元 常 被 称 为 单位 (unit)， 
它们 不 止 一 个 ， 切 勿 与 么 元 混 消 。 
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对 于 一 般 结合 环 ， 除 了 上 面 所 述 的 不 同 之 处 ， 明 显 的 变化 
是 乘法 运算 不 满足 交换 律 。 此 时 ， 元 素 、 集 侣 及 运算 都 有 左右 
之 分 ， 它 们 的 模式 我 们 可 以 由 四 元 数 ， 特 别 是 箱 阵 的 长 法 看 内 
来 。 它 们 的 结构 较为 复杂 。 
值得 注意 的 是 ， 对 于 一 般 环 ， 乘 法 甚至 是 非 结 合 的 。 但 
是 ， 非 结合 环 并 不 一 定 因为 太 怪 而 不 重要 ， 也 不 一 定 研 究 起 来 
就 更 为 复杂 。 主 要 的 非 结 合 环 是 李 环 和 约 当 (Jordan，Pas- 
cuel, 1902—1980) FF, 
ZRH RHHRA [L]. CRT RE-MAABS SF, 
还 满足 如 下 两 条 公理 : 
LAL 对 任何 a€L， 
fa, a] =0。 
LA2 (Jacobi 恒等式 ) 对 任何 a, b, cEL, 
[ [a, l, c] + (£6, cl], a] + Ele, al, 6] =0。 
如 ， 三 维 欧 氏 空间 RPA, VeRO AMR, A 
向 量 外 积 为 乘法 ， 就 构成 一 个 李 环 。 
约 当 环 J 也 是 非 结 合 环 ， 但 却 是 交换 环 ， 它 满足 : 
J1 Haz, yE, zty=y'zo 
J2 对 xz, yE, Carty) r=z? (yr)o 
约 当 环 首先 于 1933 年 出 现在 物理 学 家 约 当 的 论文 中 ， 它 
不 仅 来 自 量子 力学 ， 而 且 对 数学 ， 特 别 是 代数 、 群 论 、 微 分 几 
何以 及 分 析 有 重要 应 用 。 
由 于 环 的 来 源 大 都 来 源 于 数 ， 许 多 环 具 有 域 上 的 代数 结 
构 ， 往 往 代 数 成 为 环 的 结构 最 早 研究 的 对 象 。 
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3.5 拓扑 结构 


第 三 大 类 型 的 结构 是 拓扑 结构 ， 它 为 我 们 提供 了 一 种 对 空 
闻 的 邻 域 、 极 限 及 连续 性 等 直观 概念 的 抽象 的 数学 表述 。 拓 扑 
反映 出 一 个 集合 各 个 元 素 之 间 的 亲政 远近 的 关系 。 单 单 定义 一 
个 集 侣 ， 它 的 各 个 元 素 可 以 说 一 律 平等 ， 徙 此 互 不 相关 。 而 拓 
THAR RICKS ARE. 

最 直观 的 拓扑 结构 是 欧 几 里 得 空间 E 中 的 距离 ， 各 个 点 
相对 于 一 点 来 说 ， 并 不 是 平等 的 ， 它 们 有 远 有 近 ， 也 就 是 任何 
两 点 +，y 之 间 有 一 个 上 距离 国 数 & (2, y), ERR PHISH 
公理 ; 

Dl 对 于 EE 中 任何 两 点 x，y，d (z, y) 是 大 于 或 等 
于 0 的 实数 。 

D2 d (x, y) =O4HRMYHx=y. 

D3 HF E 中 任意 两 点 x，y， 

d (x, y)=d (y, x). 
D4 (三 角形 不 等 式 ) 对 于 EE 中 任意 三 点 x，y，z， 
d (xz, z)Sd (x, y) +d Cy, 2)。 
这 样 ， 我 们 就 可 以 把 满足 这 些 公理 的 距离 汲 数 推广 到 任意 集合 
Eb, BME 中 可 定义 这 梯 一 个 距离 画 数 ， 并 且 潢 足 公理 D1 
一 D4， 我 们 就 说 EF 是 一 个 度量 空间 。 
若 两 个 集合 E，E’ 分 别 是 以 4，d “为 距离 函数 的 度量 空 
E, (REDE EMH, Mf 
d’ (Ff (x) f (yd =d (z, y) 
则 产 称 为 等 度量 上 映射。 等 度量 映射 不 仅 是 集合 到 集合 的 一 一 
对 应 ， 而 且 保 持 距 离 关 系 ， 也 就 是 把 距离 近 的 点 仍然 映射 到 近 
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的 点 ， 距 离 远 的 点 仍然 映射 到 远 的 点 ， 即 能 够 保持 距离 这 种 结 
构 的 一 种 等 价 关系 。 对 于 距离 空间 ， 两 空间 如 果 存 在 一 个 等 度 
量 映 射 ， 就 说 它们 度量 等 价 或 等 距 。 也 就 是 说 ， 从 度量 空间 来 
看 是 一 回 事 ， 我 们 就 不 加 区 别 了 。 

根据 实数 直线 上 “ 邻 域 ”的 性 质 ， 我 们 发 现 “ 邻 域 ”都 是 
一 些 满 足下 列 公 理 的 “ 开 集 ”( 开 区 闻 的 集合 )， 

O1 任何 数目 的 开 集 的 并 集 仍 是 开 集 。 

O2 有 限 银 个 开 集 的 交集 仍 是 开 集 。 

这 样 一 来 ， 我 们 只 需 规定 哪 些 子 集 是 开 集 就 行 了 。 当 然 ， 这 些 
开 集 要 满足 上 述 的 公理 O1，O2， 此 外 还 满足 下 面 两 个 平凡 
的 公理 : l 

03 整个 集合 是 开 集 。 

04 SRE. 

对 于 一 个 集合 ， 我 们 规定 了 一 套 开 集 ， 它 们 满 是 上 述 的 公 
理 DIE 一 O4， 我 们 就 说 集合 上 定义 了 一 个 拓扑 ， 具 有 拓扑 的 
集合 称 为 拓扑 空间 。 也 就 是 该 集合 有 共有 拓扑 结构 。 

如 果 和 集合 之 闻 的 一 一 映射 保持 拓扑 结构 不 变 ， 就 称 为 拓扑 
Sir, thou. wR f 是 拓扑 空间 E 到 拓扑 空间 E’ 中 的 
一 个 上 映射， 如果 EE 中 每 个 开 集 的 原 象 也 都 是 E 中 的 开 集 ， 则 
FRAR. PU, PRR RR, MA SRS Be 
映射 了 ! 均 为 连续 的 。 


3.6 复合 结构 


两 种 或 多 种 结构 可 以 复合 而 成 更 复杂 的 结构 。 每 种 结构 都 
保持 其 独立 性 ， 但 是 它们 之 间 通 过 上 映 射 、 运 算 等 关系 联结 在 一 


起 。 复 合 结构 最 简单 的 例子 是 向 量 空 间 ， 它 是 以 通常 的 三 维 欧 
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几 里 得 空间 为 模型 进行 抽象 推广 的 结果 。 

向 量 空 间 是 由 域 和 交换 群 复合 的 结果 ， 所 谓 域 上 的 向 
量 空间 V， 是 指 满足 下 列 公理 的 集合 VY， 对 于 所 有 a, FEF, 
v, wEV, WHeM ave V, HWE: 

VS1 V BH ( 群 运算 为 + )。 

VS2 (ah) v=a (av). 

V53 (atb) v=avt bvo 

VS4 a (vt+w) =avtaw. 

VSS lv=v, RHI FAHREN. 

V 中 的 元 素 可 以 称 为 向 量 或 矢量 ， 下 的 元 素 称 为 数量 或 纯 量 、 
标量 。av 表示 数量 和 向 量 的 数量 乘法 。 这 种 运算 不 是 在 同一 
个 代数 结构 中 进行 ， 这 是 与 其 它 代 数 结 构 或 多 重 结构 的 不 同 之 
处 。 

有 的 纯 代 数 结构 也 可 以 看 成 是 复合 结构 。 例 如 复数 域 C 
可 以 看 成 是 实数 域 尺 上 的 向 量 空间 。 这 时 数量 乘法 就 是 通常 
复数 的 乘法 ， 只 不 过 数量 是 实数 就 是 了 。 例 如 aE R, b+ci 
EC, a (+c) =abtacic 而 向 量 空间 C 的 加 法 仍然 是 原 
来 复数 的 加 法 。 

对 于 向 量 空 间 不 难 定义 向 量子 空间 。 向 量 空 间 V 的 一 个 
FEES [ve v2, vet 可 以 生成 一 个 向 量子 空间 。 方 法 
是 做 出 vp va e, v, 的 线性 组 合 ， 即 所 有 元 素 

avy t agua t+ anv, 
构成 的 集合 ， 这 里 ap an “h” dnE Fo 

A an + aqu,+ + + apua 二 0, HARA al = ez=… 
= a 二 0， 我 们 就 说 向 量 v1/，v2，…，、，w RETA. AMS 
间 中 三 个 互相 地 直 的 向 量 就 线性 无 美 。 如 果 vy, v2, s va 
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是 Y 中 一 组 线性 无 关 的 向 量 ， 而 且 它 们 生成 的 线性 子 空间 正 
好 是 整个 向 量 空间 V, BÉ lu, vo u vy | 梅 成 Y 的 一 
组 基 。Y 的 任何 丙 组 基 的 元 素 个 数 都 相间 ， 这 数目 称 为 向 量 
空间 的 维 数 。 

向 量 空间 V 到 自身 的 变换 a VV， 邵 果 对 于 所 有 a, 
bEF, v, wE V, MÆ a(avt bw) =aalv) + ba(w), 就 称 为 
一 个 线性 变换 。 如 果 线 性 变换 是 一 一 满 有 映射， 就 称 为 非 异 的 。 
非 异 线性 变换 是 向 量 空间 的 一 个 自 同 构 。V 的 所 有 非 异 线性 
变换 的 全 体 构成 一 个 群 ， 称 为 一 般 线性 变换 群 。 

作为 向 量 空间 的 推广 ， 在 现代 同调 代数 中 最 常用 的 复合 结 
构 是 模 (modaie)。 模 是 环 和 交换 群 的 复合 结构 。 设 R 为 环 ， 
MH (AD RR, 如果 对 于 所 有 z, YOM, a, DER, W 
Æ: 

MI M 具有 交换 群 的 结构 ( 群 运算 为 + )。 

M2 FFERX MM 上 的 映射 ， 使 得 

(1) a (r+y) =artay; 

(2) (a+6) x=axt bx; 

(3) a (bx) = (ab) xo 
RE CE)” FERREE M HEREA. METUNE 
4 RR. 

如 果 环 R 具有 单位 元 1， 且 对 于 M PAARE: 有 la- 
a, WE M 为 有 单位 元 的 模 ， 它 是 模 中 最 常见 的 一 种 。 


3.7 .多 重 结构 


一 个 集合 同 时 具有 两 种 或 两 种 以 上 的 结构 ， 这 些 结 BH IB} 


有 一 定 关系 并 且 彼 此 相 容 ， 就 称 为 一 种 多 重 结构 。 多 重 结构 很 
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多 ， 如 偏 序 群 、 全 序 群 、 群 环 、 拓 扑 群 、 拓 扑 环 、 拓 扑 域 、 偏 
序 拓扑 空间 、 拓 扑 向 量 空间 等 等 。 

例如 ， 群 G 有 加 法 运算 (+) 满足 群 的 4 条 公理 ， 它 同 
时 还 满足 全 序 关 系 〈 扫 )， 满 足 全 序 集 人 台 的 4 条 公理 ， 那 么 全 
序 群 当然 就 要 满足 上 述 8 条 公理 。 如 果 只 是 满足 这 8 条 公理 ， 
而 群 的 结构 和 全 序 结构 不 发 生 关系 ， 那 么 就 不 会 出 现 什么 有 意 
思 的 结果 。 因 此 ， 还 必须 有 丙种 结构 之 间 的 关系 。 一 个 自然 的 
关系 是 在 加 法 之 下 保持 序 关 系 不 变 ， 即 对 于 a, b, c, d€ 
G, @: 

公理 Mass, c&d, MatcRbtd. 
RGPHSFRERAISAARRMOR. CNBR: 

阿 基 米 德 公理 ”对 任何 两 元 素 a。，&48， 总 存在 一 个 整数 n, 
ff bina. 

反 过 来 。 我 们 能 够 证 明 : 

定理 ”任何 阿 基 米 德 全 序 群 都 同 构 于 实数 如 法 群 的 一 个 子 
群 ， 因 此 是 交换 群 。 

这 样 一 来 ， 阿 基 米 德 全 序 群 的 结构 就 客 全 清楚 了 。 注 意 ， 
这 里 对 多 重 结构 的 同 构 有 很 多 要 求 ， 既 要 作为 群 同 构 ， 又 要 作 
为 全 序 集合 同 构 ， 而 且 同 构 不 能 够 破坏 联系 它们 的 公理 。 

同样 ， 拓 扑 向 量 空 间 WV， 一 方面 具有 向 量 空间 的 结构 ， 
满足 5 条 公理 ， 另 一 方面 也 满足 拓扑 空间 的 4 条 公理 ， 而 且 还 
要 满足 拓扑 结构 与 身 基 空间 结构 相关 联 的 公理 ， 即 : 

公理 V 中 的 代数 运算 (+) 是 连续 的 。 
也 就 是 说 x + y 是 一 对 变 元 z，y 的 连续 函数 ，aAz 是 一 对 变 元 
A, z 的 连续 函数 。 l 
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3.8 混合 结构 


在 数学 结构 理论 发 展 之 前 ， 数 学 所 研究 的 种 种 对 象 ， 其 本 
身 已 经 具有 丰 当 的 结构 ， 有 时 很 难 将 它们 简单 归结 为 三 大 类 型 
的 结构 及 其 复合 结构 和 多 重 结构 。 有 许多 结构 的 相互 关系 非常 
复杂 ， 进 行 细微 的 分 析 往 往 很 繁琐 ， 有 时 也 没有 必要 ， 它 们 可 
以 通通 归结 为 混合 结构 。 

混合 结构 最 重要 的 例子 是 微分 流 形 。 微 分 流 形 是 现代 数学 
中 最 主要 的 概念 之 一 ， 它 可 以 看 成 是 光滑 曲线 和 曲面 概念 的 推 
o BRE 1854 年 已 经 引进 过 这 个 概念 ， 后 来 ， 又 由 于 "外 尔 
给 出 了 一 全 内 在 的 定义 ， 他 把 流 形 看 成 局 部 由 欧 几 里 得 空间 互 
相连 接 而 成 。 比 如 球面 和 环 面 都 可 以 着 作 是 由 补 钉 相互 重合 在 
一 起 而 构成 的 ， 但 是 由 于 后 此 的 交 重 方式 不 同 ， 有 的 成 为 球 
面 ， 有 的 成 为 环 面 ,. 有 的 成 为 更 复杂 的 曲面 。 所 以 定义 流 形 也 
就 是 规定 ，(1) 局 部 是 几 维 欧 几 里 得 空间 : (2) 它们 是 如 何 连 
接 的 ， 也 就 是 在 相互 重任 处 ， 它 们 的 坐标 是 如 何 变换 的 。 如 果 
这 种 变换 是 可 微 的 ， 就 称 为 微分 流 形 ; .如 果 是 解析 的 ， 就 称 为 
解析 流 形 。 

在 微分 流 形 和 解析 流 形 上 还 可 以 到 床 架 屋 地 制造 出 更 复杂 
的 混合 结构 ， 其 中 包括 现在 应 用 特别 广泛 的 “纤维 从 ”"、“ 绯 
索 ” 等 等 。 

微分 流 形 上 每 一 点 上 还 附 有 一 个 流 形 ， 就 成 为 纤维 从 。 最 
简单 的 是 向 量 从 ， 即 每 一 点 光一 个 向 量 空间 ， 好 像 一 个 球面 上 
每 点 有 个 切 平面 ， 这 些 切 平面 放 在 一 起 成 为 内 。 从 整体 上 来 
讲 ， 它 义 有 一 个 G 结构 。 最 常用 的 是 效 曼 结构 及 概 复 结构 。 


除 此 之 外 ， 还 可 以 有 所 谓 “ 联 络 ”， 联 络 是 比较 两 个 邻近 点 上 
95 


fe] A SAY 22, AN ot Ll a SOT FEM RR 
如 果 微 分 流 形 上 每 一 点 上 附 有 一 个 环 ， 就 成 为 “ 层 ”， 这 
个 概念 在 复 解 析 几 何 学 与 代数 几何 学 中 是 经 常用 到 的 。 
微分 流 形 是 个 比较 理想 的 结构 。 除 此 之 外 ， 拓 扑 学 还 研究 
复 形 ， 它 是 由 带 楼 带 角 的 多 角 蛋 措 配 而 成 的 。 复 形 是 组 合 拓扑 
学 的 研究 对 象 。 


3.9 衍生 结构 


数学 上 抽象 结 梅 的 产生 大 致 有 两 条 途径 :一 条 是 从 数学 对 
象 中 自然 抽取 出 来 的 ， 如 和 群 和 度量 空间 等 ， 它 们 大 都 是 通过 公 
理 来 定义 的 。 由 于 它们 具有 实在 的 数学 背景 ， 它 们 有 丰富 的 内 
容 和 广泛 的 应 用 。 男 一 条 是 从 已 知 的 结构 中 ， 通 过 公理 的 如 减 
抽象 得 出 来 的 ， 它 们 往往 设 有 什么 具体 的 青 景 ， 而 有 是 人 为 地 加 
以 推广 或 加 以 限制 ， 它 们 完全 可 以 通过 纯粹 符号 处 理 来 研究 ， 
成 为 和 名副其实 的 抽象 结构 ， 形 成 一 般 信 数学 和 一 般 拓 扑 学 的 分 
支 。 幸 运 和 的话， 有 了 时 也 会 有 用 ， 也 就 是 有 助 于 比较 具体 的 数学 
领域 获得 某 些 成 果 。 在 数学 对 和 象 不 断 推广 的 情况 下 ， 往 往 也 可 
能 找到 某 种 实际 的 背景 而 且 得 到 有 效 的 应 用 。 由 于 它们 是 结构 
数学 的 组 成 部 分 ， 我 们 稍 加 解释 一 王 。 以 群 为 例 ， 现 在 公认 群 
是 元 素 间 存在 二 元 运算 《例如 有 乘法) 的 集合 ， 它 满足 下 列 4 条 
公理 (G1~G4); 

G1 (HAH AA PEATTRORE ET ARE. 

G2 (结合 律 ) REE AH. Bf 

fa+b) > * (bre)o >. i 

G3 (ATAD MEHL I I. MRAP ERTR o 
满足 
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I-a=atl=a. 

G4《〈 道 元 律 ) MRA PECK xs， 存 在 唯一 元 素 a, 
Ei a taata l= T 

对 于 群 ， 我 们 可 以 加 入 新 的 公理 G5; 

G5 (SRE) 对 于 集合 中 任何 两 个 元 素 a, b, WE 

ab = bao 
满足 G1 到 GS 的 结构 称 为 交换 群 或 阿 贝 尔 群 。 

对 于 一 般 的 群 ， 还 有 一 些 其 它 的 定义 方式 ， 即 两 公理 系统 
Gi, G2, G3, G45 G1, G2, G3-4 ġir. Bim, Re 
G3 和 G4， 有 等 价 的 公理 ， 

G3--4《【( 左 商 律 和 右 商 律 ) 对 于 集合 中 任何 两 个 元 素 a, 
5， 存 在 集合 中 元 素 x，y， 使 下 面 等 式 满足 

ar= b, 
- a=b, 
另外 还 有 一 些 其 它 定 义 的 方式 ， 例 如 ， 
G6”《 左 消去 律 和 右 消去 律 ) 对 于 集合 中 任何 三 个 元 素 
a, b, c, É ab=ac 可 推出 
b= Cs 
或 由 ba = ca 可 推出 
b=co 
现在 我 们 通过 这 些 公理 满足 与 否 来 自由 组 合 可 以 得 出 许多 新 的 
街 生 结构 。 先 看 由 交换 群 的 用 条 公理 得 出 的 各 种 可 能 性 : 

1. 二 元 运算 封闭 。 

2. 二 元 运算 不 封闭 。 

3. 结合 律 部 分 满足 左 消 去 律 或 右 消去 律 。 

4. 结合 律 全 部 满足 。 


， 有 左 么 元 或 右 么 元 。 
有 双边 人 么 元 。 
AA ICKAM IC. 
. AGW. 
. ERE. 
它们 共有 2°=512 种 排列 组 合 ， 但 其 中 许多 情形 有 互 不 相 容 的 
情形 ， 如 工 与 2， 也 有 客 余 的 情形 ， 如 3 与 4， 只 余下 30 种 左 
右 情 形 ， 我 们 列举 其 中 一 些 。 

下 面 的 集合 ， 都 是 指 存在 二 元 运算 的 集合 5。 

1. JER (groupoid), S RRE GL 

2. 半 群 (semi - group), S 满足 G1 和 G2, 

3. 交换 半 群 ，S 满足 GI，G2 和 G5。 

4. HATCH (monoid), 5 满足 Gl，G2，G3。 

半 群 在 所 有 衍生 结构 中 是 比较 自然 的 对 象 ， 例 如 正 整 数 集 
合 按照 加 法 构成 半 群 ， 当 热 也 是 交换 半 群 ， 它 没有 人 么 元 《和 零 元 
素 )， 也 没有 道 元 〈 负 元 素 )， 当 然 这 种 过 于 一 般 的 结构 难于 研 
究 , BER 20 世纪 20 FRA HK RS RH ft BA 
(Sushkevich Anton Kazimirovich, 1889—) 首先 研究 有 限 半 群 ， 
其 后 克利 福 德 (Clifford，Alfred H. 1908—1992) 研究 由 群 的 
并 组 成 的 半 群 ， 他 们 的 研究 构成 代数 半 群 理论 。20 世纪 30 年 
代 美 国 数学 家 希 尔 (Hile, Einar, 1894—1980) 以 及 稍 后 日 
本 数学 家 吉田 耕作 (Yosida, Kosaku, 1909—1990) WFA 
拓扑 半 群 ， 在 泛 函 分 析 中 发 挥 重 要 作用 。 由 于 半 群 的 元 素 组 合 
比 群 更 像 语言 ， 因 此 ， 半 群 的 字 的 问题 ， 比 群 论 更 为 基本 ， 它 
对 自动 机 理论 有 着 重要 者 尽 。 正 因为 如 此 ， 从 20 世纪 50 年 代 
起 半 群 理论 已 成 为 独立 的 数学 分 支 。 
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群 还 有 另外 的 推广 方式 ， 

5. i (quasi - group), S 满足 G1 和 G3 一 4。 

6. Æ (Cop), WAAAH, SWE GIM G3, GA, 
显然 结合 圈 是 群 。 

换言之 ， 拟 群 和 圈 与 群 的 主要 差别 在 于 结合 律 不 一 定 成 
立 ， 或 者 满足 较 弱 的 结合 条 件 。 拟 群 在 射影 平 而 理论 、 非 结合 
除 环 以 及 一 系列 组 合 问 题 中 出 现 。 它 首先 由 德国 女 数 学 家 穆 芳 
(Moufang, Ruth, 1905—1977) 在 1935 年 引入 ， 她 当时 研究 
非 德 萨 格 平面 ， 并 且 引 进 后 来 以 她 的 姓 命名 的 穆 芳 圈 ， 有 时 也 
简称 穆 芳 。 穆 芳 图 是 满 足下 列 弱 结合 公理 的 圈 ， 即 满足 王 列 任 
何 一 个 恒等式 


z' (ytaz) = Cayez) z, 


(sr 3) =z (ryr), 
zy z= x ty IT) 
穆 芳 证 明 穆 芳 轿 尾 何 满足 结合 关系 的 元 素 
abtc™=abe 
都 生成 一 个 结合 子 圈 郑 群 ， 由 此 推出 圈 中 任何 两 元 素 都 生成 
群 。 由 此 可 见 ， 称 芳 圈 是 最 接近 群 的 结构 。 
公理 的 增 减 只 是 产生 入 生 结 构 最 简单 、 最 形式 的 方法 。 其 
它 还 有 通过 泛 代 数 和 通过 范畴 理论 的 较为 复杂 的 方法 。 这 种 定 “ 
义 的 结构 如 广 群 (groupoid) FIRE (pseudo ~ group) 等 等 。 
REESE hOB RS RAH (Brandt, Heinrich, 1886— 
1954) 在 1926 年 定义 的 。 现 在 广 群 的 用 法 和 定义 很 和 多， 最 常 
见 的 是 在 范畴 理论 中 。 这 里 我 们 用 一 个 等 价 的 定义 : 
集合 G 上 有 一 个 一 元 运算 


geg“! 


和 部 分 定义 的 二 元 运算 
(tg, kh) > gh 
BET MAE: 

(1) gg ‘Fl g !g 总 有 定义 。 

(2) gh RELHA g lg=hh !o 

(3) Egh 及 hk FAM. M (gh) & Me (hk) WAE 
MH AS. 

(4) Æ g` gh, hg eg, gg th, hgg 任何 一 个 有 定 
X, WSF ko 

广 群 在 范畴 论 中 很 重要 ， 在 代数 、 拓 扑 、 微 分 几何 等 领域 
有 着 重要 作用 。 

擅 群 比较 复杂 ， 是 一 个 疗 形 上 微分 同 脏 的 变换 的 集合 ， 在 
合成 和 取道 变换 上 是 封闭 的 。 这 也 许 是 它 带 有 “ 群 ” 的 味道 ， 
但 是 与 较 简 单 的 群 则 没有 什么 共同 之 处 。 

类 似 于 李 群 ， 还 可 以 定义 形式 群 ， 它 在 拓扑 学 (例如 配 边 
理论 和 同 伦 论 ) 以 及 代数 数论 中 均 有 用。 

这 些 不 太 简 单 的 推广 反而 比 过 于 简单 的 抽象 更 有 用 处 。 这 
反映 出 来 ， 数 学 中 自然 形成 的 对 象 总 是 有 较为 复杂 多 样 的 结 
构 。 i 

环 4 是 一 种 复杂 的 结构 ， 其 上 赋予 两 种 运算 ， 加 法 (+) 
ARE (x), ERAZEM.: 

1， 对 于 加 法 ，4& 构成 交换 群 ， 即 对 于 所 有 元 素 ， 存 在 二 
元 运算 ， 有 了 唯一 的 和 ， 加 法 满足 结合 律 ， 满 足 交换 律 ， 对 于 加 
EA SILO), 每 元 束 a AAA -alh 满足 as+({(-a)=0。 

2. HFRS, A 构成 亚 群 。 

3， 联 系 加 法 和 乘法 的 分 配 律 
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( 右 分 配 律 ) a (bte) = ab+t ac, 

(ASME) (bte) a= ba 二 ra。 
由 于 环 的 公理 较 多 ， 其 衍生 结构 也 相当 多 ， 其 中 主要 的 是 把 加 
法 交换 群 改 为 群 乃 至 更 一 般 的 二 元 结构 ， 这 样 得 出 ; 

1， 近 环 (near ring )， 如 果 对 加 法 不 一 定 交 摸 ， 加 法 群 
是 一 般 群 ， 则 得 到 近 环 ， 它 要 求 右 分 配 律 成 裕 。 它 对 置换 群 、 
射影 几何 等 有 着 重要 作用 。 

2. 半 环 ， 如 果 对 如 法 是 结合 半 群 ， 飞 法 也 蚌 结 合 半 群 ， 
则 称 半 环 。 

3. 新 环 (neoring), 如 果 对 加 法 是 图 ， BREE 合 半 群 ， 
则 称 新 环 。 

由 于 域 上 有 许 儿 结构 ; 域 的 推广 也 不 少 ， 域 对 加 法 和 系 法 
都 构成 交换 群 ， 它 的 推广 也 可 看 成 环 的 推广 。 第 一 个 明显 的 推 
广 是 蒋 法 群 不 一 定 可 交换 ， 即 除 环 ， 其 次 是 拟 域 (guasi- 
field). . 

PURER AR OER “+” 5 “x” (WEA) 的 集 

合 g， 满 足下 列 条 件 : 

ql qa 对 加 法 是 群 , :具有 和 零 元 0。 

42 qa- 01 对 弱 法 是 具有 必 元 1 HH 

q3 对 任 一 a€g, a:0=0'a=0。 

q4 XHEPI a, b, cEg， 

(ath) :c= (are) + (bre). 
45 (平面 性 条 件 ) WHil a, b, cEg, ab, FEM 
—x€q, ÈR 
~(xea)t+(xb)=co 
一 般 拟 域 只 满足 gl 一 g4 即 可 ， 首 先 拟 城 由 维 布 仓 和 魏 德 本 在 
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1907 FRR, RERA AEC- REER, 1975 年 皮 科 特 
(Pickert) 称 为 拟 域 。 

半 域 是 拟 域 的 特殊 情形 ， 它 满足 左 分 配 律 

alétec)=abt aco 

近 域 (near field ) 也 称 概 体 (Fastkorper)， 蚌 一 种 拟 域 N， 
其 乘法 满足 结合 律 ， 也 就 是 (N-101,-) 也 构成 一 个 群 。 从 
某 种 意义 上 来 讲 ， 它 也 是 域 和 除 环 的 一 种 推广 。 若 对 集合 S， 
其 上 有 如 法 + ， 对 集合 S ~ 101 其 上 有 莱 法 .， 则 对 域 来 说 ， 加 
法 及 乘法 都 构成 交换 群 即 阿 贝尔 群 。 对 斜 域 〈 除 环 ) HE, W 
法 构成 交换 群 ， 而 对 二 法 不 一 定 构成 交换 群 。 对 于 近 域 来 说 ， 
对 加 法 和 乘法 都 是 一 般 的 群 。 这 三 种 情形 都 在 20 世纪 初 受到 
注意 。1905 年 狄 克 过 最 早 在 研究 射影 平面 时 引进 近 域 ， 他 发 
现 了 正则 近 域 以 及 7 个 有 限 非 正则 近 域 。1935 FER W N 
(Zassenhaus, Hans, 1912—1991) 证 明 有 限 近 域 的 分 类 定理 ， 
每 一 有 限 近 域 或 者 是 正则 近 域 N (gc，d)， 或 者 是 非 正 则 近 域 
N (pp)。 实 际 上 有 限 域 是 正则 的 当 且 仅 当 其 猴 法 群 是 亚 怎 环 
群 (一 个 群 G 称 为 亚 循环 群 ， 也 存在 循环 群 N, 使 G/N 也 
是 循环 群 )。1987 FARE BT RK (Grundhofer, Theo) 刻画 
无 穷 的 正则 近 域 ， 无穷 近 域 是 正则 近 域 ， 当 且 仅 当 其 乘法 群 是 
可 解 群 。 
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4 20 Heke 


UVHATHAR, MH EMKCRARS—-H, MRK 
生 巨 大 的 变化 ， 但 是 由 于 数学 具有 与 自然 科学 不 同 的 对 象 和 特 
点 ， 它 的 变化 让 有 其 不 同 寻常 之 处 

1. 数学 的 研究 对 象 远 远 超出 经 典 数学 的 范围 ， 而 且 对 于 
基础 也 同时 进行 深入 探究 ， 出 现 几乎 是 无 限 扩大 的 前 沿 ， 正 如 
其 它 学 科 一 样 ， 日 益 显 示 出 越 来 越 复杂 的 多 样 性 。 

2. 结构 数学 像 一 条 红线 ， 贯 穿 在 20 世纪 数学 发 展 的 过 程 
中 ， 形 成 现代 数学 统一 性 特征 的 核心 。 

3. 抽象 化 、 概 念 化 的 数学 非但 没有 各 自 为 政 ， 互 不 相关 ， 
反而 使 得 大 量 意 想不到 的 关系 不 断 涌现 ， 给 各 种 问题 的 解决 提 
供 新 的 有 力 工 具 ， 特 别 是 为 解决 经 典 问题 打开 了 大 门 。 

4， 高 庶 的 抽象 纯粹 数学 非但 没有 脱离 实际 ， 而 且 有 着 不 
可 思议 的 应 用 。 

虽说 20 世纪 数学 的 主流 是 结构 数学 ， 但 是 它 并 不 能 覆盖 
所 有 数学 ， 特 别 是 涉及 硬 分 析 技 术 和 计算 方面 的 学 科 。 大 体 说 
来 ， 结 构 数 学 与 经 典 数 学 的 关系 和 它 的 影响 可 分 成 四 类 : 

1， 结 构 数 学 思想 、 方 法 和 成 果 起 着 决定 性 的 作用 。 结 构 
数学 对 代数 数论 、 代 数 几 何 学 、 李 群 、 微 分 几何 学 、 多 复 变 函 


数论 、 抽 象 调和 分 析 等 学 科 的 发 展 有 着 决定 性 影响 。 
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2. 结构 数学 的 理论 和 方法 对 学 科 发 展 有 一 定 的 指导 作用 ， 
如 偏 微分 方程 理论 、 大 范围 分 析 、 动 力 系统 理论 、 位 势 理论 、 
二 次 型 及 高 次 型 论 、 不 变 式 论 、 竺 四 图 方程 等 。 

3. 经 典 数学 独立 发 展 ， 基 本 上 与 结构 数学 无 关 ， 如 解析 
Jie., SEMELS ERSE., MEJLA, HiL RR 
E. AEDI. EE, PERAR, ATi. MHL. KR 
学 物理 方程 求解 、 经 典 调和 分 析 、 经 典 几 何 、 非 线性 分 析 等 。 

4. 结构 数学 中 具体 的 算法 问题 ， 往 往 与 结构 数学 的 发 展 
相对 独立 ， 例 如 计算 数论 ， 但 其 结果 往往 对 结构 数学 的 发 展 有 
所 局 发 。 


4.1 结构 的 产生 与 结构 数学 的 兴起 


20 世纪 数学 的 主流 就 是 在 集合 论 的 基础 上 ， 由 传统 的 数 
学 对 象 与 数学 方法 中 产生 一 批 抽 锭 的 结构 ， 这 些 结构 大 都 可 以 
通过 公理 方法 来 定义 ， 形 成 自己 的 问题 和 理论 体系 ， 并 且 衍 生 
出 一 套 相 关 的 结构 及 理论 。 这 些 结构 由 于 比较 抽象 ， 对 于 局 外 
人 来 讲 ， 往 往 不 知 所 云 。 由 于 这 些 名 词 ， 如 群 、 拓 扑 、 流 形 之 
类 的 概念 反复 在 数学 乃至 数学 以 外 的 文献 中 出 现 ， 我 们 有 必要 
型 清 其 来 龙 去 脉 。 显 然 。 这 是 一 个 庞大 的 工程 ， 这 里 不 得 不 以 
最 精 条 的 方式 表示 出 来 ， 以 使 得 读者 有 一 个 概括 的 认识 ， 有 些 
将 在 本 书 其 它 部 分 进行 更 详细 的 论述 。 
1. 群 oo, 
二 元 二 次 型 一 ~ 型 的 合成 ~ 一 交换 群 
代数 方程 一 >= 根 的 置换 一 > 置换 群 
图 形 的 全 同一 一 全 同 运 动 一 > 运动 群 
射影 性 质 一 = 射影 变换 一 一 变换 群 


， 环 


整数 一 一 因子 分 解 代数 整数 环 一 ~ 交换 环 


多 项 式 sman] 

二 元 型 不 变 式 环 

复数 一 = 四 元 数 一 ~ 超 复数 一 > 结合 代数 一 结合 环 
sree | 

群 表 示 论 一 一 > 群 代数 

HHA THM ROHR 

李 变 换 群 一 ~ 李 代数 一 > 李 环 一 - 非 结合 环 

量子 力学 “ 约 当代 数 一 一 一 一 

R 
ARRITE — F ENA REER 
MELT: 有 限 域 i 
代数 函数 域 ->p 进 域 _ 一 非 阿 基 米 德 域 一 一 
. 格 

. 命题 演算 -布尔 代数 -一 格 

集合 一 > 子 集 次 一 一 一 
.线性 空间 (向量 空 间 ) 


复数 一 一 向 量 - 
axe ———-, | 


欧 氏 几何 一 一 欧 氏 空间 一 一 向 量 空间 


多 人 方 组 一 行列 式 一 | 
二 次 型 一 > 主轴 问题 
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6、 希 尔 伯 特 空间 
无 穷 多 变 元 线性 方程 组 一 -无穷 行列 式 -一 一 | 


积分 方程 希 尔 伯 特 空间 
pnen—etem | 
三 角 级 数 一 斯 特 姆 一 刘 维 尔 型 微分 方程 一 正 交 展 开 
勒 贝 格 可 积 一 一 平方 可 积 函 数 
7， 书 拿 赫 空 间 
欧 氏 空间 一 线性 空间 一 一 赋 范 空间 一 一 
区 间 上 连续 函数 集合 巴 拿 赫 空间 
区 间 上 可 积 函 数 集合 一 一 一 一 一 一 
8， 度 量 空间 
欧 氏 空间 一 ~ 度量 空间 


函数 空间 一 一 希 尔 伯 特 空间 一 一 巴 拿 赫 空间 
9， 拓 扑 空 间 

实数 直线 一 = 欧 氏 空间 一 > 度量 空间 一 > 拓扑 室 间 
10. 流 形 

hR—hm 

欧 氏 空间 一 一 内 在 组 合 一 一 一 流 形 


代数 函数 -> 黎 曼 曲面 一 
4.2 ”抽象 代数 学 


代数 学 与 拓扑 学 是 现代 数学 的 两 大 部 门 ， 它 们 构成 现代 数 
学 的 基础 与 核心 。 没 有 代数 和 拓扑 ， 现 代数 学 〈 除 了 那些 较为 
孤立 的 、 相 对 地 讲 不 太 重 要 的 学 科 ) 可 以 说 寸步 难 行 。 

106 


抽象 代数 学 或 近世 代数 学 是 在 200 世纪 初 发 展 起 来 的 。 
1930—1931 年 ， 范 . 德 . 瓦尔 登 的 《近世 代数 学 》 一 书 问世 ， 
在 数学 界 引 起 夺 动 ， 它 标志 着 抽象 代数 学 正式 诞生 。 由 此 之 
后 ， 灿 象 代 数学 或 近世 代数 学 成 为 代数 学 的 主流 ， 不 久之 后 也 
就 理所当然 地 把 “抽象 ”及 “近世 ”的 帽子 甩 掉 ， 堂 而 皇 之 成 
为 代数 学 的 正统 。 

抽象 代数 学 讨论 代数 结构 ， 其 中 最 基本 的 是 群 、 环 、 域 。 
抽象 代数 学 的 对 象 与 古典 代数 学 完全 不 同 ， 古 典 代数 学 主要 是 
进行 符号 演算 ， 其 主要 问题 是 解 代数 方程 和 代数 方程 组 。 

1. Fie ， 

抽象 群 的 观念 来 源 于 数论 、 代 数 和 和 几何， 其 中 主要 来 自 方 
程 论 。 拉 格 裔 日 及 阿 贝 尔 多 多 少 少 对 群 都 有 些 模 糊 的 观念 。 明 
确 引 进 “ 群 ”的 概念 的 是 其 罗 华 ， 他 主要 证 明了 置换 群 的 定 
理 ， 从 而 推出 一 般 五 次 以 上 代数 方程 不 能 用 根 式 解 。 偶 罗 华 的 
大 部 分 著作 一 直到 1846 年 被 刘 维 尔 发 表 之 后 才 为 人 所 知 。 

和 置 模 群 理论 最 重要 的 进展 来 自 法 国 数学 家 若 尔 当 ，1870 
年 他 的 《置换 及 代数 方程 论 》 出 版 ， 开 创 了 建立 在 置换 群 基础 
上 的 有 限 群 论 。 富 时 他 还 进一步 把 群 论 的 思想 推进 到 几何 学 、 
函数 论 与 微分 方程 论 ， 并 且 进 而 得 出 抽象 群 的 概念 。 

当时 有 限 群 的 问题 涉及 列举 给 定 阶 数 的 所 有 群 以 及 群 的 可 
解 性 的 判 据 。 主 要 的 定理 是 由 挪威 数学 家 西 洛 (Sylow, Lud- 
vig, 1832—1918) 在 19 世纪 ?0 年 代 及 敌国 数学 家 荷 尔 德 在 
19 世纪 90 年 代 得 出 的 。 而 19 世纪 90 年 代 群 论 最 主要 的 成 就 
是 群 表示 论 的 出 现 ， 它 是 出 德国 数学 家 弗 洛 宾 尼 乌 斯 奠定 的 。 
后 由 他 的 学 生 舒 尔 (Schur, Isaac, 1875—1941) MRE, M 


为 研究 群 论 不 可 缺少 的 工具 。 所 谓 群 表示 即 是 把 群 具体 实现 为 
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某 种 结构 的 自 同 构 群 ， 例 如 域 已 上 的 有 限 维 线性 空间 的 线性 
TER, TRIER CRS F 上 的 2 n 可 道 矩 阵 相 对 应 。 
在 英国 数学 家 伯 恩 塞 德 〔Bumside，Wiliam，1852 一 1927) 的 
经 典 著作 《有 限 阶 群 论 》 第 二 版 1911) 已 经 进行 综述 并 给 出 
应 用 。 

20 世纪 有 限 得 论 最 大 的 进展 是 1981 年 有 限 单 群 分 类 最 终 
完成 。 分 类 与 李 代 数 有 密切 关系 。 

近 百 年 来 ， 李 群 与 李 代 数理 论 也 得 到 巨大 发 展 。 实 际 上 ， 
直到 19 世纪 末 ， 李 在 1873 年 创立 的 概念 ， 仍 然 是 不 太 清 楚 
的 。 李 定义 的 群 是 通过 解析 变换 (至少 也 要 可 微 变换 ) 来 定义 
的 。 实 际 上 是 一 种 解析 变换 群 。 因 此 ， 和 希 尔 伯 特 在 他 的 著名 的 
23 个 问题 之 中 ， 第 5 问题 是 解析 条 件 是 否 可 以 减弱 为 连续 。 

其 后 由 于 抽 勿 代数 学 及 拓扑 学 的 发 展 ， 促 使 人 们 对 李 群 概 
念 进行 分 析 。 李 群 一 身 兼 三 任 ， 既 是 解析 流 形 ， 又 是 拓扑 空 
间 ， 还 是 群 。 茹 备 拓扑 空间 和 群 两 方面 的 结合 是 拓扑 群 。 

— PEPE Tb BEAT ES FB SEE 1927 年 首先 提出 的 ， 他 给 
出 一 组 一 般 的 公理 :一 方面 有 群 的 公理 ， 一 方面 是 拓扑 空间 
(一 般 是 豪 斯 道夫 空间 }， 群 与 拓扑 的 关系 是 群 的 运算 在 该 拓扑 
之 下 是 连续 的 。 如 果 加 上 群 的 每 元 素 局 部 与 欧 开 空间 开 集 同 
胚 ， 则 称 为 局 部 欧 氏 群 。 但 李 群 不 一 定 紧 ， 最 接近 李 群 的 是 局 
MR Ha th. 1933 年 匈牙利 数学 家 哈 尔 (Haar, Alfred. 
1885—1933) 在 局 部 紧 拓扑 群 上 给 出 不 变 测 度 ， 后 称 蛤 尔 测 
度 ， 由 此 冯 ' 诺 伊 曼 证 明 局 部 欧 氏 紧 群 是 李 群 。 但 对 一 般 局 部 
紧 欧 氏 群 直到 1951 年 才 由 三 位 美国 数学 家 格 里 森 (Gieason， 
Andrew, 1921—), #3 #] (Montgomery，Deane，1909 一 
1992〉 和 章平 (Zippin, Leo, 1905—) 完全 解决 。 当 时 关于 
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HT RRERH — HERS AEE BUS ( Pontrjagin, 
1908—1988) 的 《连续 群 》 (1938) 一 书 中 。 而 对 李 群 的 现代 
刻 划 则 见于 茧 华 荔 的 《 李 群 论 》 第 一 卷 (1946) 中 。 

2. 域 论 

MPEP RRR Be, BARI OIA. MF 
华 域 是 一 种 有 限 个 元 素 构 成 的 域 ， 它 的 元 素 当 然 就 不 是 通常 的 
数 了 。 他 还 完全 决定 了 有 限 域 的 结构 。1897 年 享 塞 尔 引 人 p 
进 数 的 概念 ， 这 些 都 为 抽象 域 论 打 下 基础 。 

从 整体 结构 上 对 域 进行 考察 始 自 戴 德 金 及 克 罗 内 克 对 代数 
数 域 的 研究 (从 1855 年 起 ) 。 但 抽象 域 的 观念 则 来 自 德国 数学 
家 韦伯 (Weber，Heinrich，1842 一 1913)， 他 的 思想 来 自 抽象 
群 的 概念 。 后 来 美国 数学 家 狄 克 直 及 韩 廷 顿 给 出 起 的 独立 的 公 
RR, ESM eee, eS Rae RM eK (Steinitz, 
Ernst, 1871—1928) # 1910 年 发 表 《 域 的 代数 理论 》 一 文 ， 
为 抽象 域 论 蓝 定 了 基础 。. 

在 1900 年 左右 ， 享 塞 尔 在 代数 学 和 数论 中 引进 一 项 新 技 
术 一 一 户 进 数 ， 此 后 ， 它 的 重要 性 越 来 越 大 。 享 塞 尔 通过 和 午 
RRs PR LMR LA. BRS ERS RR 
斯 关于 单 变量 代数 蓝 数 及 其 积分 一 一 阿 贝尔 积分 的 理论 中 起 着 
如 此 重要 的 作用 。 这 个 理论 是 19 世纪 最 突出 的 成 就 之 一 ， 其 
中 乔 级 数 的 导数 很 定 是 在 所 有 复数 构成 的 域 中 变动 。 外 尔 通过 
一 个 典型 的 例子 一 一 二 次 范 数 来 阐明 p BER. Rp 是 
一 个 率 数 ， 首 先 让 我 们 约定 对 于 有 惠 数 a, b, B p HEHE 
eR ath (mod) 有 下 面 意 义 ， 即 (a-b) / P 等 于 一 个 
分 数 ， 其 分 母 不 能 被 p SR, FIM, . 


109 


39 _ 1. 2 
4 3 =( (mod7*), 


因为 
39 12 3 
4 57) 20。 

SER a, b WHEL, oA0, 6 不 是 一 个 有 理 数 的 平方 。 在 


ZKR Q (VE) 中 ， 数 a 称 为 一 个 范 数 ， 例 如 存在 有 理 数 r, 
yy， 使 得 i 

a= (z + yvb) (x - y¥b) 
或 

a= zx?’ -— by’. 
这 个 方程 的 可 解 性 的 必要 条 件 是 对 于 每 个 素数 p 和 p 的 每 个 
Ep, ARR a 三 z? 一 By? (mod) 有 一 个 解 。 这 就 是 说 这 
个 方程 有 一 个 p 进 解 的 含意 ， 并 且 必 定 存在 有 理 数 z, y, W 
Bx’ -b Fa 之 着 尾 意 小 。 这 就 是 说 这 个 方程 有 一 个 吕 进 
HIE RE b 是 正 的 ， 这 后 一 条 件 显然 对 于 任何 a 都 满 
E: EÈ, WR BAH, EC RUE a TRE. EMH 
情形 ， 任 何 a 都 是 一 个 吕 进 范 数 ， 在 后 一 种 情形 ， 只 有 一 半 
的 a， 即 正 的 a 才 是 % 进 范 数 。 对 于 p 进 范 数 也 有 类 似 的 情 
沈 。 可 以 证 明 ， 这 些 必 要 条 件 也 是 充分 条 件 : 如 果 a 处 处 是 
一 个 局 部 范 数 ， 即 对 于 每 一 个 “有 限 素 点 p” 和 “无 限 素 点 
w", a=- py? 莉 有 一 个 p 进 解 ， 则 它 就 有 一 个 “全 局 ” 
和 解 ， 即 精确 的 有 理 数 解 z，y。 

这 个 简单 的 例子 和 二 次 型 的 种 的 理论 有 着 密切 联系 。 这 个 
题目 可 以 回潮 到 高 斯 的 《算术 研究 }， 但 是 到 20. 世 纪 通 过 
进 技术 做 出 了 诀 定性 的 进展 。 类 域 论 也 是 一 个 典型 的 例子 。 
1900 年 左右 ， 大 卫 : 需 尔 伯 特 曾 表述 关于 类 域 的 一 系列 互相 联 
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系 的 定理 ， 并 至 少 在 一 些 特 殊 情形 下 证 明了 其 中 一 些 定理 ， 而 
把 其 余 的 证 明 留 给 他 20 世纪 的 继承 者 ， 其 中 特别 要 提 到 高 木 、 
PEARS. BRA HERMA ICS AMEN MEARE 
铺 平 道路 。 在 这 方面 ， 希 尔 伯 特 也 曾 应 用 和 复数 域 上 的 代数 函 
数 的 黎 虹 一 瑶 尔 斯 特 拉 斯 理论 的 类 比 ， 但 是 ， 他 所 应 用 的 精巧 
的 、 部 分 是 超越 的 方法 与 简单 得 多 的 、 对 于 函数 证 明 是 有 效 的 
方法 并 没有 关系 。 通 过 p 进 技术 ， 出 现 了 方法 上 的 接近 ， 虽 
然 ， 民 数 函 数论 和 更 精细 的 代数 数论 之 间 仍 有 相当 太 的 差距 。 

享 蹇 尔 及 其 后 继 者 用 非 代数 的 、“ 拓 扑 的 ”概念 一 一 (“ 括 
值 ”或 ) 收敛 来 表示 p 进 技术 。 无 穷 有 理 数 列 at，az，… 称 
为 收 货 的 ， 如 果 当 i 和 j 彼此 独立 地 趋 于 无 穷 时 ， 差 a; - a 趋 
于 零 ，a; - 4 一 0， 更 明显 地 说 是 ， 如 果 对 于 每 个 正 有 理 数 c, 
存在 一 倍 正 整数 N， 使 得 对 于 所 有 i, j>N, -ela as 
<s。 守 数 系 的 完备 性 被 表述 为 柯 西 的 收 敏 性 定理 : 对 尾 一 有 理 
数 的 收 化 序列 al，az，…， 存 在 一 个 实数 e， 使 得 该 序列 收 
AF a, BY ie ont, a,-—a- 0, FEMA o RES, 
我 们 现在 面 对 普 由 素数 p 诱导 出 的 p HMMM E. AN, K 
们 认为 序列 收效 ， 媳 果 对 于 每 个 指数 产 =1，2，3，…， 存 在 
一 企 正 整数 N; PRM IASON, a-a Ro 整除 。 正 
如 引入 实数 使 得 有 理 数 在 吕 进 意义 下 完备 化 一 样 ， 通 过 引入 p 
进 数 ， 也 可 以 使 有 旭 数 系 在 p 进 意 义 下 完备 化 。 有 理 数 被 嵌 
入 在 所 有 实数 的 连续 统 中 ， 同 样 也 可 以 嵌 人 在 每 个 p 进 数 的 
连续 统 中 。 这 些 对 应 于 有 限 或 无 限 素 点 的 嵌入 中 的 每 一 个 ， 
从 算术 观点 来 看 都 是 同样 有 元 的 。 现 在 比 以 往 更 加 明显 地 看 到 
把 代数 教 域 与 它 到 实数 域 的 一 个 同 态 射 影 等 同 起 来 是 多 人 么 错 


误 ; 除了 ( 实 ) 无 限 素 点 之 外 ， 还 必须 注意 那些 对 应 于 域 的 各 
iti 


种 素 理想 的 有 限 素 点 ， 这 里 从 早先 的 算术 研究 中 得 出 的 宝贵 规 
则 、 使 后 来 的 算术 研究 非常 富有 成 果 ， 这 是 沟通 近 民 数学 中 两 
个 最 迷人 的 分 支 一 一 抽象 代数 学 和 拓扑 学 的 一 座 桥梁 。 

3， 环 论 

抽象 代数 学 中 最 深刻 的 一 部 分 是 环 论 ， 环 论 大 致 可 以 分 为 
三 大 块 :交换 环 论 、 结 合 环 论 、 非 结合 环 论 ， 其 中 结合 “ 代 
数 ”( 域 及 整数 域 上 的 环 ) 理论 在 19 世纪 就 已 经 发 展 起 来 。19 
世纪 ， 复 数 在 数学 中 起 着 举足轻重 的 作用 ， 这 给 人 留 下 深刻 的 
印象 。 复 数 可 以 看 成 一 对 实数 ， 它 们 可 以 加 、 碱 、 乘 、 除 ， 也 
能 开 方 ， 自 然 就 使 大 家 去 思考 把 它 推广 的 问题 。 哈 密 尔 顿 
(Hamlilton, Wiliam Rowan, 1805—1865) 在 1843 年 发 现 了 
四 元 数 ， 也 能 加 、 减 、 乘 、 除 ， 只 是 乘法 不 服从 交换 律 ， 也 就 
是 和 一 般 的 数 大 不 一 样 。 凯 雷 在 1845 年 引进 了 八 元 数 ， 可 是 
乘法 连结 合 律 都 不 满足 ， 也 没有 一 定 的 除法 了 。 这 些 是 后 来 结 
合 代 数 和 非 结合 代 数 的 前 身 。 长 期 以 来 ， 对 于 结合 代数 【也 称 
超 复 数 ) 进行 了 深入 的 研究 。 

首先 以 实数 域 或 复数 域 为 基 域 的 超 复数 到 诡 有 和 多少。1861 
年 魏 尔 斯 特 拉 斯 证 明 ， 有 很 维 的 实数 域 或 复数 域 土 的 可 除 代 数 
( 即 对 于 a0 及 6, Hh ax=6, w=bHERRPAR). 
如 满足 习 法 交 搁 律 ， 则 具有 实数 域 及 复数 域 (1884 ERR). 
1870 年 戴 德 金 也 得 出 同样 结果 (1888 年 发 表 }。1878 年 弗 洛 
宾 尼 乌 斯 证 明 实 数 域 上 有 限 维 可 除 结 合 代数 只 有 实数 域 、 复 数 
域 及 实 四 元 数 代数 。1881 年 小 皮尔 斯 也 独立 得 到 证 明 。1958 
年 用 代数 拓扑 学 方法 证 明 ， 实 数 域 上 有 限 维 可 除 代数 ， 连 非 结 
合 可 除 代数 也 算 在 内 ， 也 只 有 1，2，4，8 这 四 种 已 知 维 数 。 
可 见 实数 及 复数 域 具 有 独特 的 性 质 ， 而 且 只 要 有 除法 ， 即 使 结 
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合 律 和 交换 律 都 不 满足 ， 也 只 有 四 元 数 代数 和 从 元 数 代数 ， 可 
见 类 似 于 “ 数 ” 的 代数 到 此 为 止 。 

下 面 的 问题 是 考虑 更 一 般 的 结合 代数 。 关 于 域 上 线性 结合 
代数 的 研究 在 19 世纪 末 处 于 核 举 阶段 ，1870 年 老 皮尔 斯 
(Peirce, Benjamin, 1809—1880) 发 表 《 线 人 性 结合 代数 》， 列 
举 六 维 以 下 的 线性 结合 代数 162 个 。 他 还 引进 宕 零 元 与 亚 等 元 
等 重要 概念 ， 为 后 来 的 结构 理论 莫 定 基础 。 由 此 可 见 ， 进 入 结 
合 代 数 之 后 ， 不 仅 乘法 不 满足 交换 律 ， 而 且 有 许多 具有 奇异 性 
质 的 元 素 。 它 们 在 通常 的 数 中 是 完全 没有 的 。 例 如 可 以 有 元 素 
4a 天 0， 但 ao =0。1898 年 ，E* 嘉 当 在 研究 李 代数 结构 的 基础 
上 ， 对 于 结合 代 教 进行 类 似 的 研究 。1900 F, MB ME RH 
$k (Molien，Fedor，1861 一 1941) 引入 重要 的 根基 概念 ， 证 
BAS Beit | BER 2 的 单 结合 代数 都 与 复数 域 上 适当 阶 数 的 矩 
阵 代 数 同 构 。 l 

线性 结合 代数 的 结构 定理 是 1907 SSR 
(Wedderburn, Joseph Henry Maclagan, 1882--1948) 得 出 的 。 
REE RCT VA RARE RR ER, AR RR 
可 以 表示 为 单 代数 的 直 和 。 单 代数 可 表 为 域 上 可 除 代 数 的 垂 阵 
代数 ， 这 样 结合 代数 就 归结 为 可 除 代数 的 研究 。 可 除 代 数 有 着 
以 下 的 结果 : 1905 年 玩 德 本 证 明 有 限 除 环 都 是 《交换 ) 域 ， 
也 即 期 罗 华 域 。 当 时 除了 盐 罗 华 域 及 四 元 数 之 外 ， 不 知道 还 有 
别 的 除 环 。 

关于 可 除 慌 数 的 研究 ， 有 许多 算术 上 的 困难 ， 为 此 ，E: 
诺 特 引进 交叉 积 的 概念 。 由 此 诺 特 等 人 证 明 “ 主 定理 ? :代数 
数 域 上 任何 有 限 阶 中 心 可 除 代 数 都 是 循环 代数 。 所 有 交叉 积 都 


是 中 心 可 除 代 数 。1931 年 ， 阿 尔 伯 特 (Albert, Abraham 
113 


Adrian, 1905—1972) fl: 反 过 来 ， 有 限 维 中 心 可 除 代 数 是 否 
都 是 交叉 积 ? 这 到 1972 年 才 由 以 色 列 数学 家 阿 米 祖 尔 (Amit- 
sur Shimshon, 1921—1994) 举 出 反例。 

抽象 代数 学 中 最 基本 的 研究 对 象 是 群 、 环 、 域 。 从 对 象 的 
纯粹 程度 讲 ， 群 是 最 为 纯粹 的 代数 对 象 ， 也 是 应 用 最 广 的 对 
象 。 但 是 ， 它 的 抽象 程度 也 是 很 高 的 。 群 的 研究 有 多 种 复杂 的 
来 源 ， 它 与 各 种 对 称 性 有 关系 ， 但 不 像 一 般 人 所 讲 的 那样 单纯 
是 民 数 方程 论 的 产物 。 除 了 阿 贝尔 群 之 外 ， 它 与 数论 的 关系 不 
密切 。 环 与 域 是 较为 复杂 的 代数 结构 ， 但 它们 更 为 实际 ， 有 要 
为 明显 的 数 的 背景 ， 而 且 它 们 的 发 展 完全 与 数 的 推广 赛 切 相 
美 。 有 了 数 与 多 项 式 的 背景 ， 理 解 环 与 域 不 太 困 难 ， 但 是 群 论 
完全 是 非常 特殊 的 结构 理论 ， 几 乎 从 已 知 的 数学 中 找 不 到 任何 
帮助 。 因 此 ， 它 才 是 典型 的 代数 结构 。 

群 、 环 、 域 的 理论 关系 如 下 图 所 示 : 


除了 独立 的 群 论 、 环 论 及 域 论 之 外 ， 我 们 还 有 介 乎 其 中 两 
者 之 阅 的 理论 。 介 平 环 论 和 域 论 之 交 的 是 代数 数 域 ( 以 及 代数 
函数 论 )， 它 完全 是 以 整除 环 和 有 理 数 域 的 关系 为 基础 ， 进 而 
推广 到 代数 整数 环 和 代数 数 域 ， 由 此 产生 理想 理论 及 交换 环 
论 。 介 平 域 论 及 群 论 之 间 的 是 项 罗 华 理 论 ， 它 充分 反 由 代数 方 
程 理 论 如 何 产生 置换 群 论 ， 以 及 两 者 之 间 的 关系 。 从 四 元 数 开 
始 的 超 复 数理 论 汇 人 结合 代数 理论 ， 最 后 同 群 论 相 结 合 形成 极 
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为 重要 的 表示 论 。 

4. 代数 数论 

代数 数 是 通常 有 理 数 的 自然 推广 ， 代 数 整 数 是 整数 的 自然 
推广 。 当 把 有 理 系 数 代 数 方程 的 根 ， 例 如 Y2、w - 1，w -5 等 
加 入 有 理 数 域 OP, Bh, RM. KR. RAE RAM AR 
数 域 。 其 中 相当 于 整数 的 就 是 代数 整数 ， 例 如 添加 w -5 的 代 
数 数 域 Q 4-5) 中， 和 代数 整数 可 以 表 为 a+ 5 /-5, RP 
a, b 是 通常 整数 。 顾 名 思 义 ， 民 数 数论 就 是 研究 代数 数 域 的 
数论 性 质 。 当 然 整数 最 基本 的 性 质 就 是 唯一 因子 分 解 定理 ， 但 
代数 整数 就 不 一 定 了 。 例 如 在 Q@ (4-5) 中 ，6 有 两 种 分 解 
素 因子 的 方法 : 

6=2.3= (1+4 75) (1-45) 
对 于 一 个 代数 数 域 上， 有 一 个 正 整数 产 〈&)， 称 为 它 的 类 数 ， 
它 衡 量 该 域 中 整数 唯一 因子 分 解 定理 成 立 或 者 不 成 立 的 “ 司 
A", Hh (G) = 工时 ， 则 唯一 因子 分 解 定理 成 立 ， 否 则 不 成 
立 。 因 此， 代数 数论 头等 重要 的 问题 是 计算 类 数 。 人 和 代数 数论 的 
”奠基 者 们 给 出 过 所 谓 “ 类 数 公式 "”， 但 公式 中 有 的 因子 很 难 算 
Ho Bh, 牧 数 数论 中 出 现 一 系列 尚未 解决 的 问题 。 

(1) HAA (Ch). 这 个 问题 如 此 之 难 ， 以 至 于 现在 大 都 
动用 计算 机 。 甚 至 类 数 的 奇偶 性 ， 它 的 因子 及 间 余 性质 都 是 许 
密 论 文 及 专著 的 研究 对 象 。 

(2) 高 斯 间 题 。 最 简单 的 代数 数 城 是 二 次 域 ， 有 两 类 ， 添 
加 实 平 方 根 ， 如 Y2，vY3 或 V5， 所 成 二 次 域 称 为 实 二 次 域 ; 添 
BEAR, .如 =I，w 一 2，v 一 3 或 VW -5， 所 成 的 二 次 域 
称 为 岩 二 次 域 。 高 斯 猜想 ， 添 加 的 数 绝对 值 趋 于 o， 类 数 也 趋 


Fo, RESF 1934 年 获 证 。 但 是 进一步 问 : h (&) =1 Hh) 
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ZRA SD? 1967 年 证 明 类 数 为 1 的 虚 二 次 域 只 有 9 个， 
但 类 数 为 1 的 实 二 次 域 有 限 还 是 无 限 尚 未 解决 。 类 数 一 定 的 虚 
二 次 域 只 有 有 限 包 个 ， 现 在 只 知道 类 数 为 2，3，4, 5 的 那些 
ROKR, Ae. TRAE RY, AH 
Bil, CHARPARMA MBE. RH MAERS FE 
是 ! 

到 此 为 止 ， 还 只 是 代数 数论 的 初级 阶段 ， 近 百年 我 们 又 迈 
上 五 个 台阶 ; 

一 一 理想 理论 与 分 贺 域 理论 。 

一 一 类 域 论 。 
局 部 理论 与 全 局 理论 《包括 函数 域 理 论 )。 

一 一 非 阿 贝尔 类 域 论 (上 同调 理论 及 K 理论 )。 

——FH~ 2k (Langlands, Robert, 1936—) 纲领 。 
每 一 步 都 有 许多 问题 留 给 21 世纪 。 

5. 代数 几何 学 

代数 几何 学 研究 的 对 象 是 由 代数 方程 或 代数 方程 组 所 定义 
的 代数 繁 ， 它 的 特殊 情形 是 代 教 曲线 和 代数 曲面 ， 从 这 个 意义 
上 来 讨 ， 它 可 以 看 成 解析 几何 学 的 推广 。 中 学 学 的 解析 几何 学 
用 代数 方法 研究 直线 、 略 、 精 加 、 双 曲线 、 抛 物 线 等 一 、 二 次 
代数 曲线 以 及 一 、 二 次 代数 曲面 ， 但 这 是 远 远 不 够 的 。 一 类 重 
要 的 三 次 曲线 一 一 椭圆 曲线 ， 就 超出 适 常 解析 几何 学 的 范围 。 
PRLS TEA RMR ILS ae, Ei 
是 定之 在 复数 城中 ， 其 次 往往 还 考虑 射影 空间 。 它 的 中 心 问 题 
是 分 类 间 题 ， 而 这 个 问题 的 解决 首先 刷 贺 于 用 结构 数学 建立 代 
数 几 和 何 学 的 基础 ， 在 这 方面 主要 是 俄 裔 美国 数学 家 查 瑞 斯 基 
(Zariski, Oscar, 1899—1986), RH RMF RSF (Weil, An- 
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dre, 1906—) 以 及 其 后 的 塞 尔 (Serre, Jean - Pierre, 
1926—) MAP PiE (Grothendieck, Alexandre, 1928 一 )， 
特别 是 格 罗 登 迪克 的 概 形 理论 成 为 现代 代数 几何 学 的 基本 语 
言 。 在 他 们 的 工作 的 指引 下 ， 一 般 代 数 几 何 学 取得 一 系列 辉煌 
成 就 ， 特 别 是 ; 

(1) 1954 年 德国 数学 家 项 采 布 鲁 蔡 (Hirzebruch, 
Friedrich, 1927—) 把 代数 曲线 的 歼 曙 一 党 坎 定 理 推 广 到 一 般 
RAKE. 

(2) 1964 年 日 本 数学 家 广 中 平 社 (Hironaka，Heisuke， 
1931 一 ) 关于 一 般 代 数 簇 的 奇 点 解 消 的 工作 (主要 是 特征 0 域 
上 )。 i 

有 了 这 些 一 般 性 理论 ， 分 类 间 题 大 有 进展 : 

(1) 代数 曲线 ， .代数 曲线 的 分 类 在 19 HOH RS 
定 ， 即 它 依 束 于 亏 格 g HER, 20 世纪 对 参 模 空间 进行 一 系 
列 研究 ， 对 于 其 结 宰 已 有 相当 的 了 解 。 

(2) 代数 曲面 ， 本 世纪 初 ， 意 大 利 学 派 司 出 初步 的 贡献 ， 
从 50 年代 起 ， 它 经 历 近 并 化 和 严密 化 特别 是 查 瑞 斯 基 的 曲面 
芍 极 小 模型 理论 。50 年 代 及 00 年 代 日 本 学 派 和 苏联 学 深 都 给 
出 了 我 数 曲 面 分 类 的 严格 证 明 ， 但 是 参 模 问题 还 没有 完全 解 
Ho 

(3) RIZE, CREZER. RRR, 3 
类 问题 也 越 来 越 复杂 。 日 本 数学 家 森 重 文 【Mori，Shigefumi， 
1951—) 于 20 世纪 80 年 代 末 在 极 小 模型 与 分 类 问题 上 取得 重 
大 突破 。 


117 


4.3 ”一般 拓扑 学 与 活 函 分 析 


泛 函 分 析 的 原始 背景 早已 在 数学 中 存在 。 它 们 处 理 函 数 的 
集合 或 者 函数 族 ， 讨 论 在 它们 上 定义 的 函数 泛 函 的 极 值 问 
题 。 从 这 个 角度 看 ， 它 们 至 少 可 以 追 湖 到 17 世纪 末 的 变 分 法 
的 研究 。 

变 分 法 问题 淹 源 很 十， 古代 就 提出 过 犹 多 〈Dido) 问题 ， 
即 求 一 定 长 的 绳子 所 能 围 出 的 最 大 面积 。17 世纪 和 牛顿 研究 具 
有 极 小 阻力 的 旋转 物 体 的 形状 。 其 后 雅 各 : 伯 努 利 《(Bernoulli， 
Jacob, 1654—1705) 和 约翰 : 伯 努 利 (Bemoulli, Johann, 
1667—1748) 提出 最 速 降 线 问题 ， 这 个 问题 通常 认为 是 最 早 的 
变 分 问题 ， 这 个 问题 中 证 函 的 思想 十 分 明显 ;每 一 条 曲线 对 应 
一 个 降落 时 间 :， 求 最 小 的 +。 实 际 上 是 求 曲线 集合 上 的 函数 
一 一 泛 函 何 时 达到 极 小 。 

ZA (fonc tionnelle )》 一 词 是 阿达 马 引 进 的 ， 其 思想 则 首 
先是 1887 年 由 意大利 数学 家 活 尔 泰 拉 想到 的 “ 依 谷 于 其 它 函 
数 的 函数 "。 他 考虑 独立 的 变 范 数 的 图 象 而 不 是 函数 本 身 。 因 
此 用 的 是 线 丽 数 这 个 词 表 示 曲 线 上 集合 上 的 画 数 。 

法 国 数学 家 阿达 马 认 识 到 沃 尔 泰 拉 线 函 数 的 价值 ， 他 应 用 
“证 函 ” 来 研究 格林 函数 的 变 差 。 他 还 鼓励 他 的 学 生 如 弗 瑞 区 
( Frechet, Rene Maurice, 1878—1973). {i 图 ( Gateaux, 
Rene, 1880—1914), P+ FE (Levy, Paul, 1886—1971) 等 
AERA DF ALR RR LY HBB. P+ BE 1922 年 出 版 的 
《 泛 函 分 析 》 是 以 证 国 分 析 为 书 名 的 最 早 著作 。 

弃 函 分 析 是 研究 无 穷 维 抽象 空间 及 其 上 分 析 的 理论 ， 它 是 
20 世纪 数学 的 一 项 重大 成 就 。 无 穷 维 空间 可 以 着 成 通常 欧 氏 
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空间 〈 直 线 、 平 面 及 三 维 欧 氏 空间 ) iE, BAAR 
一 个 向 量 ， 向 量 有 长 度 ， 两 者 之 间 有 距离 等 等 。 这 个 概念 不 难 
推广 到 高 维 欧 氏 空间 ， 当 维 数 无 限 增加 ， 就 是 无 穷 维 空间 。 它 
不 仅 有 着 实际 问题 的 背景 〈 例 如 在 研究 具有 无 穷 多 个 自由 度 的 
力学 系统 的 连续 介 故 力学 中 ， 状 态 要 用 无 穷 维 空间 来 表示 )， 
而 且 在 现代 物理 学 中 起 着 不 可 缺少 的 作用 。 

在 1925—1926 年 量子 力学 正式 诞生 时 ， 有 海 森 堡 的 矩阵 
力学 和 薛 丁 评 的 波动 力学 。 他 们 描述 的 状态 一 个 属于 PSH 
{平方 可 和 序列 空间 )， 一 个 用 工 : 空间 《平方 可 积 函数 空间 )， 
它们 都 是 希 尔 伯 特 空 间 ， 而 且 彼此 等 价 。 而 量子 力学 中 可 观测 
的 物理 量 正好 用 希 尔 伯 特 空间 的 自 伴 算 子 表示 ， 而 且 由 自 伴 算 
子 的 谱 理 论 已 经 知道 分 立 谱 及 连续 谱 的 存在 。 能 量 算 子 的 本 征 
A GH) 正好 反映 (比如 说 氧 原子) 光谱 。 这 些 数学 工具 在 量 
子 力 学 出 现 十 几 年 前 就 已 经 由 数学 家 得 到 并 形成 一 套 完 整 的 理 
论 一 一 算 子 的 谱 理论 ， 是 证 函 分 析 一 个 主要 部 分 。 量 子 力学 发 
展 成 为 量子 场 论 时 ， 泛 序 分 析 再 一 次 提供 了 工具 ， 这 回 是 20 
世纪 30 年 代 由 汉 : 诺 全 有 曼 发 展 起 来 的 算 子 代数 理论 。 

汉 函 分 析 古 建筑 在 血 数 空间 概念 的 基础 上 。 古 典 分 析 研 究 
实数 集合 或 复数 集合 上 的 商 数 的 和 性 质 ， 而 证 画 分 析 研 究 一 般 集 
合 上 的 函数 ， 特 别 是 函数 的 集合 ， 曲 线 的 集合 等 等 。 而 悉 郴 实 
际 上 就 是 函数 集合 上 的 函数 。 泛 函 分 析 的 发 展 有 三 个 时 期 ; 

第 一 阶段 是 创始 时 期 ， 大 约 从 49 世纪 80 年 代 到 本 世纪 
20 年 代 。 并 始 是 意大利 一 些 数学 家 引进 花 函 演算 ， 特 别 是 他 
们 引进 原始 不 函 以 及 线性 算 子 的 概念 。 后 来 法 国 数学 家 发 展 了 
ZARY, 特别 是 阿达 马 在 1897 年 第 一 次 国际 数学 家 大 会 上 ， 


为 了 研究 偏 微分 方程 而 考虑 了 闭 区 间 [0，1] 上 全 体 连 续 函 数 
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所 构成 的 族 。 他 发 现 这 些 函 数 构成 一 个 无 穷 维 的 族 性 空间 ， 并 
于 1903 年 定义 了 这 个 空间 上 的 函数 ， 即 花 沙 。 这 些 还 只 是 具 
体 的 结果 。 

法 国 数学 家 弗 珊 软 利用 当时 的 集合 论 观念 把 他 的 前 人 的 结 
果 统 一 成 为 一 个 抽象 的 理论 ， 他 把 它们 的 共同 点 归纳 起 来 而 且 
加 以 推广 : 

{1) 把 函数 或 曲线 看 成 一 个 集合 或 空间 中 的 点 。 不 妨 把 它 
们 看 成 一 个 抽象 集合 。 

(2) 点 列 的 极限 概念 也 可 以 推广 ， 这 样 有 极限 概念 的 集合 
他 称 为 工 空间 ， 这 是 后 洲 拓 扑 空间 的 萌芽 。 

(3) 和 集合 上 可 以 定义 取 值 在 实数 里 的 实 阔 数 ， 即 泛 肖 。 由 
于 有 了 极限 概念 ， 就 可 以 定义 泛 函 的 连续 性 。 

(4) 泛 函 可 以 进行 代数 运算 ， 也 可 以 进行 分 析 演 算 ， 例 如 
微分 。 这 样 就 成 为 名 副 其 实 的 泛 函 分 析 了 。 

1906 年 他 还 在 抽 烛 的 空间 中 引进 “距离 ”的 观念 ， 具 有 
欧 氏 空间 距离 的 性 质 ， 这 种 空间 就 有 更 丰富 的 性 质 。 

大 约 与 弗 珊 数 同 时 ， 希 尔 伯 特 对 于 积分 方程 进行 系统 的 研 
究 。 他 在 前 人 研究 的 基础 上 上， 深刻 认识 积分 方程 与 无 穷 多 变 元 
线性 方程 组 之 闻 的 相似 性 ， 积 分 方程 的 有 解 性 与 无 穷 多 变 元 的 
收 伍 性 条 件 有 关 。 这 样 他 实际 上 得 到 了 有 具体 的 希 尔 伯 特 空间 的 
理论 。 抽 象 的 希 尔 伯 特 空间 理论 是 他 的 学 生 施 密 特 (Schmid, 
Erhard, 1876—1959) 得 到 的 。 他 引进 实 和 复 的 希 尔 伯 特 空间 
的 几何 观念 ， 把 函数 看 成 是 平方 可 和 序列 空间 (2 的 空间 ) 
的 点 。1907 Æ, MAT (Riesz, Frigyes, 1880—1956) 等 人 引 
进 勒 贝 格 平方 可 积 空间 (L? 空间 )， 发 现 其 性 质 和 忆 空间 相 
同 ， 两 个 丹 以 后 ， 费 舍 尔 〈Fischer，Ernst，1875 一 1959) 和 
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黎 斯 证 明基 空间 和 L ZARA, CNR TARRAA 
尔 伯 特 空间 的 两 种 具体 表现 而 已 。 这 也 反映 出 研究 抽象 空间 的 
重要 意义 。 黎 斯 一 费 舍 尔 定理 也 更 清楚 地 表明 积分 理论 和 抽象 
SA AZM SR RA. BORE 1913 FE, BARE 1915 
年 及 丹尼尔 在 1917 年 都 鞭 证 图 分 析 方 法 推广 积分 理论 。 
1910 年 黎 斯 仿照 L? 空间 研究 了 L 空间 (i< p<), 
也 就 是 p 次 方 可 积 隔 数 全 体 构 成 的 空间 ， 后 又 研究 P 空间 ， 
它们 不 是 希 尔 伯 特 空 间 ， 而 是 巴 拿 赫 空间 。 他 发 现 L 上 连续 


线性 泛 函 全 体 构成 一 个 “对 偶 的 ”空间 L*， 且 广 + 二 = 1。 这 
些 空间 在 研究 偏 微分 方程 方面 是 不 可 少 的 工具 。 

第 二 阶段 泛 函 分 析 正 式 发 展 成 为 一 门 学 科 ， 从 20 世纪 20 
年 代 到 和 0 年代。 在 两 次 记 界 大 战 之 间 ， 波 兰 数学 家 在 泛 函 分 
析 及 拓扑 学 等 方面 取得 了 重要 的 成 就 ， 引 起 了 全 世界 数学 家 的 
注目 ， 其 中 最 杰出 的 是 巴 拿 雷 。 

巴 拿 赫 进 一 步 把 希 尔 伯 特 空间 推广 成 巴 拿 忒 空间 , 并 用 公 
理 加 以 刻画 ,形成 了 系统 的 理论 。 他 在 1932 年 出 版 的 《线性 算 
子 论 ) 一 书 统一 了 当时 证 函 分 析 的 众多 成 果 , 成 为 泛 函 分 析 第 一 
本 经 典 著作 。 这 时 泛 函 分 析 不 仪 理论 上 比较 完备 ,而且 在 古典 
分 析 的 应 用 上 起 着 举足轻重 的 作用 。 其 中 特别 是 波兰 数学 家 肖 
德尔 和 法 国 数学 家 勒 瑞 的 不 动 点 理论 是 现代 偏 微分 方程 理论 的 
重要 工具 。 他 们 把 微分 方程 的 解 看 成 巴 拿 赫 空间 到 自身 映射 的 
不 动 点 ,得 出 了 基本 定理 , 这 是 现代 非 线性 证 函 分 析 的 出 发 点 。 

1926 年 冯 : 诺 佛 归 来 到 哥 丁 根 大 学 ， 当 时 正 是 哥 丁 根 大 学 
物理 学 与 数学 的 全 盛 时 代 。 量 子 力学 的 产生 和 抽象 代数 、 证 函 


分 析 的 发 展 使 人 们 的 思想 空前 活跃 。 汉 ' 诺 伊 时 把 希 尔 伯 特 空 
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间 全 理化， 并 把 量子 力学 的 数学 基础 建立 在 证 函 分 析 的 基础 
上 。 他 吸收 抽象 代数 的 思想 把 希 尔 伯 特 空间 的 有 界线 性 算 子 组 
成 代数 ， 开 辟 了 算 子 代数 的 新 分 支 。 他 在 20 世纪 30 年 代 的 几 
篇 文章 中 对 于 所 谓 汉 : 诺 伊 曼 代 数 的 因子 进行 了 相当 完满 的 分 
类 。 其 址 留 一 些 问题 一 直到 70 年 代 才 完全 解决 。 

20 世纪 30 年 代 末 ， 波 兰 数学 家 马祖 尔 (Mazur, Stanis- 
law, 1905—1981) 与 苏联 数学 家 赣 尔 范 德 (Gelfand, Israel, 
1913 一 ) 发 展 巴 拿 赫 代数 理论 ， 而 且 通 过 抽象 方法 轻而易举 地 
证 明了 古典 分 析 中 的 大 定理 。 这 显示 了 泛 函 分 析 方 法 的 威力 ， 
也 论证 了 渡 冰 分 析 的 独立 存在 的 价 植 。 

第 三 阶段 是 泛 函 分 析 的 成 熟 阶段 。 从 20 世纪 40 EB 
KOMESA DER KERR. MARK (Schwartz, 
Laurent, 1915—) 系统 地 发 展 了 广义 函数 论 ， 它 现在 已 成 为 
数学 中 不 可 缺少 的 重要 工具 。 它 的 前 身 就 是 狭 拉克 在 量子 力学 
中 引进 的 8 函数 。 

另外 一 项 重大 发 展 是 由 物理 学 家 维 格 纳 〔〈Wigner，Enu- 
gene, 1902—1995) 开始 的 群 表示 论 的 工作 。 群 表示 论 在 核 结 
梅 及 基本 粒子 理论 中 起 着 关键 的 作用 。 数 学 家 及 物理 学 家 不 仅 
进行 具体 计算 ， 和 而 且 发 展 一 套 完 整理 论 ， 这 些 理论 在 教学 其 它 
分 支 中 也 起 着 极 大 的 作用 。 

第 二 次 世界 夫 战 以 后 ， 瑟 琐 分 析 取 得 突 飞 竹 进 的 发 展 ; 

1920 年 到 1940 年 间 所 发 展 的 局 部 凸 向 量 空间 理论 的 技 
A, 在 1945 ER ESI HH (Schatten, Robert, 1911—) 
及 格 罗 登 迪克 引信 拓 扑 张 基 积 的 理论 而 完成 。 在 这 个 理论 的 发 
展 过 程 中 ， 富 得 格 罗 登 迪 克 引 进 一 种 新 型 的 拓扑 凸 空间 一 一 核 
室 介 ， 它 在 许多 方面 比 巴 拿 赫 空间 还 接近 于 有 限 维 空间 ， 并 且 

122 


具有 许多 卓越 的 性 质 ， 使 它 在 泛 函 分 析 及 概率 论 的 许多 分 支 中 
证 明 是 非常 有 用 的 。 

巴 拿 灰 时代 就 提出 来 的 两 个 老 问题 直到 最 近 才 被 P. 恩 福 
楼 (Enflo, Per) 都 给 否定 解决 掉 : 他 造 出 一 个 可 分 巴 拿 赫 空 
间 ， 其 中 不 存在 ( 巴 拿 赫 意 义 下 的 ) 基 ; 他 还 造 出 一 个 可 分 巴 
拿 赫 空 间 的 紧 算 子 的 例子 ， 它 不 是 有 限 秩 算 子 (关于 紧 集 上 的 
一 致 收敛 拓扑 ) 的 极限 。 

1900 年 到 1930 年 间 由 项 尔 伯 特 、 卡 勒 最 《Carleman， 
Torsten，1892 一 1949) 及 汉 , 诺 伊 虽 所 发 展 的 希 尔 伯 特 空间 的 
算 子 谱 理论 由 于 盖 尔 范 德 及 其 学 派 于 1941 EN AANE SA 
代数 理论 而 大 大 简化 及 推广 。 但 是 ， 这 个 理论 中 最 有 趣 的 部 分 
仍然 是 冯 -. 庶 伊 时 代数 的 研究 。 汉 : 诺 伊 受 代 数 的 研究 开始 得 稍 
时 一些 ， 它 和 希 尔 伯 特 空间 中 局 部 紧 群 的 丁 表 示 理 论 有 着 非常 
紧密 的 联系 。 在 冯 . 诺 伊 曼 的 先驱 性 文章 之 后 ， 这 些 代 数 的 分 
类 并 没有 取得 多 少 进展 ， 特 别 是 相当 神秘 的 “区 ”型 因子 ， 到 
1967 年 ， 不 同 构 的 亚 型 因子 只 知道 3 个 。 其 后 ， 事 情 却 发 展 
得 很 快 ， 几 年 之 内 许多 数学 家 发 现 了 新 的 奢 型 因子 ， 一 直到 
1972 年 到 达 顶 点 ， 发 展 成 一 般 的 分 类 理论 ， 这 个 分 类 理论 是 
建立 在 富田 的 思想 及 康 耐 定义 的 新 的 不 变量 的 基础 上 的 ， 康 而 
的 不 变量 使 他 解决 了 汉 , 诺 伊 沟 代数 理论 中 许多 未 解决 的 问题。 


4.4 经典 数 学 
20 世纪 数学 的 主流 是 结构 数学 ， 对 它们 葛 研 究 约 占 整个 


纯粹 数学 的 十 左右。 另外 有 一 半 左右 不 同 程度 受到 结构 教学 的 


影响 ， 其 中 许多 领域 虽然 来 自 经 典 数学 ， 现 在 已 完全 受到 结构 
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数学 的 洗礼 ， 从 某 些 极端 的 观点 看 ， 代 数 数论 与 代数 几何 学 可 
以 说 是 纯粹 的 结构 数学 。 这 些 我 们 将 在 以 后 详细 论述 。 余 下 的 


二 是 较为 纯粹 的 经 典 数学 ， 特 别 是 和 硬 分 析 有 关 的 数学 ， 它 们 


的 方法 基本 上 与 结构 数学 无 关 。 许 多 问题 在 20 世纪 取得 了 重 
天 进步 ， 我 们 列举 其 中 一 些 : 
1， 解 析 数 论 
(1) FEME 
(2) 素数 定理 的 初等 证 明 
(3) 华 林 问题 与 哥 德 巴赫 猜想 
(4) 密 率 方法 与 第 法 
(5) 三 角 和 方法 
2. SAREH SERME 
(1) 解决 希 尔 伯 特 第 7 问题 
(2) RARE A 
(3) 高 斯 关于 类 数 1 的 虚 二 次 域 猜想 
(4) 卡 塔 兰 方程 
(5) 5 (3) 为 无 理 教 
3. 单 复 变 函数 论 
(1) 奈 望 林 纳 (Nevanlinna，Rolf, 1895— 1980) 理论 
(2) FUSE RR 
(3) 比 勃 巴赫 (Bieberbach, Ludwig, 1886—1982) 猜想 
4， 实 变 函 数论 
付 立 叶 级 数 为 几乎 处 处 收敛 或 发 散 问题 
5， 微 分 方程 与 变 分 法 
(t) 极 小 曲调、 普 拉 托 - (Plateau) 问题 
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(2) KdV 方程 

(3) 线性 偏 微分 方程 的 解 的 存在 性 、 唯 一 性 。 

即便 如 此 ， 许 多 问题 仍然 同 结构 数学 有 着 干 丝 万 缕 的 联 
Bo 

1. RASH 

PERL RE He BS SE SE fol SB ef BY AT a OH AY 
“A” BRE, EE “ST” fo 最 初 “和 ”与 “等 于 ” 自 
然 地 理解 为 逐 点 收 伍 的 ， 后 来 自然 的 积 更 写成 果 的 是 几乎 处 处 
收 敏 与 依 范 数 收 和 化。1876 年 德国 数学 家 福 : 布 瓦 : 瑞 芒 (du 
Bois Reymond，Paul，1831 一 1889) 举例 表明 存在 连续 函数 的 
村 立 叶 级 数 ， 它 在 某 一 点 上 ， 其 至 在 许多 点 上 发 散 。 如 果 考 虑 
齐 撤 罗 意义 下 的 求 和 ， 则 费 耶 尔 (Fejer，Leopold，1880 一 
1959) 定理 (1904) 指出 : 在 这 种 意义 下 每 一 连续 函数 了 的 
付 立时 级 数 逐 点 收 化 于 ff。 但 可 积 函 数 的 情况 就 差 得 多 。1923 
RRA RUE: ARER fEL (0,2x) Ci y # 
(0, 2x} ETAR) W 了 的 付 立 叶 级 数 可 以 几乎 处 处 发 散 或 其 
至 于 处 处 发 散 。 但 另 一 方面 ， 壮 金 狂想 : 如 果 SEL? [0， 
2a], WW 的 付 立 叶 级 数 几 乎 处 处 收 侣 于 。 过 了 50 年 仍 无 法 
解决 这 问题 ， 想 证 明 犹 想 正 确 的 努力 遭 到 无 数 次 失败 ， 以 臻 
20 世纪 50 年 代 到 60 年 代 专 家 们 几乎 一 致 认 为 ， 鲁 金 问题 的 
管 案 必定 是 否定 的 。 令 人 感到 惊异 的 是 ，1966 年 瑞典 数学 家 
卡尔 松 (Carleson, Lennart, 1928—) 给 出 了 第 一 个 肯定 的 证 
明 ， 他 的 成 就 的 一 个 突出 之 处 是 他 证 有 用 到 以 前 所 不 知道 的 技 
Ti, kÆ, W4 (Hant, Richard, A.) 证 明 ; 对 FEL? [0， 
2a], HH 1< poo, Wf TILER LF Sh RF fo 


这 样 就 漂亮 而 完整 地 结束 了 付 立 叶 级 数论 中 最 重要 的 一 章 。 
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2. 复 变 函 数论 

19 世纪 数学 上 最 主要 的 成 就 之 一 是 复 变 函 数论 的 产生 与 
发 展 。 有 人 说 : “19 世纪 是 函数 论 的 世纪 ”实际 上 ，19 世纪 
研究 的 主要 是 特殊 函数 ， 特 别 是 构 圆 函数 及 其 推广 ， 以 及 特殊 
的 应 用 ; 尤其 是 用 残 数 演算 计算 定 积分 和 为 绘制 地 图 而 进行 的 
梨 角 变换 的 研究 。 复 变 函 数论 的 三 个 葛 基 人 是 柯 西 、 黎 晶 和 笋 
尔 斯 特 拉 斯 ， 他 们 各 有 一 套 方 法 和 课题 ， 各 有 自己 的 追随 者 ， 
到 19 世纪 末 ， 出 现 了 这 三 条 途径 的 融合 ， 形 成 了 统一 的 复 变 
函数 论 。 另 外 ， 把 一 般 函 数论 作为 函数 论 的 主要 方向 大 大 扩充 
了 函数 论 的 研究 领域 。 

整 函数 及 亚 纯 函数 理论 。 比 多 项 式 复 杂 的 函数 是 超越 整 函 
H, n 次 多 项 式 有 * 个 根 ， 它 可 以 表示 为 各 因子 的 乘积 。 如 果 
复 变 元 z 的 复 值 函数 在 所 有 不 等 于 oo 的 点 Z 处 全 纯 ， 则 称 
f(z) 为 整 函数 。 当 oo 是 f(z) 的 极点 ，f (xe) 就 是 多 项 式 。 
而 不 是 多 项 式 的 整 应 数 ， 就 是 超越 整 函 数 ， 例 如 eX, sinz, 
cosz 等 。 魏 尔 斯 特 拉 斯 最 先 研 究 一 般 GR) 整 函数 ， 他 在 
1876 FILE HMERRBIRA. HIER, HARARE 
f (2), TRF EME Co 1879 年 法 国 数学 家 毕 卡 证 明了 
毕 卡 大 定理 ， 每 一 个 超越 整 函数 f(x)， 对 每 一 有 限 值 W， 
最 多 除了 一 个 之 外 ， 都 取 无 穷 客 次 。 这 个 定理 成 为 后 来 值 分 布 
理论 的 出 发 点 。 这 个 可 能 不 取 的 值 称 为 例外 值 ， 如 果 我 们 把 om 
也 算 一 个 值 ， 则 例外 信 可 以 有 两 个 。 颂 利雅 (Julia, Gaston, 
1893 一 1978) 在 1919 年 把 毕 卡 定理 加 以 精密 化 。 他 证 明 ， 对 
于 超越 整 函数 ， 至 少 存在 一 个 方向 ， 在 这 个 方向 的 狭 准 角 域 
中 ， 毕 卡 定理 也 成 立 ， 这 个 方向 称 为 船 利雅 方向 。 

比 整 函数 再 稍微 复杂 一 些 的 函数 是 亚 纯 函数 ( 半 纯 函数 )， 
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它 在 复 平 面 上 可 以 有 极点 。 同 样 ， 魏 尔 斯 特 拉 斯 也 给 出 了 表 
示 。1877 年 瑞典 数学 家 米 塔 格 - KA (Mittag - Leffler, 
Gustav, 1846—1927) 给 出 部 分 公式 的 表示 : 

对 于 亚 纯 函数 ， 毕 卡 大 定理 也 成 立 。 
在 经 过 许多 人 研究 之 后 ， 芬 兰 数 学 家 奈 望 林 哮 对 于 亚 纯 函数 的 
值 分 布 理 论 进行 了 统一 的 论述 。 他 引进 了 特征 函数 本 (r) 及 
气 数 等 概念 ， 证 明了 第 一 、 第 二 定理 ， 使 值 分 布 理论 成 为 精致 
的 定量 理论 。1935 年 芬兰 数学 家 阿尔 福 斯 (Ahlfors, Lars, 
1907—1996) 用 拓扑 的 方法 建立 了 覆盖 面 理论 ， 由 它 不 仅 可 推 
出 奈 望 林 那 理论 ， 而 且 还 得 出 亚 纯 函数 许多 其 他 结果 ， 由 它 还 
明确 了 例外 币 个 数 2 的 拓扑 意义 ， 它 与 球面 的 欧 拉 示 性 数 有 
关 。 其 后 的 值 分 布 理论 是 本 着 这 望 林 那 理 论 的 模式 疝 一 般 区 域 
RR Sw Le. 

宪 级 数 及 独 利 克 雷 级 数 是 应 用 最 多 的 复 变 函数 ， 从 19 世 
纪 末 开始 有 着 儿 方 面 的 研究 。 特 别 是 一 个 零 级 数 的 收敛 圆周 成 
为 自然 边界 的 条 件 ， 有 着 各 种 各 样 的 缺 项 定理 。 应 用 上 最 常用 
的 是 交 伯 尔 型 定理 。 购 伯 尔 型 定理 是 朵 贝尔 定理 的 逆 定 理 。 

阿 贝尔 定理 如 果 


f (z) = Sane" 
RARE IG 1, Ta, WO, AMI A, MH x 沿 着 菜 条 道 


BREF IBY, ¥ (2) —Ao 
BL FIRE RK Md {EI AK (Tauber, A. 1866—1943) 给 出 道 
定理 成 空 的 条 件 ， 即 “ : 
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1910 ERS MS RE KE (Littlewood, John, Edensor, 
1885—1977) 把 条 件 放宽 到 

< 人 
而 且 这 条 件 不 能 再 辟 宽 了 。 维 纳 把 李 特 尔 伍 巷 的 陶 伯 尔 型 定理 
推广 到 可 测 函 数 ， 进 而 证 骨 率 数 定 理 。 在 数论 上 应 用 最 上 多 的 是 


狄 利克 雷 级 数 


同样 也 有 许多 系数 及 奇 点 关系 的 研究 ， 另 外 也 有 相应 的 陶 怕 尔 
型 定理 ， 在 数论 上 有 许多 应 用 。 

函数 论 一 个 重要 方面 是 保 角 上 映射， 其 基本 定理 是 黎 部 上 映射 
定理 (1851)。 它 指出 单 连通 区 域 之 间 可 通过 解析 函数 进行 保 
ARH. ERR 万 内 定义 的 单 值 解析 函数 六 (z)， 如 五 内 不 
同 两 点 喘 到 不 同 点 ， 称 为 单 叶 函数 。 单 叶 函 数理 论 是 保 前 映射 
的 重要 组 成 部 分 ，. 在 单位 独 内 单 叶 函数 族 的 理论 开始 于 科 忠 
(Koebe, Paul, 1882—1945} 对 单 值 化 间 题 的 研究 。 他 于 1909 
FARBER EE, ERE RR BRERA. CARS 
Rit aE 1916 年 推导 定量 结果 时 , -得 出 单 叶 应 数 系 统 理 
论 ， 同 时 证 明 单 叶 函数 |a;| 志 2， 他 猜想 | a, | 所 mn。 几 十 年 来 ， 
数学 家 对 此 狂想 发 表 了 上 千 篇 论文 ， 研 究 了 各 种 方法 ， 特 别 是 
$e Be RAHA (Lowner, Karl, 1893—1968) 在 1923 年 
引进 偏 微分 方程 ， 首 先 证 明 | a, |<3, SARS R HE HA 
(Schiffer, Menahem Max, 1911—) 在 1938 年 引进 变 分 方法 ， 
Bw) a,]<4 (1956)。 到 1972 年 才 证 明 a5, ag HHH 
想 成 立 。 出 乎 人 们 者 料 ， 美国 数学 家 德 . 布 兰 吉 斯 (de 
Branges, Louis, 1932—) 1984 F — Æ 56 & GE AR AL E oe 
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想 ， 从 而 结束 了 这 个 问题 近 70 年 的 历史 。 

3. 微分 几何 学 

1900 年 里 奇 和 他 的 学 生 列 维 - 奇 维 塔 系统 地 建立 了 张 量 
分 析 的 技术 ， 并 且 提 出 求 绝对 微分 不 变 式 的 一 般 问 题 ， 并 提出 
这 些 坐 标 选取 无 关 的 最 当然 在 物理 问题 与 数学 问题 中 有 意义 。 
20 世纪 初 ， 张 量 分 析 还 只 是 少数 数学 家 手中 的 工具 ， 而 一 旦 
被 爱 因 斯 坦 用 在 广义 相对 论 上 ， 不 仅 物 理学 家 找到 理想 的 数学 
工具 ， 反 过 来 激发 人 们 对 于 黎 曼 几何 及 张 基 分 析 的 兴趣 ， 从 而 
极 大 地 推动 微分 几何 学 的 发 展 。 数 学 家 决 不 满足 于 只 给 物理 学 
家 提供 工具 ， 他 们 要 走 自己 的 道路 ， 而 沿 着 这 条 道路 走 的 结果 
到 后 来 依然 为 物理 学 提供 了 工具 。 

1917 年 ， 列 维 - 奇 维 塔 引进 平行 移动 的 概念 ， 也 就 是 黎 
曼 流 形 土 两 个 向 量 平行 是 什么 意思 。 他 定义 向 量 场 X 《z) 沿 
曲线 卫 平 行 移动 为 对 曲线 的 协 变 微 分 等 于 0。 由 此 推出 沿 着 测 
地 线 〈 也 就 是 短程 线 7)， 曲 线 切线 是 平行 移动 的 。 这 样 可 得 出 
曲率 概念 而 不 必 通 过 ds?。 

1918 年 ， 外 和 尔 引 进 第 一 个 联络 的 概念 一 一 仿 射 联络 。 它 
推广 变换 关系 式 ， 但 不 依赖 于 ds? 的 选取 。 通 过 联络 可 以 
引进 曲率 。 其 后 玉 : 训 当 对 联络 的 概念 进一步 发 展 。 他 是 20 tt 
纪 最 伟大 的 数学 家 之 一 ，19 世纪 末 到 20 世纪 初 ， 他 主要 从 事 
李 群 的 研究 ， 对 于 分 类 半 单 纯 李 代 教 梳 出 划时代 葛 贡 献 。1910 
年 以 后 ， 他 发 展 由 达 困 布 等 人 发 展 的 “活动 标 架 法 "， 系 统 研 
究 外 微分 形式 法 ， 这 些 方 法 成 为 他 发 展 一 般 联络 理论 的 工具 。 

24H — SRBC RRS (Ehresmann, Charles, 
1905—1979) 等 人 进一步 发 展 成 为 一 般 的 纤维 从 观念 。 纤 维 从 


是 一 种 以 一 种 空间 为 基 、 基 上 每 点 又 长 出 男 一 空间 为 其 纤维 ， 
129 


所 有 这 些 纤 维 合 在 一 起 成 为 纤维 从 。 利 用 纤维 共 的 观念 可 以 自 
然 定 义 一 个 流 形 上 的 向 量 场 及 张 量 场 ， 同 时 也 可 以 定 交 外 微分 
形式 及 外 微分 。E:' 嘉 当 的 联络 概念 使 得 我 们 能 够 比较 在 两 个 
无 穷 近 点 的 两 个 切 空间 的 向 量 ， 同 时 可 以 定义 一 个 向 量 场 关于 
舅 一 向 量 场 的 导数 ， 这 正好 是 协 变 导数 的 巨大 推广 。 嘉 当 这 一 
套 概 念 和 方法 不 仅 对 于 微分 几何 产生 长 远 的 影响 ， 而 且 对 微分 
拓扑 乃至 物理 学 中 的 规范 场 理 论 都 提供 了 重要 工具 。 

20 世纪 微分 几何 学 的 另 一 重要 发 展 方向 是 大 范围 微分 几 
何 学 也 即 整 体 微 分 几何 学 。 以 前 的 微分 儿 何 学 局 限于 每 点 邻近 
的 坐标 ， 只 限于 描述 局 部 的 性 质 ， 而 对 于 整个 曲面 或 流 形 的 柱 
质 则 所 知 甚 少 。 从 高 斯 开始 ， 后 来 邦 内 (Bonnet, Ossian, 
1819—1892) 证 明 的 高 斯 一 邦 内 公式 是 第 一 个 这 样 的 公式 。 这 
公式 说 对 一 个 封闭 曲面 把 高 斯 曲率 进行 积分 (也 就 是 都 加 起 
来 )， 结 果 得 出 一 个 常数 ， 它 是 欧 拉 示 性 数 的 倍数 。 也 就 是 如 
果 两 个 曲面 同 胚 则 不 论 大 小 、 长 短 ， 积 分 起 来 都 一 样 ， 它 只 与 
曲面 的 拓扑 性 质 有 关 。1943 年 到 1944 年 高 维 高 斯 一 邦 内 公式 
的 证 明 ， 把 微分 的 整体 性 质 纳入 结构 数学 的 框架 之 中 。 

4. 解析 数论 

1912 4, BMS ARBAB (Landau, Edmund, 1877— 
1938) 在 英国 剑桥 召开 的 第 五 届 国 际 数学 家 大 会 土 十 分 悲观 地 
说 ， 即 使 要 证 明 下 面 比较 弱 的 命题 ， 在 当时 也 是 十 分 困难 的 : 
在 在 一 个 正 整 数 兵 ， 使 得 每 个 关 2 的 整 数 都 是 不 超过 K TK 
数 之 和 。 

不 难看 出 ， 这 个 傅 感 同 希 尔 伯 特 不 久 前 证 明 的 华 林 问 题 在 
形式 上 十 分 相似 ， 它 们 都 是 把 任 一 整数 表示 成 为 有 限 多 个 某 种 
特殊 类 型 的 整数 之 和 的 可 能 性 问题 。 希 尔 伯 特 只 解决 了 这 种 表 
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示 的 存在 性 问题 ， 但 并 没有 给 出 法 数 的 估计 。1918 年 英国 数 
学 家 哈代 《Hardy，Godfrey Harold，1877 一 1947) 与 印度 数学 
Ri SSS (Ramannjan, Srinivasa, 1887—1920) 首先 发 表 
圆 法 ， 但 一 开始 没有 应 用 于 哥 德 巴 赫 铺 想 及 华 袜 问题 。 

1920 年 挪威 数学 家 布 龙 (Brun, Viggo, 1885—1978) 改 
进 了 原始 的 乌 法 ， 得 到 了 任何 太 偶 数 都 可 以 表示 为 两 个 数 之 
和 ， 每 个 数 的 素 因 子 数目 不 超 计 9 个 的 结论 {我 们 简 记 为 9+ 
9)。 后 来 相继 改进 为 (7+7) (1924), (6+6) (1932), (5+ 
5) (1938) 和 {4 +4) (1940), 1947 年 挪威 数学 家 塞 尔 伯 格 
(Selberg, Atle, 1917—) 大 大 改进 了 布 龙 第 法 ， 并 得 出 更 好 
的 定量 结果 (相当 于 2+3)。1941 年 苏联 数学 家 林 尼 克 发 明 大 
Hitz, 1948 年 匈牙利 数学 家 瑞 尼 (Renyi，Alfred，1921 一 
1970) 把 大 第 法 加 以 精密 化 ， 首 先 得 出 (1 + C}。1965 FR 
国 数学 家 罗斯 (Roth, Klaus Friedrich, 1925—) 及 意大利 数 
ÆRA EA] (Bombieri, Enrico, 1940—) KAET AME, 
得 出 大 第 法 不 等 式 ， 因 此 可 以 得 出 〈1+3)。1966 年 陈景润 改 
进 前 人 的 方法 ， 宜 布 了 (1 +2)，1973 年 发 表 了 全 部 证 明 。 在 
此 之 前 ， 王 元 和 活 承 洞 等 也 得 到 了 当时 最 佳 的 结果 。 

1937 年 苏联 数学 家 维 诺 格 拉 打 夫 (Vinogradov, Ivan, 
1891 一 1983》 利 用 三 角 和 和 方法， 对 于 大 奇数 ， 完 全 解决 奇数 哥 
德 巴赫 狂想 。 这 是 解析 数论 的 一 项 重大 成 就 。 
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5 一 些 基本 的 数学 结构 


5.1 域 


， 有 理 数 域 及 其 扩张 

CHRAAHAT ENERO, XIR R AERC. 
它们 的 元 素 是 数 ， 它 们 的 加 法 和 乘法 运算 就 分 别 是 通常 的 数 的 
加 法 和 数 的 乘 法， 这 样 ， 我 们 研究 它 就 没有 什么 困难 。 

关于 域 下 结构 的 主要 问题 ， 首 先是 刻画 上 的 所 有 子 域 和 大 
的 所 有 扩张 域 的 问题 。 从 集合 论 来 看 ， 这 是 一 种 简单 的 包含 关 
系 。 但 是 ， 从 代数 结构 来 看 ， 不 是 所 有 的 子 集合 和 扩张 集合 都 
是 子 域 和 扩张 域 {简称 扩 域 )， 它 们 必须 满足 ; 

(1) 它们 本 身 也 是 域 ， 也 就 是 满足 域 的 所 有 公理 。 

(2) 它们 的 加 法 、 究 法 零 元 、 么 元 与 原来 的 城 分 别 保持 一 
Bo . 
显然 QCRCC。 这 样 ， 我 们 就 自然 以 它们 为 模式 来 建立 
更 一 般 的 数 域 理论 乃至 抽象 域 的 理论 。 从 历史 上 讲 ， 共 有 理 数 
域 到 实数 域 是 极 难 理解 的 ， 而 从 实数 域 到 复数 域 相 对 容易 理 
解 ， 也 就 是 复数 域 C 只 不 过 是 实数 域 民 DTS ei 
=/-1) 就 可 以 了 。 由 此 我 们 看 出 在 原 有 的 域 上 中 添加 不 
Ek 中 的 元 素 就 可 以 实现 域 的 扩张 。 不 难看 出 ， 有 理 数 域 Q 
不 包含 任何 子 域 ， 因 此 对 于 有 无 穷 多 个 元 素 的 域 来 讲 ， 有 理 数 
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域 都 是 它们 的 子 域 。 换 句 话 说， 有 理 歼 域 是 素 域 ， 即 所 有 包含 
无 穿 多 个 元 束 的 城 都 是 有 理 数 域 的 扩 域 。 

因此 要 研究 域 的 结构 时 ， 我 们 就 要 研究 它 是 怎么 由 OT 
张 而 成 的 。 上 面 我 们 已 经 知道 一 个 构造 扩 域 的 基本 方法 就 是 添 
加 新 元 素 。 这 样 根据 加 上 和 多少， 加 上 什么 样 的 元 素 可 以 对 扩 域 
进行 分 类 。 

如 果 域 的 扩张 KK 是 通过 加 上 一 个 元 素 a 形成 的 ， 则 称 
ABP R. WM KK = 有 (a)。 这 样 ， 单 扩张 K 的 元 素 均 可 写 
为 

ag + agar + aa” 
bo t+ bya + + bpa” 
KHER, Ha, 66k, Hb 不 全 为 0。 如 录 域 二 的 扩张 天 
是 通过 添加 有 限 志 个 元 素 得 到 的 ， 称 为 有 限 型 扩张 ， 它 可 以 通 
过 有 限 步 单 扩张 而 得 到 。 

一 个 不 在 域 上 中 的 元 素 a 称 为 代数 元 素 ， 如 果 a BRK 

MRE 中 的 代数 方程 ， 邵 

aga" 十 十 18 二 Ca 二 四， 和 大， 
其 中 a; 不 全 为 0， 否则 称 e DBRT. Wi, WARNA 
Q 来 说 ，.2 就 是 代数 元 素 ， 因 为 VY2 满 足 代数 方程 x? ~ 2= 0。 
x 不 是 代数 元 素 ， 是 超越 元 率 。 对 于 每 个 代数 元 素 ， 存 在 唯一 
一 个 首 项 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 

fa (2) Hat tagt" l teetan, 
使 对 任 一 满足 Ca) =0 的 和 多项式 F (2c) WAS, (x) 整除 
(zx)， 这 个 多 项 式 f (1) BA a 的 极 小 寥 项 式 。 一 个 域 扩 
张 K/E 称 为 代数 扩张 ， 如 果 K 中 所 有 的 元 素 均 为 代数 元 素 。 


非 代 数 扩张 称 为 超越 扩张 。 
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PR K/k HARP RK, MRK 作为 二 上 向 基 空 间 是 有 
限 维 的 ， 否 则 称 为 元 限 扩张 。 这 个 向 量 空间 的 维 数 称 为 扩张 的 
次 数 ， 记 作 [K:k】。 每 个 有 限 扩张 均 为 代数 扩张 。 单 代数 扩 
张 的 次 数 就 等 于 其 极 小 多 项 式 的 次 数 ， 而 单 超越 扩张 则 是 无 限 
扩张 。 

”对 于 相继 两 个 扩张 

&£CKCL, 
LL: K) 是 有 限 的 当 且 促 当 (K:2) 5 (Like) 均 为 有 限 ， 且 
有 

(Lik] =(L:K)(K:&). 

这 样 ， 我 们 可 以 知道 复数 域 C 是 实数 域 丸 的 有 限 代数 扩 
ik, WEAR R 是 有 理 数 域 Q 的 无 限 超越 扩张 ， 因 此 从 入 到 
RR 有 一 个 极为 复杂 的 过 程 。 而 且 ，Q FRA 与 C 之 间 有 元 
穷 多 个 中 间 域 ， 其 中 有 许多 是 Q 的 有 限 代 数 扩张 。Q HAR 
代数 扩 域 称 为 代 歼 数 域 。 例 如 ， 在 有 理 数 域 中 添加 V2， 就 得 
到 一 个 实 二 次 域 Q_ V2), MRRM/-1, RBA—T+RO 
次 域 Q (y 一 1)， 这 个 域 称 为 高 斯 数 域 。Q 添加 1 的 n 次 单 
位 根 ， 也 就 是 满足 方程 

x" “1=0 
的 土 1 以 外 的 根 . 

t, = etfs | 
这 样 得 到 的 域 称 为 分 圆 数 域 。 对 不 同 的 x, 是 否 得 出 不 同 的 分 
RR Q G) 呢 ? 答案 是 否定 的 。 这 样 我 们 得 出 域 的 间 构 ， 
也 就 是 两 个 域 看 成 相同 的 一 个 例子 。 所 谓 两 域 K AL 同 构 ， 
也 就 是 存在 一 个 一 对 一 映射 
FK —L, 
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at yl—f(r)+ f(y), 
zyl — f(ry), 

AK PSMA WIL 的 零 元 及 么 元 上 。 可 以 证 明 ， 
5 n 为 奇数 时 , Q( 5,) 与 Q@(#24) 同 构 。 例 如 A) Ge) 
同 构 , 也 就 是 在 有 理 数 域 Q 中 加 入 三 次 单位 根 w, w? 后 与 加 入 
六 次 单位 根 后 所 得 的 域 是 一 样 的 。 

一 般 来 讲 ， 加 入 满足 有 理 系 数 的 代数 方程 的 根 后 所 得 到 的 
Q 的 扩 域 称 为 代数 数 域 。 代 数 数 域 构成 代数 数论 的 主要 研究 
对 象 ， 我 们 将 在 以 后 的 章节 中 论述 。 

现在 我 们 回 到 如 何 由 有 理 数 域 Q 构成 实数 域 只 的 问题 。 
前 面 已 经 看 到 ， 它 们 是 由 添加 许多 新 元 束 构 成 的 ， 这 个 过 程 称 
为 完备 化 (Completion), AE Q 只 有 唯一 一 种 完备 化 呢 ? 管 
案 是 否定 的 。 事 实 上 ， 对 于 每 个 素数 p, p =2, 3, 5, 7, 
11，… 都 对 应 一 个 有 理 数 域 Q 的 完备 化 Q@@,，Q 经 过 这 种 完备 
化 也 成 为 一 个 域 ， 称 为 ptm. CNA R 一 样 ， 也 是 最 基本 
的 域 ， 而 且 它 们 同 R 可 以 说 是 平起平坐 的 ， 总 称 局 部 域 。 它 
(ARSC 另外 一 个 相似 之 处 在 于 我 们 可 以 仿照 R 与 C， 进 
行 数学 分 析 的 研究 ， 正 如 实 分 析 和 复 分 析 一 样 ， 建 立 p 进 分 
Ho 

2. pitit 

FZR (Hensel, Kurt, 1861—1941) 在 1902 年 的 论文 
SA p 进 域 的 意图 , “把 代数 数 展 开 成 宪 级 数 "。 
他 作为 瑶 尔 斯 特 拉 斯 的 学 生 ,. 深 知 者 级 数 方法 的 威力 。 魏 尔 斯 
特 拉 斯 用 兰 级 数 展 开 单 复 变 解析 函数 ， 不 过 魏 尔 斯 特 拉 斯 总 要 
求 在 某 个 邻 域 害 级 数 收 化 ， 因 此 它们 并 不 能 构成 完备 赋值 域 。 


FERMEI (Landsberg Georg, 1865—1912) ERZ% 
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Fe FF BE Ar TK SE SRR Be a CR HAT Ee HE 
《 单 变 元 代数 函数 及 其 在 代数 曲线 和 阿 贝 尔 积分 上 的 应 用 》 于 
1902 年 出 版 。 通 过 类 比 代 数 数 和 代数 郴 数 ， 他 用 村 级 数 展开 
的 方法 来 处 理 代数 数 ， 其 结果 就 是 p 进 域 及 其 有 限 扩张 ， 这 
就 形成 与 库 默 尔 原 先 的 处 理 方法 大 异 其 趣 的 新 方法 。 他 的 方法 
在 季 的 两 本 著作 《代数 数论 )(1908) 和 《数论 )(1913) 中 给 出 详尽 
的 论述 。 
复数 系数 多 项 式 f (2) 在 z=a 都 有 一 个 展开 
f (x) =agta, (z-a) tta, (z-a)"o 

TERMAR y (z) 在 a SORT, mH 
高 阶 导 数 的 值 也 能 显示 出 来 。 一 般 有 理 函 数 


-g (e) 
f (z) =h (z) 
AFER 


f (x) = Da, (z 一 @ 
与 这 个 表示 进行 类 比 ， 正 整数 很 容易 有 p HRI 
了 = ao + ai 访 十 … 十 Gapr， 
其 中 系数 属于 (0, 1, e, p-ll RARE. WT 
分 数 ， 有 类 做 的 
f= $ Geb" o 
这 样 ， 我 们 就 有 p 进 数 的 定义 : 
EX 也是 一 个 固定 素数 ， ， 进 数 就 是 形式 的 无 穷 级 
Gimp "tetap ‘tagtaptarp't: 
其 中 所 有 a€ 10, 1, --, prio 
Pp 进 整数 是 没有 负 村 项 的 户 进 数 ， 即 名 以 表 为 
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aotaip tarp t+ 
的 p 进 数 。 所 有 p 进 数 的 完备 化 集合 记 作 Q, MERE p 进 
整数 集合 记 作 Z,. 
正如 10 进位 表示 一 样 ， 在 表示 数 的 时 候 ， 我 们 只 希 把 前 
面 的 系数 写 下 ， 而 不 再 写 如。 也 就 是 把 
ta ap "teeta pp taotap!t+.., 
写作 
(+, Gams A äp js ve), 
P 进 数 是 有 理 数 ， 当 且 仅 当 从 某 一 项 起 这 个 表示 是 周期 的 。 
另外 ， 对 于 负数 和 有 理 数 ， 我 们 都 有 唯一 的 这 种 表示 ， 特 
别 是 由 于 系数 都 是 整数 ， 我 们 只 需 找 到 a modp” 的 剩余 类 即 
可 。 例 如 ， 不 难 验证 
-1= (p-1) + tp-1) p+ (p-1) pit, 
c- 1={p-1)+(p-1)pt+(p=1)p" l- po 


因此  -1=(p-1) + (p-1) pt--+ (p1) p"! 
(mod p"), 
1 _ we 
同时 Haltere, 


1= (1+pt +p!) (1-p) + pe 


因此 Topalt ate tpn! (med p” )。 

p PMP AR, MR. RR, ERT AA 
如 何 由 有 理 数 域 QQ 完备 化 成 为 Q。。 但 是 ，p 进 数组 数 与 10 
进 小 数 不 同 ， 它 一 般 不 收 伍 ， 而 10 进 小 数 总 可 以 取 越 来 越 小 
的 饮 对 值 。 困 0 此， 就 必须 用 一 个 新 移 对 值 ||， 来 取代 原来 的 绝 
SHA, E p 进 级 数 收 伍 。 这 个 绝对 值 也 称 pp 进 赋值 ， 是 以 后 


感 值 论 的 模式 。 
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EM ”对 于 非 零 整数 5，cE Z，a = 上 EQ, 设 
a= p” É, (bec, p) =1, 
则 定义 


lalo Sm 


记 
m= V, (a), 
并 规定 
V, (0) =o, 
这 样 我 们 得 到 函数 
Vo: Q—*2U iœt, 
具有 下 面 三 条 性 质 ， 
V1 V, (a) = 0034 H4 a =0。 
V2 V, (ab) =V, (a) V, (6). 
V3 V, (a+b) Smin IV, (a), V, (b)}o 
这 个 函数 V, 称 为 Q 的 p 进 赋值 。 
由 p ERA EN Q 上 的 范 数 ， 也 就 是 p 进 绝对 值 
| Is: 
| lp: Q 一 一 民 ， 
a——*lal,=p 
它 满足 范 数 的 三 个 条 件 : 
NI |al,=0, 当 且 仪 当 a =0。 
N2 lab!l,=|al,lol,, 
N3 lathi Smax lials Ibl t Slel,+lblpo ` 
这 样 ， 我 们 可 以 完全 仿照 从 有 理 数 域 Q 出 发 构造 实数 民 的 方 
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法 来 构造 p 进 域 。 有 了 范 数 之 后 ， 不 难 定义 柯 西 序列 ， 只 是 现 
在 的 柯 西 序列 1z。} 是 相对 于 p 进 绝对 值 定义 的 ， 也 就 是 一 
有 理 数列 ie, 称 为 柯 西 序列 ， 如 果 对 于 每 个 e >0 存在 自然 
数 ao， 使 得 对 所 有 n, m> no， 

[|x — zm | p< éo 
Q 中 的 一 个 序列 称 为 0 序列， 如果 |x, | ERS PER 
于 0 的 序列 。 通 过 添加 QO, 的 元 素 ， 令 所 有 Q 中 的 柯 西 序列 
ARM, ek, MATE Q KI, 完备 化 ， 可 以 证 明 Q, 
就 是 这 种 完备 赋值 域 。 这 样 对 于 所 有 素数 p， 我 们 就 者 有 一 个 
完备 赋值 域 Q, 与 之 对 应 。 

有 了 这 人 么 多 Q, 之 后 ， 余 下 的 问题 是 : 


(1) R 在 其 中 的 地 位 ; 
(2) Q 上 除了 以 上 的 范 数 (或 赋值 ) 外 还 有 没有 别 的 ? 
对 于 第 一 个 问题 的 答案 是 ， R 5 Q Q3 Qs; mts Qp 


A RSH, WAKAAE] loo EFRR 
问题 时 ， 我 们 只 需 在 所 有 素数 中 添加 一 个 素数 om 即 可 。 

”对 于 第 二 个 问题 ， 管 案 是 Q 上 本 质 上 就 是 这 些 范 数 ， 其 
它 的 范 数 ， 都 可 以 表 为 | 长 或 11'， 其 中 : 是 个 正 实数 。 这 表现 
在 数论 中 有 许多 封闭 性 定理 。 

封闭 性 定理 ”对 于 任何 整数 a, 
Hla |,=1, 
其 中 pp 为 所 有 素数 加 上 oo 素数 。 
每 一 个 p HER OQ, 中 都 存在 一 个 整数 环 2Z,， KERJ 
Zr = 1xEQ llli, 
正如 有 理 数 域 OC 中 有 整数 环 2 一 样 。 不 过 在 Z 中 乘法 可 道 元 
单位) 只 有 +1 和 一 1， 而 Z, 中 乘法 可 道 元 构成 一 个 群 Z;y， 
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HELA 
Z,= [x€Q,l[rel,=11, 

这 样 在 Q, FZ, 上 可 以 有 数论 ， 它 是 一 种 局 部 理论 。 

3. 有 限 域 

群 论 研究 从 有 限 群 着 手 ， 但 常 刀 的 域 如 有 理 数 域 Q， 实 
数 域 R 和 复数 域 C 都 是 无 限 域 。 由 于 1 按照 通常 加 法 连 加 之 
后 ， 必 然 得 到 无 穷 多 个 数 ， 因 此 想到 有 限 域 必须 跳出 通常 数 的 
运算 模式 的 范围 ， 这 当然 得 有 天 才 的 眼光 。1830 £, W7 
发 现 有 限 域 ， 因 此 后 来 为 纪念 他 ， 也 称 为 其 罗 华 域 。 他 发 现 的 
有 限 域 是 具有 p 个 元 素 的 域 ， 其 中 p HRM. Ci k wee 
通常 整数 0，1，…，p 一 1 按照 模 p 加 法 和 乘法 构成 一 个 域 ， 
记 作 GF (p). 

秩 罗 华 对 数 域 有 完全 清楚 的 概念 ， 他 的 出 发 点 是 模 p 的 
同 余 类 ， 这 种 想法 来 自 高 斯 。 情 罗 华 认识 到 ， 现 在 已 不 是 通常 
整数 。，5，c 的 运算 ， 而 是 其 模 p 同 余 类 a，5,，。 的 运算 ， 
而 且 这 些 类 的 运算 可 定义 为 


而 当 aso 时 ， Tae LO RIT 
ax=6 (modp) 
的 整数 解 x 的 同 余 类 。 不 难 验 证 ， 这 些 模 p 的 同 余 类 构成 一 
个 域 。 他 证 明 ， 对 于 a，5E GF .{p)， 下 列 等 式 成 立 : 
za =0, 
(a+b)? =al + 6, 
a’ =a, 
(on ee a Ti, fe RK A AS PE E., 
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实际 上 ， 高 斯 早 在 考虑 ， 如 二 次 同 余 式 
=a (modp) 
的 解 ， 但 高 斯 只 考虑 有 理 整 数 解 。 但 其 罗 华 更 有 创造 性 。 他 
问 ， 是 否 能 够 引进 无 理解 ， 更 进一步 ， 对 于 任 一 模 p 不 可 约 
整 系数 专项 式 F (xz)}， 是 和 否 能 添加 新 “符号 ”， 使 得 
F (x) =0 (modp) 
有 解 。 正 像 通常 代数 中 添加 虚数 i， 使 
z?+1=9 
有 解 一 样 。 
WEF (x) An 次 不 可 约 多 项 式 ，; 是 一 个 根 ， 他 于 是 
造 出 p" 个 表达 式 
ataita,itt---ta,-,i7', 
HF a, ay, s, a,-;€ GF (p)。 不 难 证 明 这 p TERN 
成 域 ， 这 样 他 得 到 了 除了 GF (p) 之 外 的 有 限 域 ， 即 阶 数 为 
D BARR, BARRE RF te h Be aS tn pik 
WE? 1893 年 美国 数学 家 莫 尔 证 朋 ， 任何 一 有 限 域 必定 与 某 一 
iP eR, REE, ME RRM p MEYS, DE 
存在 唯一 一 个 人 徊 罗 华 域 ， 具 有 jy 个 元 素 。 这 样 有 限 域 的 列举 
及 分 类 问题 完全 和 解决。 有 限 域 理论 在 数论 、 编码 理论 、 组 合理 
论 及 数理 统计 等 方面 有 着 许 包 应 用 。 
+ he ELE BA TP en xe: 
定理 F MFR” ET p" _ 1 阶 循环 群 而 且 是 xe 
=1 的 全 部 根 。 
不 过 他 只 对 n = 1 EEA CR eo HERR 
BT 
a, a, n, al, 
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换言之 ，GF (p) 的 任何 扩张 GF (p") 都 是 单 扩张 。 

有 限 域 的 子 域 定理 ”对 于 n 的 每 个 因子 4，GF (p") 中 
存在 唯一 个 子 域 GF (p°), BRAT GF (p") 包含 GF 
(p), GF (p) 称 为 特征 p 的 案 域 。GF (p) 与 整数 环 Z 模 
p 的 剩余 类 域 同 构 。 

但 值得 注意 的 是 ，Z 模 p" 的 剩余 类 并 不 是 域 ， 因 此 更 谈 
RER GF (p) AS. RZ, MR GF (p") 是 GF (p°) 
的 一 个 扩张 ， 则 它 是 正规 扩张 ， 其 伽 罗 华 群 是 n/d 阶 循环 群 。 

4. RRR 

以 上 谈 到 的 数 域 是 抽象 域 的 概念 的 主要 来 源 ， 这 也 是 域 比 
较 容 易 理 解 、 容 易 处 理 的 原因 所 在 。 抽 象 域 当然 不 能 局 限于 只 
以 数 为 元 素 的 集合 ， 具 体 的 域 还 有 许多 元 率 不 能 表 为 数 的 情 
形 ， 最 简单 的 是 函数 城 。 | 

如 果 已 知 一 个 域 KK， 另 外 还 有 一 个 未 定 元 或 者 变 元 r, 
所 有 由 K 的 元 素 以 及 zx HI, MR. He. RR (0 不 做 分 母 ) 
所 得 到 的 所 有 形 如 

agt aje t + a,x" 
bot bizte t bpe” 
HEE (分 母 不 为 0) 集合 称 为 有 理 分 式 域 或 者 r 的 有 理 函 数 
域 ， 记 作 K 《xz)， 同 样 ， 可 以 造 出 两 个 变 元 或 多 个 变 元 的 有 
HAOR K (x, y) 等 。 这 时 ，z，y 等 都 是 独立 的 自由 恋 
E, K (<) 可 以 看 成 是 KK 的 扩 域 ，K (z, y) 可 以 看 成 是 
K (2) 的 扩 域 ， 如 此 等 等 。 

现在 我 们 可 以 考虑 两 变 元 r, y 之 间 具 有 关系 的 情形 。 最 

简单 的 关系 是 z，y 满足 一 个 系数 取 在 K 中 的 代数 方程 
E (x, y) =0. 2 a) 
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为 了 方便 ， 我 们 可 以 取 F (x, y) 为 不 可 约 多 项 式 ， 这 样 
(1) 式 就 代表 一 条 代数 曲线 S。 现 在 我 们 考虑 S 上 的 有 理 范 
数 域 。 为 此 ， 我 们 考虑 定义 在 S$ 上 的 点 (r, vy) 上 的 有 理 函 
Hoe 《xz，y)， 它 可 以 表示 为 


-P (x, y) 
Pe) Oy)" (2) 


我 们 假定 Q (r, y) 不 被 多 项 式 F (z, y) BR, RHE 
(1) 上 只 有 有 限 多 个 点 (x+，y)， 即 同时 满足 联 立 方程 
o (x, y) =0, 


F (z, y) =0 
的 点 ， 在 它们 的 上 面 ，p (x, y) 没有 定义 。 这 样 得 到 的 函 
数 gp， 称 为 曲线 S 的 有 理 函 数 ， 所 有 这 类 函数 构成 域 ， 称 为 
曲线 的 有 理 函 数 域 ， 记 作 天 〈S)。 它 的 重要 性 在 于 ， 它 是 曲 
线 的 双 有 理 不 变量 ， 也 就 是 当 通过 有 理 坐 标 变换 

pIE 

y =g (z, y) 
KERBER, K (S) 保持 不 变 。 例 如 实数 平面 上 单位 贺 
S: 

xt y? =1, 
其 K (5) 5S WRIA K(:) BM, 这 个 域 也 可 看 
成 包含 sing H cosp 的 所 有 有 理 函 数 的 域 ， 这 种 曲线 称 为 有 理 
曲线 。 它 也 反映 曲线 可 以 用 一 个 变 元 的 有 理 函 数 来 参数 化 ， 例 
如 
2 
1-1? 
1-2 
1+2?° 


xr= 


¥ = 
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但 是 ， 一 般 三 次 及 三 次 以 上 曲线 就 不是 有 理 曲线 ， 侠 如 
E:y?=27+1, 

EBK (E) 就 不 同 构 于 K (1), CRAG HA. — E 
E, MAHATA CEEZKHS, mAAR ER, 
而 二 次 曲线 都 是 有 理 曲 线 。 

同样 ， 在 复 平面 上 的 连通 区 域 上 的 所 有 单 复 变 数 亚 纯 钞 数 
也 形成 一 个 域 。 更 进一步 ， 任 意 连 通 复 流 形 上 的 连通 区 域 上 的 
Bra TE Ati ok St tE — A 

5， 形 式 实 域 

实数 域 具 有 代数 结构 、 序 结构 和 拓扑 结构 三 种 结构 的 多 重 
结构 。 在 抽象 的 研究 中 ， 我 们 往往 加 以 答 化 ， 以 实数 域 为 模 
式 ， 单 纯 考 碟 拓扑 域 ， 或 者 单纯 考虑 有 序 域 。 

实数 域 在 通常 的 序 关系 所 下 构成 一 个 全 序 域 。 与 它 对 照 ， 
复数 域 就 不 能 引入 一 个 全 序 结构 使 之 成 为 全 序 域 。 因 为 一 个 域 
可 以 引入 全 序 成 为 全 序 域 的 充分 必要 条 件 是 一 1 可 写成 平方 
和 。 这 样 的 域 我 们 称 为 形式 实 域 ， 简 称 实 域 。 实 数 域 就 是 形式 
实 域 的 模型 。 

形式 实 域 是 1927 FE ey PAE A ESR ES, ith 
们 由 此 解决 了 希 尔 伯 特 第 17 问题 ， 这 也 是 抽象 方法 的 伟大 胜 
利 。 他 们 研究 这 个 问题 的 出 发 点 是 刻画 实 代 数 数 域 。 他 们 把 这 
些 域 的 特点 总 结 成 “ 实 城 ”的 概念 。 他 们 把 实 城 定义 为 这 样 的 
R: 在 域 中 一 1 不 能 表 为 域 中 元 素 的 平方 科 。 显 然 任 何 全 序 域 
是 实 域 。 他 们 还 仿照 “代数 封闭 ”定义 “ 实 封闭 "， 也 就 是 一 
个 域 再 不 能 有 真 的 实 代数 扩张 域 。 阿 廷 等 证 明 “ 实 封闭 域 可 以 
唯一 的 方式 排序 ”"”。 由 此 他 们 几乎 元 中 生 有 地 建立 起 整个 实 域 
理论 。 
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在 实 域 的 抽象 理论 基础 上 ， 希 尔 伯 特 的 第 17 问题 就 不 难 
解决 了 了。 项 尔 伯 特 的 问题 的 出 发 点 是 他 1888 年 的 一 个 结果 。 


MR f(a. oo, t) 是 个 变 元 的 实 系数 多 项 式 ， 假 如 
f (ai ov, z) “正定 "， 也 就 是 说 ， 对 于 任何 一 组 实数 值 
{ajs Ta a,)s f (aq, on’ an) 的 值 都 大 于 或 等 于 零 ， Bil xk 


远 不 取 负 值 。 当 然 ，f (ao , ta) 要 是 能 够 表示 成 n 个 实 
REED fo s fa RRA, BAS (x1，…，xs) B 
然 正定 。 希 尔 伯 特 问 ， 反 过 来 ， 如 果 f Crp s 2.) ES, 
它 是 否 能 表示 为 一 些 实 系数 多 项 式 的 平方 和 呢 ? 希 尔 伯 特 发 
现 ， 除 非 = 1， 也 就 是 一 个 变 元 ， 这 事 才 对 。 于 是 希 尔 伯 特 
退 一 步 同 ， 要 是 两 个 正定 多 项 式 的 商 ， 也 就 是 有 理 分 式 ， 情 况 
又 如 何 呢 ? 当然 这 一 回 就 是 要 表示 为 实 系数 有 理 分 式 的 平方 和 
了 。 不 过 取 值 的 时 候 注意 不 让 分 母 为 零 就 是 了 。1900 年 希 尔 
怕 特 提出 这 个 问题 以 后 ， 进 展 不 大 ， 因 为 大 家 不 知 如 何 下 卑 。 
1926 年 ， 阿 廷 在 “ 实 城 ”理论 的 基础 上 ， 轻 而 易 举 地 解决 了 
这 个 同时 。 他 不 仅 肯 定 解决 了 希 尔 伯 特 原来 的 问题 ， 而 且 大 大 
超过 原来 的 限度 ， 实 系数 有 理 分 式 的 函数 域 可 以 换 成 任意 实 
域 。 不 仅 如 此 ， 他 还 能 定 出 表 为 多 少 个 有 理 分 式 的 平方 和 。 整 
个 同 题解 决 得 于 净 淋 亮 ， 使 许多 人 赞叹 不 已 。 这 也 反映 出 他 不 
是 为 抽象 而 抽象， 真正 能 够 运用 抽象 概 念 解决 具 体 问题 ， 而 且 
在 解决 问题 的 同时 也 发 展 了 抽象 理论 。 

正如 域 的 莫 本 问题 是 域 的 扩张 一 样 ， 全 序 域 P 如 果 包 含 
AFTREK, M P 称 为 天 的 全 序 术 张 。 而 这 只 有 当 -1 不 能 
EHEM Ax? TRAM A AA, APEK, A20, EP 
如 果 一 个 全 序 域 不 仿真 的 有 序 代数 扩张 则 称 为 实 闭 域 。 实 闭 域 


的 序 关 系 是 唯一 决定 的 。 对 于 全 序 域 K， 下 列 条 件 等 价 : 
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(1) K 是 实 闭 域 。 

(2) K (i) 是 代数 封闭 域 。 

(3) K 中 每 个 正 元 素 是 一 个 平方 ， 且 乓 上 每 个 奇 阶 密 项 
REK 中 具有 一 个 根 。 


5.2 拓扑 空间 


几何 图 形 最 简单 的 是 直线 和 贺 ， 它 们 与 高 散 集合 最 明显 、 
最 直观 的 区 别 在 于 它 的 连续 性 。 可 是 什么 是 连续 性 ? 对 连续 性 
的 本 质 探 讨 形成 了 一 种 新 的 结构 一 一 拓扑 结构 ， 它 演化 成 一 门 
新 学 科 一 一 一 般 拓扑 学 。 

从 数 与 形 的 明 最 区 别 可 以 看 出 ， 用 有 限 的 对 象 来 描写 无 穷 
的 对 象 以 及 用 离散 的 对 象 来 描写 连续 的 对 象 势必 过 到 极 大 的 、 
甚至 是 不 可 克服 的 困难 。 不 可 通 约 量 的 发 现实 际 上 表明 无 法 用 
有 理 数 来 穷尽 所 有 几何 晤 。 因 此 ， 用 数 表 量 章 到 和 失败。 这样 ， 
我 们 就 反 其 遵 而 行 之 ， 把 所 有 量 都 接受 为 数 ， 这 就 是 实数 。 实 
数 集 合 与 直线 上 的 点 一 一 对 应 。 这 样 的 直线 ， 我 们 称 为 数 直 
线 ， 通 常 记 作 Re 

R 是 数学 中 最 基本 的 对 象 ， 在 R 上面 也 存在 所 有 基本 结 
构 ， 代 数 结构 ， 域 ; 序 结构 ， 全 序 集 ; 它 也 存在 拓扑 结构 。 它 
的 拓扑 结构 也 是 以 后 定义 一 般 的 抽象 拓扑 结构 的 出 发 点 。 由 于 
拓扑 结构 是 对 其 连续 性 的 刻画， 它 的 原始 思想 自然 源 于 连续 函 
数 的 观念 。 连 续 函 数 是 最 简单 的 连续 映射 ， 而 过 续 映 射 fX 
一 >Y 区 别 于 一 般 集 合 的 映射 之 处 在 于 ， 集合 的 上 映射 可 以 把 X 
的 任何 一 个 元 素 映 到 的 任何 一 个 元 素 。 而 连续 映射 则 受到 
很 大 的 限制 ， 正 像 连 续 函 数 一 样 ， 它 不 仅 把 外 的 任何 一 个 元 
BY 的 任 一 元 素 »>， 还 要 求 y 的 “邻近 元 素 ” 也 是 z 
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的 “邻近 元 素 ” 的 象 。 

对 于 “邻近 元 素 ” 的 概念 精密 化 ， 就 得 出 R wy aa HE 
Bo 

Rik RYFRV RAR. (ER) HBR, MR V 包 
含 一 个 含有 zz 的 开 区 间 。 

尺 上 的 开 区 间 是 很 直观 的 ， 它 是 指 任何 形 如 (a, b) (a 
<k), (~, a), la, =) 的 集合 以 及 尺 ASR, HF 
a, 6€R, 

邻 域 具有 如 下 的 性 质 : 

Vi rz 的 每 一 邻 域 都 包含 z。 

V2 包含 r 任 一 邻 域 的 集合 仍 是 z 的 邻 域 。 

V3 两 个 邻 域 的 交集 仍 是 x 的 邻 域 。 

V4 z 的 每 个 令 域 V 都 包含 zx MS DBRw, Ew 
每 一 点 都 以 V 为 邻 城 。 

V5 《这 斯 道夫 性 质 ) Wr, 为 两 个 不 同 的 点 ， 则 存 
在 工 的 邻 域 V 与 y 的 邻 域 全 ,使 V 站 W=g。 

可 以 看 出 ， 邻 域 的 概念 和 性 质 完 全 取决 于 对 于 开 及 间 的 规 
定 。 而 RR 的 开 区 间 完 全 由 民 的 全 序 性 质 得 来 。 但 一 般 的 集合 
“RR EAR 那样 好 的 全 新 结构 ， 因 此 ， 我 们 就 必须 把 R 
上 开 集 〈 也 就 是 有 限 或 无 穷 多 个 开 区 间 的 并 集 ) 的 性 质 抽象 出 
来 ， 成 为 一 般 集合 中 的 开 集 概念 。 

由 于 我 们 现在 一 点 具体 的 依靠 也 没有 了 ， 定 闵 一 般 集合 的 
抽象 开 集 只 是 通过 把 R 中 开 集 的 性 质 加 以 公理 化 即 可 。 

FR 集合 5 中 一 族 子 集合 称 为 开 集 族 ， 如 果 它 的 元 素 
一 一 开 集 满足 ; 


Ol 任意 多 (ARRAS) 开 集 的 并 集 仍 是 开 集 。 
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O2 有 限 多 开 集 的 交集 仍 是 开 集 。 

D3 SKo BFE. 

对 于 S 中 的 开 集 ， 有 对 偶 的 概念 一 一 闭 集 。 所 谓 闭 集 ， 就 是 
它 在 S 中 的 补 集 是 开 集 。 由 上 述 公 理 ， 可 得 出 闭 集 的 公理 : 

Fl 任意 多 个 闭 集 的 交集 是 闭 集 。 

F2 有 限 多 个 闭 集 的 并 和 集 是 闭 集 。 

F3 gg 及 S 是 闭 集 。 

GRR PAKARI, BR, FH. HRS R 中 开 区 
间 、 闭 区 间 有 密切 关系 。 但 是 它们 与 通常 的 开 区 词 和 闭 区 间 仍 
稍 有 不 同 。 例 如 ， 开 区 间 的 并 不 一 定 是 开 区 间 。 但 是 这 样 的 拓 
广 对 拓扑 学 的 发 展 很 有 好 处 。 

注意 ， 在 一 般 情 况 下 ， 在 一 个 集合 中 既 存 在 着 开 集 和 闭 
集 ， 也 存在 着 既 开 且 闭 的 集合 ， 更 存在 既 不 开 也 不 闭 的 集合 
例如 实数 直线 上 半 开 区 间 )。 更 重要 的 是 ， 对 同一 个 集合 S, 
可 选 不 同 的 开 集 族 。 每 当选 定 一 个 开 集 族 时 ， 就 称 为 S 被 赋 
予 一 个 拓 丰 结构， 简称 拓扑 ， 具 有 给 定 拓扑 的 集合 称 为 拓扑 空 
间 。 

选 出 一 个 集合 的 开 集 族 满 足 开 集 公理 基 现 在 定义 拓扑 的 标 
淮 方法 。 实 际 上 ， 它 的 产生 是 比较 晚 的 。 早 先 的 定义 有 许多 ， 
特别 是 1914 年 豪 斯 道夫 是 通过 邻 域 的 5 KEM V1 到 V5 来 
定义 拓扑 的 。 这 样 得 到 的 是 可 分 圳 斯 道夫 空间 ， 而 对 于 和 集合 
EE， 对 每 一 点 z CE, -选择 一 系列 子 集 ， 满 足 V1 到 V3, # 
yc RV (2), BHU SOE E hah, RE 
为 拓扑 空间 。 用 邻 域 定义 的 拓扑 更 接近 拓扑 的 本 意 ， 即 点 与 
点 、 点 与 集合 的 邻接 性 质 ， 用 它 来 定义 连续 映射 时 ， 显 然 更 接 
近 了 于 数学 分 析 中 的 连续 函数 ， 也 就 是 了 a) 一 点 邻 域 的 原 象 
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ERA r HERAF., 

另 一 种 定义 拓扑 的 方法 是 利用 闭 包 算 子 ， 它 可 以 用 公理 来 
定义 ; 对 集合 五 中 任何 子 集 4， 都 可 以 指定 子 集 及 与 之 对 应 ， 
并 满足 下 列 4 条 公理 : 

Cl ø=ø, E=E, 

C2 HATE ACE, ACA, 

C3 AUB=AUB, 

C4 WAFER A, A=A. 

则 映射 A -一 "4 称 为 闭 包 算 子 。 定 义 闭 包 算 子 后 可 以 定义 E 
中 的 闭 集 4， 它 们 就 是 满 吓 4 = 互 的 集合 ， 而 且 这 些 闭 集 满 
E F1 一 F3， 因 此 定义 EE 的 拓扑 。 这 样 ， 通 过 定义 闭 包 运 算 
也 可 以 定义 所 扑 ， 这 种 方法 首先 是 波兰 数学 家 库 拉 托 夫 斯 基 
{Kuratowski, Kazimierz, 1896—1980) 在 他 的 和 名著 《拓扑 学 》 
I (1922). 中 首先 给 出 的 。 

在 拓扑 的 释 种 诬 用 中 ”党 妆 用 度量 空间 (X, o) KEX 
拓扑 ， 这 时 点 < 的 邻 域 可 定义 为 

U (xz) = lyly€X, p (x, y) <el, 
那么 它们 的 全 体 构成 x 的 邻 域 系 ， 它 自然 引入 拓扑 。 

如 EE、 玉 是 两 个 拓扑 空间 ， 那 么 现在 我 们 要 问 什 么 时 候 
了 两 个 拓扑 空间 一 样 ， 或 者 说 它们 同 胚 (homeomorphism). E 
到 下 的 同上 是 映射 不 仅 要 求 集合 已 和 FF 一 一 对 应 ， 而 且 要 求 存 
在 玉 到 F 的 一 一 连续 映射 x/， 而 且 逆 映 射 广 ! 也 是 连续 的 。 所 
谓 连 续 觅 射 ， 它 是 连续 函数 的 自然 推广 ， 也 就 是 下 的 每 个 开 
PHAR REAR, SHRED, CRAIN. F 
映射 是 指 开 集 的 象 也 是 开 集 的 映射 。 困 此， 如 果 一 个 由 折 扑 空 


间 E 到 拓扑 空间 下 的 双 射 《 即 一 一 上 且 映 上 的 映射 】》 了 既是 连 
149 


续 映 射 久 是 于 映射 ， 则 fF EAR. OH, REPET 
RRR SHE E RSF 上， 我 们 就 称 为 E AP BR. RRR 
扑 空间 是 拓扑 结构 之 间 的 一 个 等 价 关 系 ， 我 们 看 成 它们 一 样 ， 
从 而 刻画 它们 拓扑 性 质 的 拓扑 不 变量 也 相同 。 

通过 开 集 《或 其 它 方法 ) 定义 拓扑 ， 使 得 我 们 有 可 能 在 同 
一 个 集合 上 以 不 同 的 方式 选取 不 同 的 开 集 族 ， 从 而 产生 不 同 的 
拓扑 结构 。 实 际 上 每 个 集合 S 至 少 有 两 种 极端 的 选取 法 。 一 
种 是 最 粗 的 拓扑 ， 即 在 SPRES lo 为 开 集 。 另 一 种 是 最 
精 的 拓扑 ， 即 $ 中 所 有 子 集合 CES Mo) 都 选 为 开 集 。 
这 种 拓扑 也 称 为 离散 拓扑 。 这 两 种 选取 显然 都 满足 开 集 的 公 
理 ， 从 而 可 以 定义 拓扑 结构 ， 它 们 常 被 称 为 平凡 的 拓扑 。 

对 于 集合 S 来 诗 ， 如 果 有 其 它 的 撕 扑 存在 ， 它 们 都 介 平 
这 两 个 极端 的 拓扑 之 间 。 一 般 来 讲 ， 这 些 拓扑 第 此 之 间 的 粗 精 
程度 不 一 定 可 以 比较 ， 但 是 其 中 有 些 可 以 比较 。 大 致 讲 ， 如 果 
拓扑 rz 的 开 集 也 是 拓扑 ri 的 开 集 ， 则 说 r 拓扑 比 rz 拓扑 
精 ， 或 rn Wer, 粗 。 如 果 ri 比 x2 精 ， 同 时 e 也 比 r, HH, 
ri 和 zs 等 价 ， 即 赋 子 这 两 种 拓扑 所 成 的 拓扑 空间 同 旺 。 利 用 
拓扑 的 和 粗 精 观念 及 连续 上 映射， 我 们 可 以 在 任意 集合 E 上 诱导 
出 拓扑 结 宰 。 方 法 如 下 ; | 

设 f 是 一 个 集合 E 到 拓扑 空间 F 的 上 映射， 定义 下 的 所 有 
FRO WRR S(O) 的 集合 为 的 开 集 ， 显 然 广 : (CO) 
的 集合 构成 玉 的 开 集 旋 ， 并 满足 公理 O1 一 D3， 它 形成 下 上 
Kath. RH, ERASE, FAM PT oe E ERS 
为 连续 的 最 粗 的 拓扑 。 

通过 诱导 拓扑 的 方法 ， 我 们 可 以 在 拓扑 空间 STRA 
上 诱导 出 拓扑 ， 这 只 和 才 要 详 入 映射 ' 
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fiA -—S 
即 可 。 同 样 ， 对 于 若干 个 拓扑 空间 五 的 直 积 FE, 也 可 以 通过 
使 一 切 投影 映射 
fir HE, —E; 

均 为 连续 ， 来 诱导 出 FE, 的 最 粗 拓扑 结构 ， 这 样 形成 的 拓 扩 
空间 称 为 积 空间 。 

另 一 种 定义 拓扑 的 方法 是 从 拓扑 空间 X 诱导 Y 的 拓扑 ， 
使 得 fiX 一 ~Y 连续 的 Y 的 最 精 的 拓扑 ， 这 是 利用 射影 X 
—X/R 定义 商 空间 X/R 的 拓扑 的 方法 。 

下 面 我 们 看 一 下 拓扑 空间 最 基本 的 性 质 : 

1. 基数 不 变量 

拓扑 空间 正中 定义 拓扑 的 所 有 开 集 如 果 可 以 通过 一 个 开 
集 族 B 中 开 集 的 并 集 构成 ， 则 B 称 为 E 的 基 。E 的 所 有 基 中 
势 最 小 的 称 为 空间 下 的 权 。 例 如 ， 实 数 直 线 (或 实数 区 间 ) 
的 开 集 的 基 可 以 取 为 所 有 开 区 间 ， 这 时 基 的 势 为 “<， 也 可 取 为 
端点 均 为 有 理 数 的 开 区 间 ， 这 时 基 的 势 为 全 。 因 此 实数 直线 
作为 拓扑 空间 的 权 为 Go， 对 于 基 的 权 为 人 的 拓扑 空间 ， 我 们 
称 它 为 满足 第 二 可 数 公理 。 

第 二 可 数 空间 一 定 是 第 一 可 数 的 同时 具有 稠密 可 数 集 。 第 
一 可 数 公理 是 指 每 一 点 均 有 局 部 可 数 基 。 存 在 稠密 可 数 集 的 空 
间 也 称 可 分 空间 。 实 际 上 以 实数 直线 R 为 模型 ， 其 中 有 理 数 
R QER TAS. E-PIFEMEET- BAER 可 数 
公理 。 a 

2. 分 离 公理 


分 离 公理 研究 拓扑 空间 中 的 点 或 闭 集 被 开 集 分 开 的 程度 ， 
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刻画 这 种 分 离 程度 的 中 心 ， 是 越 来 越 强 的 6 条 公理 ， 
设 (CX, o 为 拓扑 空间 ，z 表示 定义 拓扑 的 开 集 族 ，O 〇 
(a) 表示 包含 a SHAR, a, b 表示 两 不 同 的 点 。 
SMT, 若 ae，5EX， 则 存在 开 集 OEr， 使 得 或 者 EO, 
6&0, R#aGO, bEO。 
公理 T， Ha, bEX, WHEFRO (a), O (b) 分别 包 
&a, b, PHbEO (a), aO (6). 
SMT, Ha, bX, MEEF O (a), O (b5), BA 
O (a) NO (k) =ø. 
公理 T; GA AAR, b&A, WHEAT 4 的 开 集 O (A) 
MO (b), EO (A) NO (b) =e. 
公理 T， A, BAX 中 不 相交 闭 集 ， 则 存在 分 别 包含 A，B 
的 开 集 O (A), O (B), WEO (A) NO (B) 
=do 
公理 T5 A, BAX 中 不 相交 集 ， 则 存在 分 别 包含 A，B 的 
开 集 O (A), O (B), WEO (A) NO (B) = 
Bo ` i 
最 常用 的 空间 是 满足 公理 T, 的 空间 ， 称 为 豪 斯 道夫 空 
间 。 欧 氏 空 间 和 流 形 在 通常 拓扑 之 下 是 豪 斯 道夫 空间 ， 但 代数 
Joel eT ERE Tj EIEREN 
的 特点 是 三 何 杀 不 相同 的 点 都 可 以 通过 不 相交 的 开 邻 域 隔 高 
开 | | 
公理 Ti 则 比 公理 Ta 弱 得 多 ， 它 只 要 求 一 点 的 开 集 不 包 
合 另 一 点 。 满 足 公理 T 的 空间 称 为 弗 瑞 歌 空间 。 弗 瑞 软 空间 
的 一 个 刻画 是 它 的 所 有 点 部 是 闭 集 。 
公理 T 又 比 公理 Ti B. T SMR RABE 
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间 。 

显然 ， 豪 斯 道夫 TT, 空间 是 Ti 空间 ， 了 Ti 空间 是 Z 
间 ， 但 反 过 来 不 成 立 。 

对 于 满足 后 面 三 个 公理 的 空间 ， 在 文献 中 有 不 同 的 名 称 ， 
这 里 分 别称 为 Ts 空间 、T 空间 和 Ts 空间 ， 而 定义 

正则 空间 = Ta + To 空间 ; 

正规 空间 = T+ T, 空间 ; 

全 正规 空间 = 了 ;+ T, 空间 。 

只 有 在 这 种 定义 之 下 ， 有 如 下 蕴涵 关系 : 

SERS A> ERFA> EWS HT, Sl, GML 
过 来 不 成 立 ， 它 们 都 存在 反例 。 

”在 正则 空间 和 T 空间 之 间 还 可 以 加 上 空间 TD， 满 足 : 

SBT, Ga, b Amix 两 个 不 同 点 ， 则 存在 开 
Æ O (a), O. (5) 分 别 和 外 售 a，5， 它 们 的 闭 包 互 不 相交 ， 
Bp a Sen i 
O ta}fho = go. 

去 空间 也 被 称 为 全 带 斯 道 大 空间 。， 

至 此 我 们 只 是 孝 虑 拓扑 空间 的 邻 域 分 高 人 性， 它们 是 处 象 
的 。 但 是 ， 我 们 对 实 教 直 线 及 其 拓扑 直 较 清楚 ， 而 且 它 有 度量 
也 比较 具体 。 这 样 ， 我 们 可 以 通过 拓扑 空间 E 上 的 连续 函数 
来 更 好 地 了 解 世 的 拓扑 结构 ; :由 于 拓扑 空间 玉 上 连续 函数 的 
定义 辐 通 常数 学 分 析 的 定 浆 相近， 我 们 不 难 理 解 ， 由 拓扑 空间 
E 到 实数 直线 民 OP y EEN, SBME CE 
及 s>0， 都 存在 z HERU, HF 

yE USIF (x) -Ff ly) |<. 


问题 是 任意 取 一 个 拓扑 空间 E, RLESREBS RR? 显 
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然 是 存在 的 ， 至 少 平凡 的 连续 函数 
f (x) =a, 

即 常 函数 总 是 存在 的 。 然 而 除去 这 种 平凡 的 连续 函数 之 外 ， 还 
有 没有 非 平 凡 的 连续 函数 ? 连续 函数 对 拓扑 空间 的 性 质 决定 到 
什么 程度 ? 

关于 第 一 个 问题 ， 对 于 拓扑 空间 EE 来 讲 ， 空 间 存 在 一 个 
非常 数 的 连续 函数 等 价 于 空间 中 至 少 有 两 个 函数 分 离 的 点 。 所 
WAA a, 函数 分 离 ， 是 指 存在 一 个 连续 函数 了 (x), HS 
(a) =0, f (6) =1。 关 于 这 个 问题 ， 可 以 有 如 下 定理 ; 

定理 车 一 个 拓扑 空间 ， 任 守 两 个 不 同 点 都 函数 分 离 ， 则 
它 一 定 是 豪 斯 道夫 空间 。 

但 其 逆 定 理 不 对 ， 苏 联 数学 家 乌 雷 松 在 他 去 世 前 三 天 完成 
他 最 后 一 篇 论文 ， 举 出 一 个 复杂 的 反例 。 

正则 空间 比率 斯 道夫 空间 分 离 性 更 强 ， 但 是 仍然 存在 正则 
空间 ， 其 上 每 个 连续 函数 都 是 常数 值 函数 。 第 一 个 例子 是 苏联 
数学 家 劳 赫 瓦 格 尔 (Rauchwager, Irina, 1918—) 在 1945 年 
发 表 的 ， 距 乌 备 松 的 例子 达 202A. SHAH, ERAT 
点 者 函数 分 离 ， 那 么 它 是 否 是 正则 空间 呢 ? 答案 也 是 否定 的 。 

更 进一步 ， 对 于 正规 室 间 ， 我 们 有 更 强 的 函数 分 离 的 结 
果 ， 这 也 是 乌 雷 松 在 1924 年 得 出 的 ; 

”定理 王 是 正规 空间 ， 当 上 且 仅 当 E 中 任 间 两 个 不 相交 闭 
集 4 和 日 是 范 数 分 离 的 ， 也 就 是 说 ， 存 在 瑟 上 连续 函数 ， 在 
E ERD 

O<f (x) S1, 
使 得 
-f (x) =0, 244 cE A, 
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f (x) =1, 当 xEB。 

蕊 雷 松 还 证 明 E 为 正规 室 间 的 另外 一 个 充分 必要 条 件 ， 即 : 

有 界 连 续 函 数 延 拓 定 理 ”对 于 EE 上 任意 一 个 闭 集 A 上 的 
AFUE ARO CRETE 上 的 有 界 连续 函 教 g， 使 得 对 = 
EA, f (rx} =g (x)o | 

1938 年 苏联 数学 家 维 捷 尼 索 夫 (Vedenisov, N. B.) HE 
广 到 无 界 连 续 函 数 上 ， 即 函数 值 订 取 无 穷 。 

为 了 找到 点 与 闭 和 集 能 函数 分 离 的 拓扑 空 间 ， 苏 联 数学 家 吉 
洪 诺 夫 在 正则 空间 和 正规 空间 之 闽 ， 引 进 全 正则 空间 ， 它 是 
Ti 空间 并 满足 函数 分 离 公理 Tal: 

公理 T} E 中 任意 一 点 与 任意 不 包含 这 点 的 闭 集 是 函数 
分 离 的 ， 即 对 任意 一 Ma Re SRV, FEE 上 一 个 连续 
BR f(z), 


OSF (2) <I, 
f (x) =0, AM yav, F Cy) =1。 
ge TE SU Se (8 at th a HY BB A SA. 
HEREA T MERLE, 即 单 位 区 间 r= (0, 
1) A-ha FF. 


“ron EEEH, Fen 维 欧 氏 空间 的 立方 体 ， 它 是 
一 个 度量 空间 ， 拓 村 由 内 积 度 量 诱导 而 来 。- 

4r= oH, FARRAR HI. 

当 r AERE, c= F 的 权 。 

吉 洪 庶 夫 立方 体 的 重要 性 之 一 在 于 它 是 全 正则 空间 的 万 有 
空间 ， 也 就 是 任何 一 个 全 正则 空间 都 同 胚 于 下 的 一 个 子 空间 。 


3. Bt 
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紧 性 来 源 于 数学 分 析 中 的 定理 ， 特 别 是 波 尔 查 庶 
(Bolzano, Bemard, 1781—1848) 一 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ;任何 
有 界 数 列 均 会 有 收敛 子 序列 。 对 于 n 维 欧 氏 空间 的 有 界 (无 
穷 ) 集 ， 在 该 空间 中 一 定 有 极限 点 。 在 复 分 析 中 有 蒙 太 尔 
(Montel, Paul, 1876—1975) 的 正规 族 理 论 。 海 涅 一 波 莱 尔 
ER, RARR TREERE RETE REDE CE 
全 刻画 R PRAMBHHRH. PEREDE, R” 
中 的 有 界 闭 集 4， 如 果 有 一 个 开 枚 盖 ， 也 就 是 一 组 开 集 |O! 
使 得 A 包含 在 这 组 开 集 的 并 集 之 中 ， Bp . 

ATUO;, l 
则 在 这 组 开 集 中 ， 可 以 选 出 有 限 多 开 集 ， 也 构成 A 的 覆盖 。 
反 过 来 ，R" 中 子 集 4， 如 晶 其 任何 开 覆 盖 都 可 选 出 有 限 子 覆 
盖 ， 则 A 是 有 界 闭 集 。 因 此 ， 如 果 我 们 把 集合 A 的 任何 开间 
盖 都 可 选 出 有 限 子 覆盖 作为 集合 A 是 紧 集 合 的 定义 的 话 ， 我 
们 可 以 得 出 ，R* 的 子 集 A 是 紧 集 当 且 仅 当 它 是 有 界 闭 集合 。. 

B, RRS RAZ OTR SS eR Se 
ATHER, FHETRRSMUMAR SRAM. 这 时 ， 有 具有 
紧 性 和 不 具有 紧 性 对 集合 的 性 质 大 有 关系 。 紧 性 空间 最 接近 有 
”上限 维 空间 的 性 质 ， 它 使 我 们 把 大 范围 的 研究 归结 为 局 部 的 研 
究 。 由 此 ， 许 多 存在 定理 可 以 得 到 证 明 。 例 如 ， 紧 空间 土 定义 
的 连续 实 值 函 数 一 定 是 有 界 韵 ; 且 可 达到 其 极 大 什 或 极 小 值 。 
许多 变 分 同 题 的 存在 定理 就 机 求 这 样 的 结果 。 

因此 ， 紧 的 补 率 概 念 在 数学 分 析 中 时 就 使 用 。 抽 人 象 的 紧 性 
概念 应 该 来 源 于 法 留 数学 这 弗 珊 葡 的 可 数 紧 概念 。 它 要 求 可 数 
FRRAART Mt, 81922 车 左 右 苏 联 的 亚历山大 洛 夫 
(Aleksandrov, Pavel, 1896—1982) 和 乌 雷 松 引入 更 强 的 双 紧 
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慨 仿 ， 后 来 由 布尔 巴 基 简 化 为 紧 的 概念 。 
在 公认 的 紧 性 的 抽象 定义 为 : 一 个 拓扑 空间 XR, m 

果 每 个 开 覆 盖 包 售 一 个 有 限 子 覆盖 。 

它 有 一 些 等 价 人 性 质 ， 其 中 包括 有 限 交 公理 。 

有 限 交 公理 ”如 任何 闭 子 集 族 ， 其 交集 为 空 售 ， 则 包含 有 
最 闭 子 集 子 族 ， 其 交集 为 空 集 。 

我 们 可 以 从 见 个 许 画 来 推广 紧 的 概念 : 

(1) o 紧 ， 可 数 多 紧 集 的 并 集 称 为 v 紧 。 

(2) WERE (Lindeisf,. Ernst, 1870—1946) 空间 ， 如 
ERSTE Se 

(3) FRR: 每 可 数 开 覆 盖 均 有 有 限于 覆盖 。 

(4). 列 紧 ， 每 序列 均 有 一 个 收效 子 序列 。 

(5) HE: SERPARBHHAR. . 

CNZAAM RMR, PRA—-RAARY: 


‘oC 


A 
. _ WR 
AIF- . 
ANAM, JCM ROR EAL. 
吉 洪 诺 夫 定 理 :任意 才 个 紧 空 间 的 拓扑 积 是 紧 空间 。 
紧 空间 还 有 许多 好 的 遗传 性 质 ， 如: 
A) 紧 室 间 的 闭 予 空间 是 紧 空间 。 
(2) 紧 空 间 的 连续 映射 的 象 是 紧 空 间 。 
常用 的 紧 空 间 大 都 是 豪 斯 道夫 空间 ， 我 们 可 简称 为 T 紧 
统 ， 它 具有 很 好 的 稳定 性 : 


(1) 任意 多 T: 紧 统 的 拓扑 积 是 T: 紧 统 。 
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(2) T: 紧 统 的 连续 映射 象 是 T: 紧 统 。 

下 面 的 性 质 是 T 紧 统 独 有 的 ; 

(3) £-T, 紧 统 是 正规 空间 ， 从 而 是 完全 正则 空间 。 

(4) T, 紧 统 的 万 有 空间 是 I"， 即 权 不 超过 e 的 任 一 T， 
紧 统 同上 胚 于 AFBI. 

(5) T: 紧 统 可 以 度量 化 ， 当 是 仅 当 它 只 有 可 数 基 。 这 种 
T 紧 统 简称 为 紧 统 。 紧 统 上 任何 度量 都 是 完备 的 且 全 有 界 的 ， 
反之 ， 具有 此 性 质 的 度量 空间 是 紧 统 。 

紧 统 的 典型 例子 是 康 托 尔 集 ， 康 托 尔 集 是 0 维 、 完 全 集 和 
紧 统 。 康 托 尔 集 具 有 万 有 人 性质， 任 一 可 度量 化 紧 统 都 是 康 托 尔 
集 的 连续 系 。 

另 一 个 重要 概念 是 局 部 紧 。 一 个 拓扑 空间 称 为 局 部 紧 ， 如 
每 一 个 点 均 包 含 在 一 个 紧邻 域 之 中 。 显 然 任何 紧 空间 是 局 部 紧 
的 。 任 何 离散 拓扑 空间 是 局 部 紧 的 ， 例 如 整数 集合 Zo RAN 
局 部 紧 但 整体 不 紧 的 空间 是 实数 直线 R。 有 理 数 集 Q 既 不 紧 ， 
也 不 局 部 紧 。 

局 部 紧 豪 斯 道夫 空间 与 豪 斯 道夫 空间 的 主要 区 别 在 于 它 不 
一 定 正规 ， 但 是 局 部 紧 豪 斯 道夫 空间 具有 如 下 有 用 的 性 质 : 

(1) 任何 局 部 紧 划 斯 道夫 空间 是 全 正则 窗 间 ; 

(2) 一 空间 是 局 部 紧 豪 斯 道夫 空间 ， 当 且 仅 当 它 可 以 表 为 
一 个 紧 训 斯 道夫 空间 的 开 子 空间 。 

每 个 局 部 紧 豪 斯 道夫 空间 X 都 可 以 通过 一 个 紧 豪 斯 道夫 
空间 Y 去 掉 一 点 而 得 到 ， 且 Y HX 唯一 决定 。 

反 过 来 ， 一 个 局 部 紧 豪 斯 道夫 空间 都 可 以 通过 加 上 一 点 而 
成 为 紧 空间 ， 这 个 过 程 称 为 紧 化 ， 它 可 有 多 种 紧 化 方法 ， 每 一 
种 紧 化 都 使 它 成 为 紧 化 空间 的 开 子 集 。 
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实际 上 ， 不 仅 局 部 紧 空 间 可 以 紧 化 ， 而 且 任何 拓扑 宅 间 都 
可 以 紧 化 。 

紧 化 ”一 个 紧 空 间 X 称 为 拓扑 空间 XX 的 紧 化 ， 如 果 X 
是 cX 的 子 空间 ， 而 且 在 其 中 处 处 稠密 。 

紧 化 河 题 是 一 般 拓 扑 学 中 一 个 主要 研究 题目 。 基 本 结果 
有 : 

(1) PARIE, X 添加 一 点 的 紧 化 ， 记 作 sX。 它 是 由 苏 
联 数学 家 PS PAH WABAKF 1924 年 首先 提出 来 的 。 例 如 n 
BKK R MLCT aRAs 维 球面 ， 英 比 乌 斯 带 单 
点 紧 化 后 成 为 实 射 影 平面 RP?， 它 是 非 紧 的 局 部 紧 豪 斯 道夫 
空间 的 唯一 豪 斯 道夫 紧 化 ， 但 它 是 区 所 有 紧 化 集合 B (z) 中 
的 最 小 元 。 

(2) 豪 斯 道夫 紧 化 ， 如 紧 化 空间 是 豪 斯 道夫 空间 。 这 是 吉 
洪 诺 夫 于 1929 年 引入 的 。 他 证 明 ， 每 一 个 完全 正则 空间 具有 
豪 斯 道夫 紧 人 化， 而 且 典 有 完全 正则 空间 具有 豪 斯 道夫 紧 化 。 其 
权 为 = 的 完全 正则 空间 具有 有 权 为 r HERBAL. SHAK 
只 一 种 豪 斯 道夫 紧 化 ， 著 中 最 大 的 称 为 斯 通 一 切 赫 紧 化 ， 记 作 
BAX， 它 是 由 美国 数学 家 斯 通 和 捷克 数学 家 切 赫 (Cech，E- 
douard, 1893—1960) 在 1937 年 独立 发 现 的 。 

对 于 正规 空间 六， 其 斯 通 一 切 赫 紧 化 8X 其 有 如 下 性 质 : 

(1): AEE PTT AEC AS HEE AOE AX PRA ABR 
Hs : 

(2). X ERRA EET Ka ax 上 连续 实 值 函 


数 。 
对 于 完全 正则 生 同 YER (2) 也 成 立 ， 而 且 还 有 如 下 的 


推广 : 
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(3) 任何 由 完全 正则 空间 X WRAY 的 连续 映射 可 扩张 
成 BX 到 Y 的 连续 映射 。 

斯 通 一 切 赫 紧 化 对 一 般 测度 论 、 一 般 线性 拓 扩 空间 理论 和 
巴 拿 赫 代 数理 论 来 说 都 至 关 重 要 。 

KARE 1937 年 提出 了 在 拓扑 学 中 至 关 重 要 的 仿 紧 
{ Paracom pact ) 概念 。 

对 于 一 个 集合 X， 任 何 子 集 族 称 为 X HEE, MR 
子 集 族 中 子 集 的 并 集 是 xX。 在 拓扑 空间 XH, RNR 
AM, 即 子 集 族 中 于 集 均 为 开 集 。 选 取 开 覆盖 的 意义 在 于 
CHGS X 的 局 部 信息 与 整体 信息 联系 在 一 起 ， 因 为 
开 集 反映 拓扑 空间 的 局 部 信息 。 而 开 履 盖 (WAE) HR RK 
目 、 相 五 关系 以 及 组 合 性 质 则 反映 出 这 些 开 集 是 如 何 拼 幅 起 来 
成 为 整个 空间 的 。 由 于 瑟 前 覆盖 是 一 个 于 集 族 ， 因 此 X 的 各 
覆盖 之 间 存 在 一 些 关 系 ， 最 简单 的 为 两 种 : 一 种 是 子 办 盖 ， 也 
就 是 存在 一 个 子 族 也 是 覆盖 , :这 在 紧 性 的 定义 中 是 关键 的 。 另 
—HEMRE, BEV, FARA LU! A, wR 
对 每 Vi EU, EVUL BAH SH-TERE AH 
有 限 性 ， 也 就 是 在 X 每 一 点 都 存 邻 域 ， 只 同 覆盖 中 有 限 多 个 
FRA, AH, MHS X KAR, MR MEAT 
EARTE- TARAR. TRLHGESARZ, 
它 和 包括 所 有 的 度量 空间 ;: HARSH. PERA RARR SAS 
是 仿 紧 的 。 但 林 德 洛 夫 空 间 是 仿 紧 的 ， 特 别 是 仿 紧 豪 斯 道夫 空 
闻 是 正规 空间 。 由 入 优 紧 室 介 有 极 好 的 性 质 ， 它 在 维 数论 、 代 
数 拓扑 、 微分 流 形 及 泛 函 分 析 的 研究 中 部 至 关 重 要 。 

4. 连通 性 

连通 性 是 拓扑 空间 一 一 个 重要 的 拓扑 不 变性 质 比 起 紧 性 
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来 ， 它 更 为 直观 。 例 如 ， 通 常 欧 氏 平面 R 是 连通 的 ， 除 去 一 
点 后 ， 其 它 部 分 仍然 是 连通 的 ， 但 是 除去 一 个 圆周 时 ， 其 余部 
分 就 被 分 成 两 块 ， 圆 内 和 圆 外 ， 它 们 彼此 不 连通 。 这 种 直观 的 
概念 抽象 之 后 得 出 连通 性 的 定义 : 拓扑 空间 X 如 不 能 表 为 两 
个 非 空 的 不 相交 闭 集 的 并 集 ， 则 称 OX 为 连通 的 。 

拓扑 空间 X 的 子 集 称 为 连通 的 ， 如 果 它 作为 XAFS 
是 连通 的 。 连 通 集 的 闭 包 是 连通 的 ， 连 通 集 的 连续 象 也 是 连通 
的 ， 连 通 集 的 积 也 是 连 道 的 。 对 于 拓扑 空间 中 每 一 点 x， 和 包含 
z 的 所 有 连通 子 集 的 并 集 是 包含 x 的 最 大 连通 子 集 ,， 称 为 x 
的 连通 分 支 ; 连通 分 支 是 闭 集 ， 不 同 的 连通 分 支 不 相交 。 

当空 间 X 中 任意 两 点 a。，5 可 由 空间 中 道路 连接 时 ， 称 x 
为 道路 连通 的 。 所 请 连接 a, b 的 道路 ， 即 是 由 [0，1] KA 
到 文中 的 连续 映射 *， 使 得 (0) =e, f (1) =b, BRE 
通 是 一 种 等 价 关 系 ， 而 等 价 类 称 为 道路 连通 分 支 ， 道 路 连通 分 
支 包含 在 连通 分 支 之 内 。 但 有 反 铀 说 明 反 包含 关系 不 成 立 。 因 
此 道路 连通 的 拓扑 空间 也 是 连通 的 。 在 数学 中 常用 的 概念 是 区 
ih, CEES FM 5 欧 氏 空间 中 区 域 和 凸 子 集 电 道路 连通 
的 ， 因 而 也 是 连通 的 。 

局 部 连通 性 是 指 对 每 点 x MEITSE VC), 都 存在 z 的 
较 小 的 连通 邻 域 U(z)CY(z)。 局 部 连通 空间 的 任何 开 子 集 
都 是 局 部 连通 的 , 且 其 任何 连通 分 支 吉 是 开 且 闭 集 合 。 空 间 局 
部 连通 的 充分 且 必 要 条 件 是 其 开 集 的 连通 分 支 也 是 连通 的 。 与 
连通 性 不 同 , 局 部 连通 空间 的 积 与 连续 象 未 必 是 局 部 连通 的 ,但 
是 局 部 连通 空间 的 开 映 射 及 闭 映射 的 象 也 是 局 部 连通 的 。 同 样 
可 以 定义 局 部 道路 连 遂 空间 , 它 也 是 局 部 连通 的 。 反 过 来 ,我 们 


有 具有 完备 度量 的 局 部 连通 空间 是 局 部 道路 连通 的 。 
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连通 空间 的 对 立 面 为 完全 不 连通 空间 ， 在 这 种 空间 中 任何 
点 的 连通 分 支 就 是 这 点 本 身 。 完 全 不 连通 空间 的 招 扑 积 与 它 的 
子 空间 均 为 完全 不 连通 空间 。 
EERE, ERM (continuum) 是 一 个 常用 的 词 。 从 来 
源 上 来 看 ， 它 通常 是 指 实数 直线 RR， 或 者 其 上 的 区 间 ， 这 时 
着 重 考 虑 它 的 “连续 性 ”特别 是 它 的 基数 的 一 方面 ， 例 如 ， 连 
续 统 假设 。 但 是 ， 连 续 一 户 往 往 是 对 于 映射 来 讲 ， 而 不 对 于 集 
合 来 讲 ， 即 使 用 也 往往 指 可 用 民 来 参数 化 。 对 于 实数 RA 
合 ， 说 它 连续 实质 上 是 指 它 完 备 ， 它 不 仅 像 有 理 数 集合 那样 
“稠密 ">， 即 任何 两 个 不 同 的 有 理 数 之 间 总 有 无 穷 多 有 理 数 ， 而 
且 其 中 的 所 有 “和 孔 ” 都 要 补 好 ， 从 而 连 成 一 片 。 从 一 般 拓扑 学 
来 讲 ， 连 续 统 定义 为 连通 紧 集 合 。 当 然 这 样 一 来 ， 我 们 要 求 去 
掉 退 化 的 情形 , .因为 单 点 集 也 是 连通 紧 集 合 ， 它 和 我 们 讲 的 连 
SRR. RH, ARM. A. OSE SH HES 
统 。 而 且 连 续 统 也 不 限于 实数 集合 了 。 
连续 统 具 有 如 下 人 性质 ，: 
(1) 具有 一 个 公共 点 的 两 连续 统 的 并 集 是 连续 统 。 
(2) 连续 统 的 拓扑 积 是 连续 统 。 
(3) 连续 统 的 连续 象 是 连续 统 。 从 这 点 看 ， 连 续 统 概念 符 
& “ER” HR. 
(4) 紧 统 的 连通 分 支 是 连续 统 。 
(5) 连续 统 不 本 能 分 解 为 非 空 不 相交 闭 集 的 可 数 并 集 。 这 
是 波兰 数学 家 谢 尔 窒 斯 基 (Sierpinski, Waclaw, 1882—1969) 
证 明 的 。 
(6) 每 一 个 局 部 连通 的 ， RAMEN 
续 象 。 这 充分 显示 出 连续 统 的 本 来 意义 。 
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5. 度量 空间 与 可 度量 化 问题 
拓扑 空间 的 椭 念 是 具体 空间 多 次 抽象 而 成 。 因 此 很 不 易 理 
解 。 和 但 是 ， 拓 扑 空 间 正 如 其 它 的 抽象 概念 一 样 ， 是 由 具体 概念 
抽象 而 米 ， 而 后 又 可 以 实现 成 为 具体 的 概 人 写 。 产 生 拓 扑 空 间 的 
重要 一 步 是 弗 珊 歇 在 1906 年 引入 度量 空间 概念 ， 而 度量 空间 
又 是 从 欧 氏 空间 抽象 而 来 的 。 
n 维 欧 几 里 得 空间 R" 中 两 点 
£= (xls Xa. s Te) 
和 y= (Cy Yar s Ya) 
之 间 的 距离 为 
p (a, y) Hf Gamat 《0 
ERS EE 
El p (z, x) =0, 
EV p (z, y) =O4AM4 r=y. 
E2 p(z, y) =p (y, 2x). 
E3 (三 角形 不 等 式 ) 对 任意 三 点 x, y z, 
p (xz, z) Sp (x, y) tp (y, zo 
弗 瑞 霹 于 是 定义 虐 离 空间 为 点 集 X, ERREZA XXX E, 
定义 到 非 灸 实数 的 映射 : 
p: XX XR", - 
RR (0, ©), WEAS El, El’, E2, E3, HK X 
被 赋 于 度量 或 距离 p， TH (X, o) 称 为 度量 空间 或 距离 空间 。 
如 果 p 只 满足 公理 El1，E2，E3， 则 o KAGE, (X, 
p) 称 为 伪 度 量 空间 。 
度量 空间 CX, o) 可 以 自然 地 引入 拓扑 ， 使 之 成 为 拓扑 


空间 。 最 简单 的 方法 是 对 任何 点 e 及 任何 正 数 =e>0， 取 工 的 s 
163 


邻 域 

U, (x) = jylp (z, y) <el 
的 集合 为 xz 的 基本 邻 域 系 ， 从 而 可 以 拓扑 。 为 此 ， 只 需 对 所 
有 zz， 所 有 s>0， 取 所 有 的 U. (x) 为 开 集 的 基 即 可 。 具 有 
由 度量 引入 的 拓扑 空间 仍 称 度量 空间 。 

由 度量 引入 的 拓扑 有 如 下 的 性 质 : 

(1) 每 度量 空间 是 T 分 离 的 ， 即 它 是 豪 斯 道夫 空间 。 

(2) 度量 空间 满足 第 一 可 数 公理 。 

G) 度量 空间 是 正规 空间 ， 而 且 是 完全 正规 空间。 

(4) 度量 空间 是 仿 紧 空间 。 

(5) 度量 空间 的 子 空间 也 是 度量 空间 。 

(6) 有 限 个 或 可 数 个 度量 空间 的 积 也 可 以 引入 度量 使 得 所 
得 的 拓扑 与 各 空间 磁 积 拓扑 一 致 。 

(7) 度量 空间 X 满足 第 二 可 数 公理 当 且 仅 当 它 是 可 分 的 ， 
即 有 可 数 笨 密 子 集 。 这 条 件 也 等 价 于 X 是 林 德 洛 夫 室 间 。 

对 于 的 度量 空间 也 可 以 定义 拓扑 ， 它 也 满足 第 一 可 数 公 
理 ， 但 一 般 不 是 豪 斯 道夫 空间 。 

对 于 度量 空间 (X, p), WA p (Ens r) 定义 基本 序 
列 或 柯 西 序列 。 这 时 可 仿照 康 托 尔 把 有 理 数 集合 Q eH 
方法 ， 使 得 度量 空间 的 所 有 基本 序列 者 收敛 ， 从 而 使 度量 空间 
(X, e) 完备 化 。 坚 度量 空间 是 完备 的 ， 反 之 ， 度 最 空间 是 紧 
的 当 且 促 当 它 完全 有 界 且 完备 。 这 里 完全 有 界 是 指 对 任何 > 
0， 都 存在 直径 不 超过 。 的 有限 覆盖 。 

由 于 度量 空间 有 巨大 的 优越 性 ， 自 然 产生 如 下 的 问题 ， f 
Fh GRP RR, HSC RAMS? 这 是 一 般 拓扑 学 中 
极 重要 的 度量 化 问题 。 上 面 列举 度量 空间 欧 性 质 (1) ~ (4a 
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必要 条 件 ， 但 不 是 充分 条 件 。 而 且 它 们 合 在 一 起 也 不 是 ， 这 就 
增加 了 问题 的 难度 。 第 一 个 给 出 拓扑 空间 可 度 咎 化 充分 条 件 的 
是 苏联 数学 家 乌 雷 松 ， 他 于 1923 年 证 明 ， 具 有 可 数 基 的 正规 
空间 可 度量 化 。1925 年 吉 洪 庶 夫 改 进 为 具有 可 数 基 的 正则 空 
oy Rib. 1917 年 美国 数学 家 奇特 顿 (Chittenden, Edward 
Wilson, 1895—1977) 给 出 第 一 个 充分 必要 条 件 ，1923 年 ，P 
'S- 亚 历 山大 洛 夫 和 乌 雷 松 给 出 第 二 个 充分 必要 条 件 : 

六 是 下 | 空间， 其 有 可 数 个 开 覆 盖 族 Mi，M2，… 满 足 : 

(1) SFU, ULE Mo BUNU Xo, WEE U 
EM,, U,UULCU; . 

(2》 对 于 万 的 任意 点 x， 取 和 包含 x 旦 属于 M, 的 任意 开 集 
U,, W {U1 是 基本 邻 域 系 。 

其 后 许多 人 都 对 此 加 以 改进 。 到 了 1950 年 ， 日 本 数学 家 
长 田 淘 一 (Nagats，Jan-iti，1925 一 )、 苏 联 数 学 家 斯 密 尔 诺 夫 
(Smirnov, Yiri, 1921—) 独立 地 得 出 新 的 度量 化 判 据 ， 

空间 X WEL 4 As x 正则， 且 具 有 可 数 多 个 局 部 
有 限 覆 普 ， 这 些 槛 善 的 并 集 形 成 XH, 

” 闻 时 美国 数学 家 柄 (Bitg，R，HE，1914 一 1986) 引入 类 
似 的 判 据 ， 只 是 把 局 部 月 限 族 的 成 离散 族 。 他 还 证 明 : 

空间 X 可 度量 化 当 且 仅 当 它 是 集体 正规 空间 且 具 有 可 数 
BF SG i.i P 

6. FER 

维 数理 论 与 连续 统 理论 是 几何 中 最 古老 的 分 支 ， 这 主要 由 
于 这 两 沾 概 念 是 非常 直观 的 : 解析 几何 产生 之 后 ， 我 们 知道 空 
间 中 每 个 点 和 三 个 实数 之 间 存 在 一 一 对 上 应， 自然 认为 我 们 的 室 


间 是 三 维 空间 。 同 样 ， 平 面 是 二 维 空 间 ， 直 线 和 曲线 是 一 维 空 
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la], PROCS. REERAACRNRRHRS, way 
以 自然 推广 到 高 维 空间 。 

点 集 论 出 现 之 后 ， 两 个 事实 令 人 吃惊 :一 是 康 托 尔 在 
1878 年 发 现 ， 一 条 直线 上 的 一 点 与 一 张 平面 上 的 点 可 以 一 一 
对 应 ， 也 就 是 它们 县 有 相同 的 势 。 这 大 大 背离 了 人 大 们 的 传统 观 
念 一 一 维 数 的 不 变性 。 由 于 康 托 尔 的 对 应 不 是 连续 的 ， 他 猜想 
连续 映射 不 可 能 这 样 。 出 乎 意料 的 是 ， 意 大 利 数学 家 皮 亚 诺 发 
现 另 一 个 惊人 的 事实 : 一 条 直线 段 可 以 连续 地 映 满 一 个 正方 
形 。 于 是 出 现 问题 : 维 教 是 不 是 拓扑 不 变量 ? 

法 国 大 数学 家 庞 加 芋 发 现 维 数 是 空间 的 “拓扑 ”性 质 ， 他 
通过 三 维 空间 的 一 些 现象 总 结 出 来 维 数 的 本 质 : 一 个 点 可 以 把 
一 条 线段 分 成 不 相连 结 的 两 段 ， 也 就 是 0 维 空间 可 以 把 一 维 空 
间 分 或 不 相连 结 的 两 部 分 ; 但 是 一 个 点 不 能 把 一 块 曲面 ， 比 如 
说 皮 亚 诺 那 个 正方 形 、 分 成 不 相连 结 的 两 部 分 ， 由 这 样 的 性 质 
可 以 判断 一 条 线段 和 一 块 曲面 的 维 数 不 一 样 。 同 样 ， 一 个 一 维 
图 形 一 一 贺 轩 可 以 把 二 维 的 曲面 ， 比 如 说 球面 和 环 面 ， 分 成 不 
相连 结 的 里 外 两 部 分 ， 但 晤 一 维 图 形 却 不 能 把 一 块 三 维 的 实心 
球 分 成 不 相连 结 的 两 部 分 。 二 维 图 形 却 可 以 把 三 维 空间 分 成 两 
部 分 ， 这 样 我 们 就 可 以 一 步 一 步 地 归纳 定义 维 数 了 。 这 样 定义 
的 维 数 称 为 归纳 维 数 ， 记 作 indX。 在 这 个 亏 祥 下 ， 布 劳 威 尔 
在 .1911 年 证 明 ， 维 数 是 拓扑 不 变量 。 他 的 证 明 很 不 简单 ， 基 
F BE IEA K. 

维 数 的 另外 一 个 定义 来 自 勒 员 格 。 他 的 思想 来 源 于 覆盖 重 
数 的 定理 。 这 个 在 直观 上 也 很 明显 ， 我 们 用 搁 样 大 小 的 方 砖 铺 
地 ， 不 管 砖 大 小 如 何 ， 总 可 以 找到 一 种 铺 法 ， 使 得 每 一 点 最 多 
铺 上 3 块 砖 。 如 果 砌 一 堵 塘 ， 每 点 最 多 有 4 块 砖 相 邻 。1911 
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年 ， 他 宣布 这 样 的 定理 ， 

勒 贝 格 材 亲 定理 对 任意 >0, an EESTI 都 存在 
一 个 由 闭 集 构 成 的 有 限 闭 履 盖 ， 其 每 个 闭 集 的 直径 < es， 且 每 
点 的 覆盖 重 数 寺 n+ 1。 

但 是 勒 贝 格 本 人 的 证 明 有 毛病 。 第 一 个 严格 证 明 是 布 劳 威 
尔 在 1913 年 给 出 的 。 勒 贝 格 本 身 的 严格 证 明 是 1921 年 发 表 
的 。 由 此 ， 可 得 出 一 般 拓扑 空间 的 维 数 定 义 。 

拓扑 空间 的 维 数 ”拓扑 空间 X 的 维 数 ， 

4 X=ø hf, 2M dimX= 一 1; 

当 x EZ, MX HERARA RR LIA A 
it, @H#@BRRR<n+1 (n=0, 1, --), UX KH<n 维 ， 
记 作 dimX<no 

EX dimX= {minn|dimX<n}, 

如 dimX =n, PE X Hen 维 的 。 
4X tn 维 欧 几 里 得 空间 时 ， 可 证 
dimX = no 
对 于 可 度量 化 空间 
dimX = indX 2 
维 教 理论 是 一 般 拓 扑 学 的 重要 分 支 ， 有 着 重要 应 用 。 


5.3 点 集 纲 性 与 测度 


从 凑 托 尔 创立 集合 论 起， 就 对 一 条 直线 上 或 一 个 区 间 上 的 
点 集 感 兴趣 。 数 学 家 总 是 希望 找到 一 些 特殊 结构 的 集合 ， 也 就 
是 除了 狐 立 点 和 区 间 之 外 的 集合 。 而 这 两 类 集合 显然 是 最 常用 
的 ， 而 且 在 分 析 中 必 不 可 少 的 。 对 于 数学 家 来 讲 ， 更 细致 地 研 


究 奇 形 怪 状 的 点 集 实在 没有 多 大 意思 。 无 疑 ， 这 也 影响 他 们 对 
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于 集合 论 的 兴趣 。 但 是 ， 世 纪 之 交 一 些 数学 家 还 是 继承 康 托 尔 
的 研究 方向 ， 更 深入 地 研究 点 集结 构 ， 这 不 仅 导致 一 般 拓扑 
学 、 测 度 论 以 及 描述 集合 论 的 产生 ， 而 且 特殊 的 点 集 ， 比 如 头 
一 个 康 托 尔 集 ， 正 好 是 当前 分 形 与 分 维 的 热门 话题 ， 它 们 现在 
有 着 难以 想象 到 的 应 用 。 

回 到 直线 的 点 集 ， 从 集合 论 角 度 来 看 ， 它 只 有 一 个 不 变 
量 ， 也 就 是 点 集 的 势 或 基数 。 依 据 势 的 大 小 ， 点 集 可 分 成 三 
类 ， . . 

(1) 有 限 点 集 。 

(2) 可 数 〈 无 穷 ) AR. 

(3) 不 可 数 点 集 或 者 说 具有 连续 统 势 o 的 点 集 。 

对 于 它们 ， 我 们 都 可 以 选 离散 拓扑 ， 也 就 是 每 个 子 集 均 为 
开 集 ， 从 而 也 均 为 团 集 。 康 托 尔 集 的 发 现 ， 表 明 存在 与 区 间 不 
同 的 具有 连续 统 势 。 的 离散 点 集 ， 这 就 使 得 点 集 可 以 相当 复 
杂 。 康 托 尔 集 虽然 具有 连续 统 的 势 ， 但 是 ， 它 的 测度 〈 长 度 ) 
为 0， 这 是 与 有 限 区 间 不 一 样 的 地 方 。 因 此 ， 比 较 集 合 的 “大 
小 ”的 两 个 量 一 “ 势 与 测度 ， 对 于 研究 康 托 尔 类 的 集合 均 不 适 
用 。 这 就 导致 法 国 数学 家 拜 尔 放弃 测度 的 定量 的 研究 方式 而 系 
统 地 从 定性 的 或 “拓扑 的 ”方式 研究 点 和 集 。 他 于 1899 年 引进 
拜 尔 函数 类 ， 即 从 连续 函数 出 发 ， 通 过 极限 运算 ， 经 过 超 穷 归 
纳 得 到 一 系列 函数 ， 这 就 是 所 谓 半 连 续 函 数 或 拜 尔 函数 类 。 这 
时 他 引进 重要 概念 “网 (直译 为 范畴 Cat gory) RAM AR 
MAB. HIPS X 的 子 集 A IEX PME, AEX 
中 的 闭 包 专 = 和 :如果 X 中 没有 非 空 开 集 包含 在 五 中 ， 则 称 
AEX EMME, URE X 中 无 处 稠密 集 闭 包 的 内 部 为 空 
集 。 灵 然 无 处 稠密 集 的 子 集 ， 有 限 多 无 处 稠密 集 的 并 集 以 及 其 
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ABAYALAER, FRR XTRA 为 第 一 网 集 
的 定义 ， 他 称 A AX HR—-BR, MRA 可 以 表 为 了 中 可 数 
多 个 无 处 稠密 子 集 的 并 集 。 非 第 一 纲 集 称 为 第 二 网 集 。 其 他 赦 
学 家 也 有 定义 第 一 纲 集 的 补 集 为 第 二 岗 集 的 。 第 一 纲 集 也 称 为 
A (meager) RRM (thin) 集 ， 是 一 个 极为 有 用 的 概念 。 直 
线 尺 上 典型 的 第 一 网 集 是 有 理 数 集 ， 而 实数 的 任何 一 个 区 间 
都 不 是 第 一 纲 集 。 直 线 尺 上 任何 第 一 网 集 的 补 集 是 稠密 集 。 
在 1899 年 论文 中 ， 拜 尔 证 明 重 要 的 定理 ， 

拜 尔 纲 定理 ”R 上 任何 稠密 开 集 的 序列 的 交集 也 是 稠密 
集 。 

第 一 网 集 同 无 处 稠密 集 性 质 相 近 ， 但 并 不 完全 一 样 ， 

(1) 第 一 纲 集 的 子 集 也 是 第 一 岗 集 。 

(2) 可 数 个 第 一 纲 集 的 并 集 也 是 第 一 纲 集 。 

但 第 一 纲 集 的 闭 包 一 般 不 一 定 是 第 一 纲 集 。 实 数 线 上 于 集 
A 的 闭 包 是 第 一 纲 集 当 且 仅 当 A 是 无 处 稠密 和 集 。 

一 个 集合 类 如 果 具 有 第 一 网 集 的 封闭 性 上 质 称 为 。 理想 ， 
也 就 是 这 个 集合 类 也 包含 其 中 集合 的 可 数 并 和 它们 的 子 集 。 

o 理想 的 例子 有 : 

(1) 第 一 网 集合 类 。 

(2) 可 数 集合 类 。 

(3) FARREZ.. 
由 于 和 在 何 可 数 集合 既是 第 一 网， 又 是 零 测 朗 ， 因 此 第 一 网 集合 
类 和 去 测度 集合 类 都 包 售 可 数 集合 类 为 其 真子 类 。 因 为 不 可 数 
集合 一 一 康 托 尔 集合 是 第 一 网 集合 也 是 零 测度 集合 。 

现在 的 问题 是 第 一 网 集合 是 不 是 和 零 测度 集合 很 相像 ， 其 


中 一 个 集合 类 包含 另 一 个 集合 类 。 答 案 恰巧 相反 ， 这 两 个 概念 
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从 某 种 意义 上 来 讲 是 互补 的 。 直 观 上 讲 ， 零 测度 集合 可 以 说 处 
处 是 “ 孔 *， 制 第 一 纲 集 合 可 以 有 和 孔 ， 也 可 以 没有 筷 ， 但 也 不 
是 连 成 一 片 的 区 间 ， 而 是 中 间 有 稠密 的 间隙 。 对 北 我们 有 一 个 
重要 定理 ， 

定理 ” 数 直 线 〈 或 它 的 任何 子 集 合 ) 都 可 以 分 解 成 两 个 互 
补 的 集合 AMB 的 并 ， 其 中 A 是 第 一 纲 集 合 ， 刀 是 零 测度 集 


oa 


As 


这 样 ， 我 们 得 出 与 势 及 测度 均 不 同 的 网 来 衡量 集合 的 大 
小 ， 这 三 种 度量 都 是 极为 重要 的 。 在 数学 定理 中 要 证 明 许多 存 
在 定理 ， 存 在 定理 证 明之 后 ， 进 一 步 要 讨论 计数 问题 ， 也 就 是 
具有 某 种 性 质 的 对 象 到 底 有 多 少 。 在 许多 情形 下 ， 可 能 是 有 限 
多 ， 这 就 要 证 明 有 限 性 定理 。 同 样 可 能 不 是 有 限 多 ， 也 就 是 无 
穷 多 ， 这 时 要 证 明 它 是 否 可 数 无 穷 多 还 是 不 可 数 无 穷 多 。 如 果 
是 后 者 ， 测 度 和 网 的 作用 就 显示 出 来 了 ， 特 别 是 对 于 连续 性 的 
对 象 ， 其 作用 是 不 可 少 的 。 

最 简单 的 例子 还 是 实数 直线 或 者 实数 集合 。 康 托 尔 在 集合 
论 创立 之 初 ， 就 研究 代数 数 和 超越 数 的 集合 。 康 托 尔 证 明 超 越 
数 的 存在 定理 是 通过 下 面 两 个 定理 : 

(1) 实 代 数 数 集合 是 可 数 集合 。 

(2) 实数 集合 是 不 可 数 集 合 。 

康 托 尔 的 这 个 证 明 是 间接 的 ， 实 际 上 他 一 个 超越 数 也 没有 举 出 
来 ， 就 断言 超越 数 有 无 穷 多 ， 而 且 是 不 可 数 无 穷 密 。 这 种 方法 
与 传统 的 方法 大 相 径 庭 。 第 一 个 证 明 超 越 数 存 在 的 是 法 国 数学 
家 刘 维 尔 ， 他 的 确 造 出 一 系列 无 理 数 Z 具有 如 下 的 性 质 : 对 
每 个 正 整数 n, FEER p ie, BE 
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例如 = È r 是 一 个 刘 维尔 数 (了 到 9= 10"). 
现在 要 知道 刘 维 尔 数 的 集合 了 的 “大 小 ”; 

(1) 刘 维 尔 数 有 不 可 数 无 穷 儿 。 

(2) 刘 维 尔 数 的 集合 工 的 测度 为 零 。 

(3) 刘 维 尔 数 的 集合 的 补 集 L 是 第 一 纲 集 。 
因此 ， 刘 维尔 数 的 集合 工 在 测度 意义 下 很 小 ， 而 从 “网 度 ” 
来 看 却 很 大 ， 而 且 上 AL WRR 的 一 个 分 解 。 

测度 是 长 度 、 面 积 和 体积 概念 的 精密 化 及 推广 。 各 民族 数 
学 发 展 一 开始 均 致 力 于 测量 长 度 和 面积 ， 得 出 相应 的 公式 及 方 
法 ， 而 统一 的 求 积 方 法 一 直到 牛顿 和 莱 布 尼 获 建立 微 积分 之 后 
才 得 到 。 这 时 求 积 问 题 变 成 一 个 特殊 的 积分 问题 。 但 积分 是 一 
个 相当 复杂 的 概念 ，19 世纪 由 于 分 析 的 严格 化 才 导 致 由 柯 西 、 
效 曙 及 达 布 相继 改进 的 北 曼 积分 的 概念 ， 最 后 确定 下 来 。 

随 着 康 托 尔 点 集 论 的 建立 ， 要 求 对 更 一 般 的 点 集 的 “大 
小 ”进行 比较 及 量度 ， 这 看 求 定义 测度 。 先 是 对 节 曙 可 积 性 条 
件 中 函数 的 不 连续 点 集 的 “测度 ”给 出 定义 。 最 早 是 哈 那 克 
(Harnack, Axel, 1851—1888), +A ~ WE, SHERR 
(Stolz, Otto, 1842—1905) AMER 1881 年 到 1885 年 试 
着 做 出 定义 ， 他 们 均 采 用 覆盖 区 间 长 度 的 下 确 界 ， 但 是 这 样 定 
RAS. Wi, MPRA ARI WE” PARE 
小 于 两 集 的 “测度 ”之 和 ， 除 了 上 述 定义 的 “外 ”测度 之 外 ， 
最 先 定 文 “ 内 ”测度 的 是 皮 亚 诺 ， 他 在 1887 FEX “TA” 
集 为 内 、 外 调度 相等 ， 这 样 虽然 克服 上 述 困 难 ， 但 有 界 开 集 并 


不 一 定 可 测 。 车 尔 当 在 他 的 《分 析 教 程 》 第 一 誉 第 二 版 
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(1893) 中 也 做 了 类 似 的 定义 ， 同 样 也 有 类 似 的 毛病 。 对 这 些 
毛病 的 补救 来 自流 菜 尔 ， 他 在 《了 画 数论 教程 》 中 大 大 改进 了 以 
前 的 测度 观念 ， 利 用 可 数 可 加 性 对 任 一 有 界 开 集 构造 地 定义 测 
度 。 

波 莱 和 尔 最 终 落 实在 定义 著名 的 波 莱 尔 集 合 上 ， 这 是 现在 仍 
然 常用 的 概念。 它 是 由 数 直 线 R 上 的 开 区 间 和 闭 区 间 出 发 ， 
经 过 不 超过 可 数 次 并 和 交 的 运算 得 到 的 集合 。 波 莱 尔 集 类 关于 
补 运 算是 封闭 的 。 


PRERE F, CARH DRM) FG, GRR 
do . i ` 
二 阶 波 莱 尔 集 一 一 Fw (F, 型 集合 的 可 数 奖 集 )， 

~ (G 型 集合 的 可 数 并 集 )。 


这 样 我 们 可 以 构造 得 到 高 阶 的 波 莱 尔 集合 ， 它 们 卡 面 都 可 以 定 
义 测 度 满足 一 些 明显 的 条 件 。 
BERERA (EUERE) 的 46 一 48 页 上 指出 定义 一 
般 集 合 的 测 诬 应 服从 的 “公理 ?， i 
(1) 测度 总 应 非 负 。 
(D ARET ATEN) 集合 的 并 集 的 测度 等 于 各 
集合 测度 的 和 。 
(3) 两 个 集合 (一 个 集合 及 其 子 集 ) 的 差 集 等 于 它 的 测度 
的 差 。 . 
(4) 任何 测度 不 为 零 的 集合 十 不 可 数 集合 。 
H (2) 可 知 ， (4) 等 价 于 : 由 单 点 构成 的 集合 测度 为 堆 。 
显然 ， 这 些 条 件 反 机 出 长 度 的 本 质 特 征 ， 从 而 这 成 为 后 来 
172 


研究 测度 论 的 指导 思想 。 

但 是 以 前 测度 论 有 明显 缺点 ， 例 如 有 理 数 集合 是 不 可 测 
的 ， 困 此 ， 波 莱 尔 利用 康 托 尔 的 结果 : 任 一 开 集 是 一 族 可 数 个 
两 两 不 相交 开 区 间 的 并 集合， 采用 有 可 数 个 区 闻 覆 盖 开 集 的 方 
法 ， 从 而 令 开 集 的 测度 为 构成 区 间 的 长 度 总 和 。 如 此 定义 的 潮 
度 ， 满 足 可 数 可 加 性 ， 在 这 种 意义 下 可 测 的 集合 称 为 波 莱 尔 可 


测 的 。 
波 莱 尔 可 测 集 B 构成 o 环 或 称 e 代数 ， 也 就 是 
(1) ø, XEB; 
(2) H AEB, N X/AEB; 
(3) Æ AEB (k=1, 2, =), WU AEB. 


ARE HF FETE AR SRA ER, DFR AY 
一 大 缺陷 , :这 使 他 无 法 进一步 开展 积分 理论 。 

这 正好 成 为 勒 贝 格 测度 观念 的 出 发 点 ， 而 真正 把 波 莱 尔 的 
方法 同 皮 亚 诺 一 若 尔 当 的 办 法 结合 而 形成 系统 测度 论 的 则 是 波 
莱 尔 的 学 生 勒 风格 ， 这 些 发 表 在 他 的 博士 论文 《积分 、 长 度 、 
面积 》 当 中 。 

勒 贝 烙 这 样 定义 他 的 测度 ， 对 于 实数 直线 主 的 点 构成 的 每 
有 界 集 玉 都 对 应 一 个 非 负 数 mE， 称 为 的 测度 ， 满 足下 列 
FIF: ` : ， - 
(1) 两 全 同 集合 具有 相同 的 测度 。 

(2) (可 数 可 加 性 ) 有 限 多 个 或 可 数 多 两 两 不 相交 集合 的 
和 和 集 的 测度 等 于 这 些 集 的 测度 之 和 。 

(3) 由 (0，1) 区 间 所 有 点 构 不 的 集合 的 测度 等 于 1。 


勒 足 格 通过 具体 构造 定义 它 的 集合 E 的 测度 ; REC 
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[as，2]， 用 可 数 多 个 开 区 间 11,| KAE E, HEN 

m” (E) =inf | 五 由 ET 
AE 的 外 测度 ， 其 中 | 1 | 表 东 开 区 间 LORE. inf 表示 所 
AoE 的 下 确 界 。 如 果 m” (E) 存在 且 满 足 

m* (E) +m* ( [a, b] /E) =b-a, 
则 称 和 集合 E 为 可 测 的 ， 即 五 为 勒 贝 格 可 测 集 。 


显然 ， 

OMF ASB, Wm" (A) <m* (B); 
Om" sg=0; 

@BtA,|ln=1, 2, -| SP (R), W 


m* (UA) &3m* (A,)3 
Dum AATE, Um” (A) =0; 
Ow A 三 R， 对 于 任 e >0， 存 在 开 集 U, EB 


ACU 
A m* (U) Sm" (A) +e; 
OR ASR, WFE G, RAG, ER 
ASG, 


且 -m* (A) Cm" (6). 
因此 o a 
中 如 果 m* (A) =0, WA BHM How. 
加 如 果 A. A, AW, MAUA, 也 可 测 。 

几 波 莱 尔 可 济 集 均 为 勒 贝 格 可 测 ， 且 勒 贝 格 测度 相等 。 勒 
贝 格 可 测 集 的 类 比 波 莱 尔 可 调集 的 类 广 证 得 多 。 波 汪 尔 集 的 类 
有 连续 统 基数 <， 而 勒 贝 将 可 测 集 的 类 的 基数 为 25:。 尽 管 如 
此 ， 勒 贝 格 可 测 集 与 波 芋 尔 集 相差 不 多 ， 只 差 一 个 测度 为 0 的 
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集合 。 确 切 来 讲 ， 对 于 每 个 勒 贝 烙 可 测 集 A, FERRE 
B 和 测度 为 0 的 勒 贝 格 可 测 集 巨 ， 使 得 A=BUE, BNE=0 
Hom (A) =m (B). | 

实数 直线 R 上 壮 贝 格 可 测 集 合 M (R) HR oo CE 
SWARMS B (R) (也 构成 = 环 )。 勒 贝 格 测度 进而 
可 推广 到 R" 上 。 

勒 贝 格 定义 测度 ， 主 要 目的 是 为 了 定义 勒 册 烙 积 分 ， 以 开 
展 实 函数 理论 的 研究 。 这 里 从 另外 一 条 研究 路 线 考 睫 ， 研 究 一 
般 测度 问题 ， 即 更 一 般 空 间 上 的 测度 ， 例 如 这 函 分 析 中 一 些 线 
性 拓扑 空间 。 这 一 条 路 线 还 有 许多 问题 与 数理 如 辑 有 关 。 

测度 问题 。1904 年 勒 员 格 提出 测度 问题 ， 在 R 的 所 有 子 
RRB (R) 上 是 否 存 在 非 平 凡 的 可 数 可 加 集 函 数 m (X), 
它 满足 ， 

{1) FETE, i m (X)= m(X+a),4 为 一 实 常 数 。 

(2) 对 于 区 闻 T= (a, b), mI=b~ao 
童 大 利 数学 家 维 塔 利 〈Vitali，Giuseppe，1875 一 1932) 和 否定 地 
解决 这 个 问题 ， 字 举 出 反例 表明 存在 勒 贝 格 不 可 测 的 集合 ， 为 
此 ， 他 应 用 选择 公理 。 

对 于 不 可 测 集 ， 我 们 有 如 下 定理 ， ARATE EAR 
AE. _ 
定理 BRESCR 为 不 可 测 集 ， 则 存在 >00, WEWE E 
CA, R/ECB, H AMBHIN, Mm (ANB) Fe. 

微 积分 的 起 本 定理 是 微分 和 积分 互 为 逆 运 算 ， 也 就 是 说 如 果 

F (x) = J2F (t) de, 
则 导数 EF Cc) FE, WAST f (z), BLE fH 


是 如 此 。 但 是 1881 ERK BH (Volterra, Vito, 1860— 
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1940) 还 在 比萨 大 学 做 学 生 时 ， 发 现 一 个 例子 : 一 个 函数 F 
在 (0，1) 区 间 上 定义 有 界 ， 其 导数 f= 已 处 处 存在 ， 但 是 在 当 
时 流行 的 积分 一 一 黎 曼 可 积 的 意义 是 不 可 积 的 。 因 此 ， 需 要 定 
广 一 种 积分 ， 它 可 以 在 更 广 的 一 类 函数 上 定义 ， 而 且 使 微分 和 
PF RARER. BOP HAD MRR YU 
项 积分 。 勒 贝 格 1902 年 在 他 的 学 位 论文 中 迈 出 新 的 一 步 ， 他 
定义 勤 贝 格 积分 与 以 前 定义 积分 的 方式 不 同 ， 以 前 是 先 定义 积 
分 ， 然 后 由 积分 得 到 “测度 ”， 勒 贝 格 与 此 相反 ， 他 先 定义 测 
度 ， 然 后 定义 积分 。 他 定义 积分 时 ， 不 去 把 自 变 量 的 区 间 加 以 
Ko, MERTE y 的 区 间 (对 于 实 函 数 来 说 是 R 的 子 集 ) 
加 以 重 分 (成 有 限 个 区 间 }， 再 仿照 通常 的 办 法 定义 积分 ， 这 
样 就 可 以 使 一 些 很 坏 的 函数 也 成 为 勒 贝 格 可 积 的 ， 最 明显 的 例 
子 就 是 犹 利克 雷 函 数 。 这 样 ， 大 大 扩充 了 可 积 函数 的 范围 。 另 
Sh RRMA RRS TR, WARS, FF 
且 与 一 些 极限 运算 可 以 交换 ， 而 且 可 以 推广 到 高 维 。 

勤 贝 阁 积 分 虽然 能 解决 沃 尔 泰 拉 原 来 的 问题 ， 但 并 不 足够 
一 般 以 至 能 够 使 所 有 县 有 有 限 导 数 了 (2) =F (2) HBR 
F (2) 的 导数 (xz) =F (2) 都 可 积 。 为 此 ， 法 国 数学 家 
当日 瓦 (Denjoy, Arnaud, 1884—1974) 在 1912 年 和 德国 数 
mba (Me (Perron, Oscar, 1880—1975) 在 1914 年 分 别 设计 
了 以 他 们 各 自 的 姓 定义 的 积分 。 其 后 重金 给 出 描述 性 定义 ， 这 
三 者 是 等 价 的 。: . 


5.4 ”和希 尔 伯 特 空间 


希 尔 伯 特 空间 是 证 函 分 析 中 最 早 也 是 比较 简单 的 研究 对 
象 。 一 方面 ， 它 具有 通常 三 维 葡 氏 空间 的 许多 性 质 ， 从 某 种 意 
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义 上 来 讲 ， 它 只 不 过 是 有 限 维 向 量 空间 向 无 穷 维 的 简单 推广 。 
另 一 方面 ， 希 尔 伯 特 空间 也 为 更 一 般 的 空间 的 研究 提供 了 一 个 
样板 。 更 一 般 的 空间 如 巴 拿 赫 空 间 缺 少 了 希 尔 怕 特 空间 许多 几 
何 性 质 ， 简 单 地 说 ， 一 般 巴 拿 赫 空 间 也 是 无 穷 维 向 量 空间 ， 但 
是 ， 向 量 只 有 长 度 的 概念 ， 而 没有 两 向 量 之 间 交 角 的 概念 。 这 
样 一 来 ， 巴 拿 赫 空间 就 没有 两 向 量 垂直 或 正 交 等 概念 ， 而 希 尔 
伯 特 空间 有 了 这 些 概念 ， 就 有 了 正 交 投影 、 正 交 分 解 等 几何 与 
分 析 中 常用 的 概念 和 方法 ， 它 们 的 作用 是 非常 巨大 的 。 

希 尔 伯 特 空间 的 产生 也 为 理论 超前 应 用 树立 了 一 个 范例 。 
实际 上 引导 到 希 尔 伯 特 空间 的 实际 例子 可 追 漳 到 18 世纪 。 丹 
FEAR {SAL (Bernoulli, Daniel，1700 一 1784) 在 研究 弦 振动 
问题 时 ， 用 x 个 质点 的 力学 系统 来 简化 连续 的 弦 ， 考 虑 nt 
质点 系统 的 振动 ， 实 际 上 是 求 线性 变换 的 本 征 值 问题 ， 然 后 令 
xc9， 求 出 骇 的 本 征 振动 的 频率 。 同 时 ， 伯 努 利 由 物理 现 
象 ， 张 振动 发 出 的 声音 由 车 音 和 许多 泛音 合成 ， 自 然 想到 弦 的 
Te AR te ea A LE a TE A A, ZEE, EEX 
祥 休 发现 了 对 于 线性 数学 至 关 重要 的 “ 熏 加 原理 "， 而 这 才 是 
“线性 ”最 为 本 质 的 特征 。 不 过 ; 历史 总 是 在 走 宁 路 ， 当 时 的 
物理 学 和 数学 并 不 刻意 区 分 比较 简单 的 线性 数学 和 运 为 复杂 的 
非 线 性 数学 ， 因 此 有 关 的 代数 和 分 析 一 直到 20 世纪 20 年 代 才 
逐渐 明确 起 来 ， 这 得 感谢 量子 力学 的 诞生 ， 而 量子 旋 学 也 才 把 
希 尔 怕 特 空 亲 过 晓 地 正式 命名 。 | 

第 二 步 是 法 国 数学 家 付 立 叶 迈 出 的 。 在 19 世纪 初 年 ， 付 
立 叶 研 究 热传导 ， 再 次 想到 热 通 过 正 玫 曲线 传播 ， 传 导 棒 上 各 
点 的 温 魔 为 各 正弦 曲线 的 琶 加 。 他 的 物理 模型 并 不 对 头 ， 在 当 


时 他 还 是 位 “ 热 紊 论 ” 者， 不 过 他 的 方法 开创 了 一 个 远 煌 的 业 
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绩 。 付 立 叶 展 开 、 三 角 级 数 、 付 立 叶 变 换 、 付 立 叶 积分 、 付 立 
叶 分 析 等 等 对 19 世纪 和 20 世纪 的 影响 是 怎么 强调 也 不 过 分 
的 。 它 不 仅 是 一 种 极为 有 效 的 分 析 方法 ， 而 且 为 数学 理论 的 发 
展 提供 了 场所 ， 从 黎 曼 积分 到 勒 贝 格 积分 ， 乃 至 康 托 尔 的 集合 
论 ， 出 发 点 都 是 付 立 叶 分 析 。 而 对 希 尔 伯 特 空间 理论 ， 它 第 一 
次 提出 了 一 个 函数 的 正 交 展开 ， 只 是 100 年 后 才 由 希 尔 伯 特 看 
到 了 它 的 几何 学 。 

付 立 叶 雇 并 为 正 交 展 开 提 供 了 一 个 样板 , 以 后 的 发 展 只 不 
过 是 把 sinz 和 cosz 换 成 葛 复杂 的 函数 。 这 个 过 程 在 整个 19 
世纪 连绵 不 断 ,形成 正 交 展 开 及 正 交 多 项 式 等 分 析 领 域 。 其 中 
法 国 数学 家 斯 特 姆 和 刘 维 尔 的 工作 , 他 们 在 1836 年 首先 引入 常 
微分 方程 本 征 值 问题 , 得 出 正 交 函数 系 一 般 结果 , DREAM 
数 系 无 非 是 本 征 函 数 系 。 

其 后 ， 到 19 世纪 未 、20 世纪 初 则 是 希 尔 伯 特 和 他 的 学 生 
把 这 一 讲理 论 系统 化 了 。 实 际 上 ， 理 论 的 来 源 有 两 个 ;一 个 是 
无 穷 维 线性 方程 组 的 求解 ， 一 个 是 线性 积分 方程 ， 特 别 是 瑞典 
HX RI WAS I (Fredholm, Ivac, 1866—1927) 的 理论 ， 
他 特别 看 到 这 两 种 方程 的 类 似 性 。 

1856 年 白 尔 《Beer，A,》 在 研究 位 势 理 论 的 边 值 问 题 引 
入 第 二 类 线性 积分 方程 

z (s) f(s, £) x (t) dt=y (s), a) 

它 与 线性 代数 方程 


zi Ehime = Yis il men, : (2) 
有 从 形式 上 看 何其 相似 ， 正 好 这 时 ， 瑞 典 数学 家 科 赫 为 解 无 穷 多 
变 元 线性 方程 组 而 发 展 了 无 穷 阶 行列 式 ， 于 基 他 的 同胞 弗 珊 德 
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EWE 1898 年 取得 搏 士 学 位 后 ， 开 始 研 究 积分 方程 1), Æ 
WEERA (C) 与 (2) 的 相似 性 ， 他 直接 用 行列 式 解 积分 
方程 ， 把 (1) 的 解 表 为 两 式 的 商 ， 完 全 类 似 于 和 解 (2) 时 的 克 
393 (Cramer, Gabriel, 1704-1752) 法 则 。 

1900 Æ, RÉ Eii ie BE ET EY SB EE op 
方程 工作 后 ， 立 即 投入 这 全 领域 进行 研究 。 他 除了 对 于 由 有 穷 
过 渡 到 无 穷 给 于 严格 的 证 明 外 ， 还 着 手 研究 具有 对 称 核 

k (s, t) =R (t, 5s), 
第 二 种 线性 积分 方程 

a (s) =A Cs, t) x (4) di=y (s), (3) 

{FEI hE RL A RT, th 
就 是 相当 于 解析 拖 何 中 二 次 曲面 的 主轴 同 题 。 这 个 工作 他 在 
1901— 1902 FRNA EH, 首先 于 1904 年 发 表 。 他 证 明 
基本 定理 : 

2 Cs, t) x (s) x (t) ds de 


= zt CJ az (s) x, (s) ds)’, 


其 中 A, RE, x, (s) BASH. RES 
MAH, TARR 
y Cs) = [ok (5, 2) x (2) dt 
的 函数 都 可 以 按照 本 征 函 数 r, 展开 “ 付 立 叶 级 数 ” 
y Cs) =Zayt, (5), 
其 中 付 立 叶 系 数 为 
a,= fèy (s) x, (s) dso 
在 求解 积分 方程 的 过 程 中 ，f (9 是 连续 函数 的 条 件 必 须 扩 


张 为 平方 可 积 函 数 。 在 同 无 穷 变 元 代数 方程 类 比 中 ， 他 也 实际 
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引入 72 空间 ， 即 平 太 可 和 序列 空间 。 他 还 对 这 个 序列 空间 引 
和 两 种 收 策 ， 即 强 收 人 误 和 磁 收 敏 。 还 证 明 “ 选 择 原 理 *， 即 1。 
空间 的 单位 球体 的 弱 列 紧 性 。 

由 希 尔 伯 特 的 工作 可 以 看 出 ， 所 有 和 希 尔 伯 特 空间 的 要 素 都 
已 经 齐备 了 。 不 过 ， 和 希 尔 伯 特使 用 的 都 是 经 典 数学 语言 ， 并 应 
用 于 具体 的 问题 。 真 正 抽 象 的 工作 是 他 的 学 生硬 做 的 ， 他 们 给 
出 了 更 接近 现代 的 抽象 理论 。 

1906 年 希 尔 伯 特 指导 的 博士 生 施 密 特 在 博士 论文 中 把 希 
尔 伯 特 的 思想 用 欧 几 里 得 空间 的 几何 语言 来 表述 ， 引 入 范 数 和 
三 角 不 等 式 ， 特 别 是 引进 正 交 化 方法 ， 把 “ 付 立 叶 展开 ”看 成 
在 空间 中 正 交 分 解 ， 从 而 经 典 的 许多 繁复 的 步骤 都 可 以 用 简单 
的 统一 方法 来 处 理 ， 而 且 这 种 办 法 极为 直观 。 这 时 希 尔 伯 特 空 
HANA AET. 

希 尔 伯 特 空间 间 所 需 的 完备 性 的 观念 当时 已 由 大 尔 维 区 
(Hurwitz, Adolf, 1859—1919) SIA, 而 且 通 过 


x,= fix (s)} x, Cs) ds, 
EF RRB le GH 与 平方 可 和 序列 空间 f(x, rz 
…)| 和 通过 一 组 完备 的 标准 正 交 基 z1(s), x2(s),… 对 应 起 来 。 


1907 年 弗 瑞 歌 和 下 : 黎 斯 也 提 到 平方 可 积 函 数 空 间 也 有 类 
似 的 几何 。 几 个 月 后 ， 德 国 数 学 家 费 合 尔 和 下 : 黎 斯 独立 证 明 
LAL, 作为 “项 尔 伯 特 空间 ”是 同 构 的 。 当 时 规定 的 空间 都 
满足 “可 分 性 ”假定 ， 这 个 假定 只 有 到 1934 年 左右 才 册 F-# 
斯 等 人 去 掉 。 

一 直到 1929 年 ， 由 于 量子 力学 的 发 展 与 当时 抽象 代数 学 
的 潮流 ， 冯 * 诺 伊 曼 第 一 次 给 出 希 尔 伯 特 空间 的 公理 定义 。 可 
是 希 尔 伯 特 本 人 却 对 他 的 学 生 们 大 谈 特 谈 的 希 尔 伯 特 空间 不 知 
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Ra. GBP SMEH lL, 空间 及 L 空间 的 共同 性 于， 得 出 
希 尔 怕 特 空间 HAAR, | 

Hl HÆR C 上 (线性) BRS, HEH 上 定 
AMERRE, EBM A, EH, a, az EC, W 
aifi taz} EHe 

H2 所 上 存在 内 积 ， 即 Hx HH 上 的 复 值 函数 CS, g), 
满足 如 下 条 件 ， 

(1) laf, g) =a If, g) 

(2) (fit fo, g) = (fi, g) + (fy, Bde 

(3) (f, g) =(g, fie | 

(4) Cf. f) 20. 

(5) (F, D =0 4H f=0. 

Gf, g) =0, WK 与 g EX. 

H Cf, f) BR AH PMR or ill = 
Vf, 万 。 由 范 数 定义 H 中 度量 a (f g) =i¢-ell IF 
-中 ， 五 对 于 此 度量 是 可 分 的 ， 即 在 H 中 存在 可 数 稠密 集 。 

H4 对 每 一 正 整数 n; H RIFE n 个 线性 无 关 的 元 
率 。 ` l l 

HS HESS. 

前 面 讲 过 ， 现 在 可 分 性 条 件 可 以 去 掉 。 最 典型 的 希 尔 伯 特 
空间 为 l 和 La, ly AAA A: 当 z= (x as U 
ted Y= Lop do “S ve) EIER 


È lelo, È lyi? <o, 
则 
(zx, y) = 3 zane 
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对 于 S 上 平方 可 积 函 数 x+，y，L; HARE LH: 


{x (s), y €s)) = [a (s) y (Gdg (s)o 
希 尔 伯 特 空间 五 由 于 有 正 交 的 观念 ， 可 以 引进 正 交 子 空 
ARE: 对 于 五 的 任何 闭 线性 子 空间 M， 都 存在 正 交 补 空间 
N, Ei 
H=MỌN, 
即 H 中 任何 元 素 x 可 分 解 为 
r=yte2z, yEM, zen, 
E H PEREERMRA, A 中 任何 向 量 的 范 数 均等 于 1， 
任何 两 个 向 量 均 正 交 。 如 五 中 不 存在 与 4 中 所 有 向 量 均 正 交 
的 向 量 ， 则 4 称 为 完备 的 ， 此 时 对 任何 EH, A 
T= (xz, y) yo 
由 于 A 是 完备 的 ， 有 帕 塞 瓦尔 【Parseval，Marc Antoine, 
1755—1836) 等 式 成 立 
Nx r= z Il cz, y) Il? 
希 尔 伯 特 的 所 有 完备 标准 正 交 基 的 基数 都 相同 ， 它 称 为 希 尔 伯 
特 空间 的 维 数 。 两 个 希 尔 伯 特 空间 称 为 同 构 ， 如 果 它 们 的 元 素 
一 一 对 应 ， 且 保持 线性 运算 的 内 积 。 希 尔 伯 特 空间 基本 的 结构 
定理 就 是 : 
两 个 希 尔 伯 特 空间 同 构 当 且 仅 当 它们 的 维 数 相 等 。 
如 此 看 来 ， 希 尔 怕 特 空间 的 结构 理论 比较 简单 ， 特 别 是 常 
十 的 平方 可 和 序列 空间 1; 和 平方 可 积 函 数 空间 L 都 是 可 数 维 
空间 ， 它 们 是 可 数 维 希 尔 伯 特 空 间 的 典型 代表 。 而 且 可 数 维 是 
希 尔 伯 特 空间 可 分 的 充分 且 必 要 条 件 。 
希 尔 怕 特 空间 是 巴 拿 赫 空间 的 特例 。 巴 拿 赫 空间 不 具有 内 
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积 ， 因 此 结构 远 为 复杂 。 例 如 巴 拿 赫 空间 不 一 定 有 基 。 一 个 巴 
拿 赫 空间 是 希 尔 们 特 空 间 的 充分 必要 条 件 是 平行 四 边 形 恒等式 
成 立 ， 即 

laty ll? + la-yll?=2 Cle l?+ Ivy ll. 
只 要 巴 拿 赫 空间 满足 这 个 等 式 ， 则 以 

(x,y) =$ (Nrtyl?t zy 
为 内 积 ， 它 自动 成 为 希 尔 伯 特 空间 。 

PAR SMA, SHS, BD RA RHE 

函 构成 的 线性 空间 SE Ae a. a RRS H E 
AY EAT AR ERS A f Hy BPE — 8 

f(x) = (2, x"), 
其 中 x"EH, Allfl=le'l, WHA’ SREH H 等 距 
反 同 构 ， 即 对 应 

forz“ 
是 等 焉 的 、 可 加 的 ， 县 afeaz * 。 由 此 ， 和 需 尔 伯 特 空间 是 自 
反 的 。 


5.5 ER eS 


巴 拿 赫 宝 阅 是 完备 的 赋 范 线性 室 间 ， 它 包括 希 尔 伯 特 空间 
为 其 特例 ， 而 属于 一 般 的 拓扑 向 量 空间 的 范畴 。 在 20 世纪 上 
半 叶 ， 书 拿 赫 空间 在 泛 函 分 析 中 占有 中 心地 位 。 其 后 ， 它 也 是 
更 一 般 空间 研究 的 出 发 点 。 希 尔 怕 特 空间 的 结构 比较 简单 ， 而 
巴 拿 赫 空间 的 结构 则 远 为 复杂 多 样 。20 世纪 70 年 代 起 ， 研 究 
巴 拿 赫 空间 的 几何 成 为 一 个 热门 的 学 科 ， 取 得 了 许多 新 成 果 。 


到 90 年代 ， 许 多 巴 拿 赫 时 代 提 出 的 经 典 问 题 得 到 出 平 意料 的 
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解决 。 

1. 定义 

由 于 巴 拿 赫 空间 是 赋 范 线性 空间 ， 因 此 ， 它 同时 具有 线性 
室 间 的 代数 结构 ， 还 有 用 范 数 定义 的 拓扑 结构 ， 而 且 这 两 种 结 
构 自 然 地 协调 在 一 起 。 

对 于 巴 拿 赫 空间 ， 一 般 基 域 F 取 为 实数 域 R 或 复数 域 C， 
对 于 其 它 域 需要 另 做 处 理 。 由 于 它 的 作用 主要 是 分 析 ， 我 们 也 
AMEERAC 中 考 虚 问题。 

范 数 是 欧 氏 空间 中 向 量 长 度 的 推广 ， 对 于 域 (RRC) 
上 的 向 量 空间 X PETER, ELEK | x |‖ 与 之 对 应 ， 满 


足下 列 三 个 条 件 : 
(1) Ia 20; 
Ix ll =0, HRH x =0。 
(2) 对 于 €F, 
lex | =felllall. 
(3) (三 角 不 等 式 ) 


z+yl|zl+lyl。 
这 样 定义 的 ‖z | RA x 的 范 数 (norm)， 定 义 范 数 的 线性 空 
间 称 为 赋 范 线性 空间 ， 简 称 贼 范 空间 。 
任何 赋 范 空间 均 可 通过 范 数 引进 自然 的 度量 
p(x, y) =lle-yte 
按照 这 个 度量 在 晤 范 空 间 上 引入 哲 扑 结构 ， 成 为 度量 空间 。 如 
果 这 个 度量 空间 X 在 这 个 度量 之 下 是 完备 的 ， 则 称 X 为 巴 拿 
Be [A], 
巴 拿 赫 空间 X 的 闭 线 性 子 空间 Y 也 是 巴 拿 赫 空间 。 商 空 
间 X/Y 在 适当 赋 范 后 也 是 巴 拿 赫 空 间 。 
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2. 实例 
数学 分 析 中 常见 的 许多 函数 空间 大 都 是 巴 拿 赫 空间 。 
(1) C [a，5]， 即 定义 在 实数 区 间 [a, 0] 上 所 有 连续 
函数 x (1) 的 空间 ， 其 范 数 为 
lx ll = max |x (#2) |, 
BD x (1) 在 la, b] 上 所 取 的 极 大 值 。 
这 个 定义 可 推广 到 RRC 的 紧 集 入 E, K 上 所 有 连续 
Ms (2), eR 
lz ll = max] x (2) |, 
这 也 形成 巴 拿 赫 空 间 C (K) 
(2) C, [a, 6] 是 定义 在 实数 区 间 [a，5] LWA n Wi 
连续 可 微 函 数 x (+) 所 构成 的 空间 ， 其 范 数 可 定义 为 
lot =È max le (2) lo 
同样 可 推广 到 R" 或 C 的 紧 集 K 上 。 
(3) Lp [e, 6], ixpxo, Bp RRM BTR wR 
空间 ， 其 范 数 为 
lzh=( sr (01rd )s, 
ob, BAD MRR M, FRR DP 上 和 解析、 在 闭 图 
盘 万 上 连续 的 函数 空间 4 ( 思 )， 概 周期 函数 空间 等 函数 空间 
AP 适当 赋 范 后 均 为 巴 拿 赫 空间 。 常 见 的 索 保 列 夫 (Sobolev) 
空间 也 是 巴 拿 赫 空间 。 
除了 函数 空间 之 外 ， HASH, olin p 次 可 和 函数 空间 
Lo, AT FRAN IA] M, KARN EE C 等 均 可 适当 冉 范 而 成 


为 巴 拿 赫 空 间 。 


3. 对 偶 空 间 
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巴 拿 赫 空间 承 柳 了 有 限 维 线性 空间 的 一 些 基本 的 性 质 ， 其 
中 特别 推广 了 两 个 重要 的 概念 
线性 映射 〈 线 性 变换 ) 一 线性 算 子 。 
线性 型 (线性 函数 ) REZA. 
由 线性 空间 X 的 线性 子 空间 DD (TT) 到 线性 空间 Y 的 映射 
满足 
T Cart py) =aTr + pTy, 
a, BEF, z, yED(T) f, RHRABT, MX, YH 
HRSA, REEF T 称 为 连续 ， 如 果 
SUP, ll Tx || <, 
z€D{(T} | 
特别 当 D (T) = xz 时， 线性 算 子 TERETE | Tz) E 
lll SIER. Xii T Yr 上 有 界线 性 算 子 ， 并 定义 
ll T Il = sup, | Tx} 
为 工 的 范 数 。 
如 果 个 的 值 域 为 城 K TEN, A TARE a ER 
范 空间 X 上 定义 的 所 有 连续 线性 泛 函 /， 按 照 线 性 运算 和 范 数 
| fll = sup, | f (z) | 
FER SEX’, KX 的 对 侦 空 间 。 
的 对 偶 空 间 X 还 可 以 继续 生成 它 的 对 侦 空 间 X”， 可 以 
证 明 ， 存 在 一 个 等 度量 同 物 $, EX OE XSL. 
这 时 可 把 X 同 #$X 看 成 相同 ， 因 此 得 出 两 个 系列 
XOX’ CXC 
EEK ECE 
4X=XwH, RN X HERB. 
自 反 空间 的 判 据 ，X 是 自 反 的 ， 当 上 且 羽 当 对 于 每 个 FE 
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xz, MRE EX, BH 
hf il = sup. If (x) |, x0. 

A-TEAR SI A BRISA (Eberlein, William 
Frederick, 1917—) 一 施 #83 (Shmul’yan, Vitold, 1914— 
1944) 定理 ， 

及 是 自 反 的 ， 当 且 仅 当 XAET A T Ay 
Xt, MEAP HAR FAP. 

例如 L, 空间 ， 记 > 1， 都 是 自 反 空间 。 工 空间 的 对 侦 空 
MBL, piqMe 


ldai, 


因此 ， L SRS Lo RL, 空间 也 是 自 反 空间 。 
BEEZ Li, 1, C M, AP 等 都 不 是 自 反 空间 。 

4. 巴 拿 赫 空 间 的 一 些 基 本 定理 

(1) 哈恩 一 巴 辣 赫 定 理 BZA X 的 于 空间 Y 上 定 
叉 的 连续 线性 斌 函 ， 可 以 延 拓 到 整个 空间 其 上 ， 而 且 保 持 其 
线性 性 及 连续 性 。 特 别 是 延 拓 后 的 泛 库 具有 相同 的 范 数 。 

它 的 推广 是 马祖 尔 定理 。 

BANER PEATE X 的 闭 凸 集 M{ 若 zyE M, W 
4 O<aS1 Hyer + (1-2) y€ M) ARRAS | a| 志 1, x € 
M,N ac E M), 则 对 于 M 外 一 点 zo, 存在 fol zo) > 1,8 

sup | foteisl. . 

rs ES ee By % PEA 1927 年 哈恩 对 巴 拿 赫 空 
闻 的 证 明 ，1929 年 巴 拿 赫 发 表 他 自己 的 证 明 ， 并 且 写 入 他 的 
专著 《线性 算 子 理论 》(1932) +H. DRENE AZ 


证 明 的 。 据 数学 史 的 研究 ， 早 在 1912 年 ， 奥 地 利 数学 家 海 莱 
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(Helly, Eduard, 1884—1943) 已 经 对 C [a, b] 提出 并 证 明 
@E-ESHEH, MARRAKESH. ATREA 
后 来 在 哈恩 及 巴 拿 赫 的 证 明 中 都 用 到 过 。1936 年 穆 莱 (Mur- 
ray, Francis Joseph，1911 一 ) 对 L, 空间 证 明 哈 恩 一 巴 拿 赫 定 
理 。1938 年 波恩 布 拉 斯 特 (Bohnenblust, Frederic, 1906—) 
MRH (Sobczyk, Andrew) 把 哈恩 一 巴 拿 赫 定理 推广 到 
复 巴 拿 赫 空间 。1940 年 狄 奥 东 涅 首先 不 用 海 莱 不等式 ， 而 用 
凸 性 理论 证 明 哈 思 一 巴 拿 赫 定 理 ， 这 为 向 一 般 的 拓扑 线性 空间 
的 推广 开辟 了 道路 。 海 莱 1912 年 的 论文 ， 还 发 现 巴 拿 款 空 间 
第 二 个 基本 定理 -一 -一致 有 界 性 原理 。 

2) 巴 拿 赫 一 斯 坦 因 豪 斯 (Steinhaus，Hugo，1887 一 
1972) 定理 

如 果 二 是 内 巴 拿 赫 空 间 X 到 巴 拿 赫 空间 Y 的 一 族 线性 算 
子 ， 对 每 ce X, 

sup lle (x) I<, 


则 
sup 00,- 
RP |I ul ELH l zll EÉ 
supi u (z) ie 
也 就 是 说 ， 由 一 族 减 性 算 子 局 部 有 限 可 推出 它们 在 单位 球体 上 
整体 一 致 有 和 界 性 。 因 此 它 也 称 为 一 致 有 界 性 原理 。 
巴 拿 赫 一 斯 坦 因 束 斯 定理 的 另 一 等 价 形式 称 为 共鸣 定理 。 
1922 年 哈 古 证 明 泛 函 的 一 臻 有 界 性 原理 ， 他 用 的 是 “ 滑 
动 驼峰 法 ”( “gliding hump”method )， 这 个 方法 在 本 志 纪 初 
20 多 年 间 不 断 地 被 使 用 ， 而 巴 拿 赫 1920 年 在 他 的 博士 论文 中 
对 连续 线性 算 子 给 出 证 明 。1927 年 巴 拿 赫 和 斯 坦 因 带 斯 用 萨 
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SEM (Saks, Stanislaw, 1897—1942) 的 思想 证 明 一 般 情 形 。 
他 们 的 方法 也 不 用 “ 沸 动 驼峰 法 ”， 而 是 把 拜 尔 定理 R* 中 可 
数 族 稠密 开 子 集 的 交集 也 是 稠密 的 推广 到 完备 度量 空间 上 。 

(3) 巴 拿 赫 定理 和 闭 转 人 象 定理 

巴 拿 赫 的 《线性 算 子 理论 》 中 还 用 拜 尔 定理 证 明 一 个 更 为 
深刻 的 定理 : 

WẸ u 是 巴 拿 赫 空间 X 到 巴 拿 赫 空间 Y 中 的 连续 线 映射， 
WRB u (r) HY 中 是 第 一 网 集 ,， MA u (x) =Y. 

由 此 推出 重要 的 闭 图 象 定理 : 

闭 图 象 定理 ”如 果 w REZEN IE gH Y 的 
线性 独 射 ， 且 图 象 | (r, u (z)) lee X, u (x) EY] 是 
Xx Y 中 的 闭 集 ， 则 u 是 连续 的 。 

这 是 环 函 分 析 中 最 有 力 的 定理 之 一 ， 尤 其 是 在 偏 微分 方程 
论 方 面 。. 

(4) 开 映 射 定理 

巴 拿 赫 空间 X 到 巴 拿 赫 空间 Y 的 连续 线性 映射 把 开 集 映 
AK. 

(5) UEFE 

如 果 一 个 连续 线性 算 子 TIE SRS xX 一 一 映射 到 巴 
GREY, WHR T ! 也 是 连续 的 。 

希 尔 伯 特 空 间 和 书 拿 赫 空 间 是 结构 数学 中 的 重要 对 象 ， 但 
它们 还 不 够 一 般 ， 因 此 必需 做 进一步 的 推广 。 常 更 的 推广 有 弗 
MRS, BERS. ARM. BRE. BSS 
等 ， 它 们 都 可 以 归 人 拓扑 向 量 空 间 的 范畴 ， 属 于 泛 函 分 析 研 究 
的 范围 ， 证 函 分 析 研 究 的 空间 还 有 黎 斯 空间 核 室 间 以 及 附 有 其 


它 结 构 的 空间 ， 这 些 都 是 结构 数学 研究 的 对 象 ， 另 外 这 些 空间 
189 


CAA BR A FS TAR, PREIS oR 
子 的 集合 可 赋予 更 特殊 的 代数 结构 ， 从 而 形成 了 函数 代数 ， 拓 
扑 代 数 及 算 于 代数 庄 领 域 。 特 别 是 算 于 代数 ， 尤 其 是 C "代数 
和 冯 : 诺 伊 曼 代数 ， 由 于 同 当前 数学 前 沿 领域 密切 相关 而 成 为 
现代 数学 的 热门 分 支 。 
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第 二 篇 # 人 论 


AOD BSH SHHODS HAMAR HB 
论 ， 这 主要 由 于 群 在 结构 数学 中 具有 典型 的 意义 。 一 方面 ， 群 
在 数学 中 无 处 不 在 ; 另 一 方面 ， 群 也 是 数学 统一 性 的 象征 。 它 
既 不 是 “数量 关系 "， 也 不 是 “空间 形式 *， 如 果 不 是 数学 家 经 
年 累 月 的 努力 ， 要 想 抽象 出 “ 群 ”这 种 深 藏 不 露 的 概念 是 极为 
困难 的 。 正 因为 如 此 ， 昌 然 群 有 着 极为 实际 的 背景 ， 对 于 只 具 
有 通常 数学 知识 的 人 来 说 ， 不 是 感到 困惑 ， 就 是 感到 无 聊 ， 仿 
佛 研究 这 种 纯 而 又 纯 的 对 象 ， 只 不 过 是 一 种 高 级 的 智力 游戏 。 
实际 情况 与 这 些 人 的 想法 恰恰 相反 ， 群 的 观念 在 科学 技术 中 也 
是 大 有 用 武之 地 的 。 可 以 说 ， 没 有 群 ， 许 多 先进 的 科学 就 无 法 
实现 。 远 的 不 说 ， 没 有 群 ， 就 没有 结晶 学 的 晶体 分 类 ， 也 不 会 
有 对 原子 、 分 子 结构 的 认识 和 对 光谱 的 解释 。 核 物理 和 粒子 物 
理 更 是 伴随 群 论 的 应 用 而 发 展 起 来 。 没 有 群 ， 对 于 基本 粒子 相 
互 作用 与 分 类 完全 不 可 想象 。 群 的 确 帮助 我 们 认识 自然 、 了 解 
自然 。 而 群 的 概念 的 创造 甚至 许多 应 用 似乎 都 应 该 归功 于 数学 
家 。 一 旦 像 群 这 样 辉煌 的 概念 创造 出 来 ， 它 就 显示 出 无 穷 无 尽 
的 生命 力 。 

诚然 ， 数 学 家 得 出 过 许多 抽象 概念 。 为 什么 群 的 概念 就 特 
别 重要 ? 这 主要 是 由 于 群 是 一 个 比较 单纯 的 概念 ， 比 较 适 于 抽 
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象 地 进行 研究 。 一 条 直线 代表 实数 集合 ， 看 起 来 很 简单 ， 它 同 
时 具有 代数 结构 、 拓 扑 结构 和 序 结 构 ， 这 些 结构 之 间 又 有 复杂 
的 相互 关系 ， 很 难 脱离 其 具体 背景 来 研究 它 。 另 外 ， 它 的 结构 
适中 ， 既 有 丰富 的 内 容 ， 又 不 像 结 构 很 少 的 集合 那样 流 于 空 
泛 ， 它 永远 有 解决 不 完 的 问题 。 由 于 它 在 数学 中 处 于 中 心地 
位 ， 它 同 数学 有 着 方方面面 的 联系 ， 群 论 结果 往往 具有 意 想 不 
到 的 应 用 。 这 样 我 们 追 亢 一 下 群 论 的 历史 发 展 ， 考 查 一 下 它 的 
理论 框架 ， 对 于 结构 数学 乃至 整个 数学 过 去 发 展 的 理解 势必 起 
着 一 个 示范 的 作用 。 
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1 群 论 的 历史 渊源 与 理论 框架 


1.1 群 论 机 念 的 产生 


现在 公认 群 是 元 素 间 存在 二 元 运算 (Mikk) 满足 下 列 
4 条 公理 的 集合 : 

(1) 《封闭 律 ) 集合 中 任 两 个 元 素 的 乘积 仍 属 于 该 集合 。 

(2) {结合 律 ) REMES, Rp 

(a:b) *c=ar (bec). 

G) (ALTR) 集合 中 存在 么 元 !， 对 集合 中 任意 元 素 a 

满足 
Ira=a*l= a。 

(4) Ge) 对 集合 中 任 一 元 素 a， 存 在 唯一 元 素 a, 

EE 
a lra=aa '=T, 

对 于 这 种 抽象 的 概念 ， 若 不 了 解 其 实际 背景 ， 还 是 什么 也 
ARE, 而 实际 上 ， 群 的 概念 长 期 隐 蕊 在 许多 对 人 象 的 背后 ， 其 
中 也 包括 数学 对 象 一 一 数 与 形 。 在 数 与 形 之 间 ， 形 是 最 直观 
的 ， 而 群 的 概念 则 是 形 的 对 称 性 的 抽象 结果 。 除 了 形 的 直观 对 
称 性 之 外 ， 我 们 在 一 些 其 他 对 象 中 也 发 现 一 些 对 称 性 ， 其 中 最 
典型 的 就 是 函数 的 对 称 性 。 对 称 函 数 的 概念 正好 是 代数 方程 求 
解 的 基础 ， 这 样 我 们 得 到 群 的 概念 分 成 两 步 : 第 一 步 是 由 对 称 
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性 到 具体 的 群 ; 第 二 步 是 由 具体 的 群 到 抽象 群 。 在 我 们 发 现 对 
称 性 之 后 ， 首 先 要 描述 对 称 性 。 对 任何 具体 的 对 称 性 往往 有 不 
同 的 表示 方法 ， 这 时 出 现 的 最 主要 的 问题 是 ， 什么 是 对 称 性 的 
本 质 ? 也 就 是 说 ， 什 么 是 对 称 性 的 共性 ? 这 就 需要 对 于 对 称 性 
进行 分 析 ， 找 出 刻画 对 称 性 的 最 好 方法 。 在 这 个 过 程 中 ， 发 现 
对 称 性 都 显示 某 种 变换 之 下 的 不 变性 ， 而 找 出 这 些 保 持 某 种 对 
象 不 变 的 变换 ， 则 是 描述 其 对 称 性 的 有 效 方法 。 把 这 些 变 换 集 
中 起 来 ， 形 成 集合 ， 这 就 是 群 ， 由 于 它 是 由 变换 组 成 的 ， 因 此 
CREB, 

因此 ， 对 于 具体 的 群 ， 我 们 经 历 这 样 一 条 道路 ; 

发 现 对 称 性 -~ 不 变性 一 保持 不 变 的 变换 一 所 有 保持 不 变 的 
变换 集合 一 变换 群 。 ，， 

有 了 具体 的 变换 群 之 后 ， 我 们 需要 把 它 加 以 抽象 化 。 这 个 
抽象 化 的 过 程 有 两 步 : 一 是 变换 群 一 定 有 被 变换 的 对 象 ， 这 个 
对 象 要 被 抛 挤 、 这 样 就 形成 纯粹 的 群 。 二 是 具体 的 变换 抽象 成 
抽 入 的 元 素 ， 一 个 变换 接著 另 一 个 变换 抽象 成 乘法 。 这 样 具体 
的 群 就 变 成 抽 铬 群 ， 它 通过 公理 来 刻画 。 在 抽象 群 的 概念 产生 
之 后 ， 我 们 要 开始 研究 群 的 结构 和 分 类 ， 也 就 是 群 论 的 主要 目 
标 。 

值得 注意 的 是 ， 像 群 这 样 的 抽象 数学 概念 与 过 去 我 们 磁 到 
的 数学 对 象 十 分 不 同 ， 形 的 概念 比较 具体 ， 它 们 的 性 质 也 比较 
EW, MBO, RNA. HB 
理解 MPR: 甚 诗 拓扑 的 人 性质， 我 们 也 可 以 在 三 维 
SPEER. 数 的 确 是 教学 中 最 早 的 、 也 是 最 重要 的 抽象 概 
念 ， 不 过 ， 对 于 我 们 过 个 教 字 化 的 世界 中 ， 数 也 不 那么 抽象 


了 。 但 群 这 种 概念 并 不 能 髋 很 容易 理解 ， 它 要 比 数 与 形 抽 象 得 
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多 ， 而 且 它 是 一 个 集合 ， 元 束 一 般 也 不 是 我 们 熟悉 的 数 。 因 
此 ， 理 解 它 要 比 理 解数 与 形 的 数学 困难 得 多 。 正 因为 如 此 ， 我 
们 有 必要 卉 清楚 它 的 来 龙 去 脉 。 


1.2 ”从 对 称 性 到 阁 


在 我 们 的 日 常 世 界 中 ， 对 称 性 无 处 不 在 。 但 是 对 称 性 的 精 
确 概 念 ， 只 有 在 近代 才 出 现 。 在 通常 意义 下 ， 对 称 性 往往 是 指 
勺 称 、 适 当 的 比例 、 和 谐 完 美 。 这 多 少 带 有 主观 的 色彩 ， 它 并 
非 对 称 性 的 本 多 。 对 称 性 (symmetry) 的 原 闵 应 为 同一 度量 ， 
它 反映 一 个 物体 各 部 分 的 尺度 相同 。 这 当然 是 对 称 性 的 本 质 部 
分 。 不 过 ， 现 代 抽象 对 称 性 的 观念 更 为 深入 ， 它 更 加 从 非 度量 
的 方面 来 观察 对 称 性 。 正 如 我 们 很 容易 看 出 正三 角形 不 论 边 长 
如 何 ， 都 具有 相同 的 对 称 性 。 立 方 体 不 论 大 小 ， 也 有 相同 的 对 
称 性 。 在 日 常生 活 或 自然 科学 的 研究 中 ， 我 们 会 关心 它们 的 度 
量 大 小 ， 例 如 食盐 即 氧化 销 的 草 允 大小， 但 在 抽象 的 研究 中 ， 
它们 是 次 要 的 东西 。 尽 管 三 条 边 长 度 相等 是 正三 角形 对 称 性 的 
基础 ， 但 是 这 并 不 是 我 们 研究 的 主要 目标 。 由 此 看 来 ， 在 对 称 
性 的 教学 研究 中 ， 我 们 完全 不 考虑 “定量 ”的 部 分 ， 而 只 考虑 
“定性 ”的 部 分 ， 好 像 是 从 精密 数学 倒退 了 一 大 步 。 而 实际 上 
我 们 抓 住 的 才 是 真正 的 本 质 东 西 。 

自然 界 和 人 工 世界 中 的 对 称 性 不 胜 枚 举 ， 它 们 乍 看 起 来 并 
不 一 定 起 眼 ， 也 很 难说 有 什么 值得 研究 的 东西 ， 不 过 我 们 必须 
由 简单 到 复杂 ， 由 直观 到 非 坷 观 ， 渐 浙 去 接近 对 称 性 的 奥秘 。 

外 在 世界 最 明显 的 对 称 竹 是 左右 对 称 性 或 镜 象 对 称 性 ， 这 
是 一 种 最 和 容易 发 现 的 对 称 性 ， 在 所 有 古代 民族 中 ， 都 不 同 程度 
地 认识 到 这 种 对 称 性 ， 这 航 其 明显 地 表现 在 人 和 动物 的 形体 
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上 。 然 后 ， 人 们 有 意识 地 把 左右 对 称 性 用 在 人 工 制品 中 。 从 建 
筑 、 衣 饰 到 纹 章 图 案 ， 很 早 就 出 现 左 右 对 称 性 。 而 且 在 其 后 的 
发 展 中 得 到 不 同 程度 的 遵守 ， 有 时 甚至 出 现 某 种 狸 度 的 破坏 ， 
也 就 是 出 现 某 种 对 称 夏 缺 。 最 明显 的 是 北京 市 提 城 ， 在 维持 基 
本 左右 对 称 性 的 同时 ， 把 西北 角 葡 掉 。 当 然 ， 这 都 是 出 于 某 种 
言 含 。 在 不 同 的 文化 中 ， 左 与 右 也 出 现 尊 乍 帮 至 善 晋 之 分 。 在 
自然 界 中 也 发 现 堪 右 不 对 称 的 事例 。 在 弱 相 互 作用 中 宇 称 不 守 
便 完全 反映 左右 不 对 称 性 。 更 基本 的 不 对 称 性 是 时 间 反 演 的 不 
对 称 性 ， 社 去 和 将 来 完全 不 同 。 生 命 世 界 中 ， 构 成 生命 蛋白 质 
的 都 是 左旋 氨基 酸 ， 显 然 这 涉及 到 生命 的 起 源 问题 。 

镜 象 对 称 性 是 最 直观 的 对 称 性 ， 它 的 特点 是 有 个 中 心 〈 称 
为 对 称 中 心 ) 或 平面 (镜面 ) 把 两 方 隔 开 ， 彼 此 互 成 对 映 。 这 
在 长 条 的 图 案 中 尤为 明显 ， 所 有 图 形 关 于 某 一 点 互相 对 观 。 如 
果 是 人 物 ， 这 点 左边 的 人 向 右 看 ， 右 边 的 人 向 左 看 。 可 是 如 时 
所 有 的 人 都 向 一 个 方向 看 ， 正 如 许多 装饰 图 案 一 样 ， 就 产生 平 
移 对 称 性 。 

平移 对 称 性 在 自然 界 中 也 不 少见 。 例 如 ， 竹 子 隔 一 段 有 一 
个 节 ， 有 些 昆 瑟 ,如 电 蚂 同时 有 左右 对 称 和 平移 对 称 。 在 一 维 
时 间 中 ， 等 间隔 的 重复 是 音乐 或 诗 的 节律 规则 。 平 移 对 称 性 与 
其 它 对 称 性 的 最 大 不 同 之 处 在 手 它 没有 对 称 要 素 如 对 称 中 心 、 
对 称 面 以 及 对 称 轴 ， 因 此 在 历史 上 是 一 种 常常 被 忽视 的 对 称 
性 。 
在 自然 界 中 广泛 存在 的 对 称 性 是 转动 对 称 性 ， 表 现 最 多 的 
REW, CAS. 43H. SB. ORES. SHHAM 
形 使 许多 人 惊叹 不 已 。 在 装饰 中 ， 五 角 星 与 佛教 的 万 字 饰 H 


都 是 转动 对 称 的 例子 。 特 别 值得 注意 的 是 ， 转 动 对 称 性 都 有 一 
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个 对 称 轴 为 其 对 称 要 案 ， 通 常用 C, BAB 360°/n 后 仍然 
保持 对 称 性 的 对 称 轴 ， 它 也 可 以 表示 Cs 对 称 性 。 值 得 注意 的 
是 C; 与 对 称 中 心 或 平面 所 表示 的 对 称 性 不 同 ， 如 下 图 所 示 : 


_ [| 
[| | 


C2 转动 左右 (镜面 ) 对 称 

当然 三 维 空间 中 最 典型 的 对 称 性 是 结晶 体 的 对 称 性 。 虽 然 
人 们 对 美丽 的 结晶 体 的 对 称 性 早 就 有 所 认识 ， 但 是 晶体 的 完全 
分 类 一 直到 19 世纪 末 才 完成 。 几 何 结 史 学 的 历史 反映 出 认识 
对 称 性 的 艰难 历程 ， 也 说 明 由 对 称 性 到 群 从 来 没有 一 路 而 就 。 
在 对 各 种 对 称 性 有 了 直观 的 认识 之 后 ， 我 们 应 该 开始 从 理论 上 
对 它 进行 探讨 。 其 实 人 类 历史 上 大 理论 上 探索 对 称 性 早 在 柏 拉 
图 时 代 已 经 开始 。 他 在 蒂 远 欧 篇 中 提出 5 种 正 多 面体 ， 通 常 称 
为 柏拉图 立体 。 它 们 是 正四 面体 、 立 方 体 、 正 八 面 体 、 正 十 二 
面体 及 正二 十 面体 ， 而 且 把 它们 同 4 种 元 素 对 应 起 来 。 欧 下 里 
BREE COLOR) 中 更 进一步 描写 这 些 主体 ， 担 没有 涉 
及 其 几何 对 称 性 问题 。16 世纪 末 开 普 勒 更 进一步 发 展 了 柏 拉 
图 的 观点 。 他 在 1595 年 出 版 的 《 宇 害 的 秘密 》 一 书 中 更 进 一 
步 用 5 种 立方 体 来 隔 开 6 晒 行 星 。 他 “相信 世界 上 有 一 种 充满 
整个 空间 的 神灵 力量 "， 宇 窗 的 和 谐 表 现在 数学 的 和 谐 即 对 称 
性 当中 。 

下 面 我 们 通过 对 5 种 正 多 面体 的 分 析 ， 看 何以 得 出 群 的 梳 
Bo : 

5 种 正 才 面体 中 最 易 识 别 的 是 正 立 方 体 。 正 立方 体 有 8 个 
顶点 ，12 条 想 ，6 个 面 。 正 立方 眉 的 对 称 要 素 有 : . 

198 


(1) 工 个 对 称 中 心 。 

(2) 3 个 过 楼 中 心 的 反射 平面 ，6 个 过 对 角楼 的 反射 平面 。 

(3) 3 条 过 面 中 心 的 4 重 转动 轴 C4; 4 条 过 对 项 点 的 3 E 
转动 轴 C3; 6 条 过 楼 中 点 的 2 重 转动 轴 Cio 

单 从 对 称 要 素来 分 析 ， 我 们 仍然 对 正 立 方 体 的 对 称 性 难以 
有 个 全 面 的 认识 。 因 此 我 们 再 进一步 研究 一 下 ， 它 到 底 有 老少 
对 称 动作 保持 正 立方 体 不 变 ， 这 一 步 才 真正 达到 群 的 观念 。 

为 了 数 一 下 有 多 少 对 称 动 作 ， 我 们 先 考虑 对 称 辅 ， 除 掉 不 
动 的 对 称 动 作 之 外 ，3 条 4 重 转动 轴 有 9 个 对 称 动作 ，4 条 3 
重 转 动 轴 有 8 个 对 称 动 作 ，6 条 2 重 转动 轴 有 6 个 对 称 动 作 。 
RERA 24 个 对 称 动作 ， 它 们 构成 正 立方 体 的 转动 群 。 每 个 
动作 再 加 上 过 原点 的 反射 变换 ， 共 有 48 个 对 称 动作 ， 它 们 构 
成 正 立 方 体 的 对 称 群 。 可 以 证 明 ， 这 48 个 对 称 动 作 包 括 所 有 
使 正 立 方 体 不 变 的 对 称 动作 、 它 们 构成 一 个 群 ， 可 以 称 为 立方 
体 群 ， 它 完整 地 反映 出 保持 正 立方 体 不 变 的 所 有 对 称 性 。 

对 于 正四 面体 ， 它 有 4 个 顶点 ，6 条 棱 ，4 个 面 ， 其 转动 
SEH 

(1) 4 条 3 重 转 动 轴 ， 共 有 8 个 对 称 动 作 。 

(2) 3 条 2 重 转 动 轴 ， 共 有 3 个 对 称 动作 。 
因此 一 共有 12 个 元 素 ， 构 成 正四 面体 的 转动 群 ， 遂 常用 工 表 
示 。 

正二 十 面体 是 最 复杂 的 ， 它 有 12 个 顶点 ，20 个 三 角形 的 
面 和 30 条 棱 ， 在 每 个 顶点 处 有 5 个 面相 交 。 它 的 转动 轴 有 6 
条 5 重 转动 轴 ， 产 生 24 个 对 称 动作 ; 10 条 3 重 转动 轴 ， 产 生 
20 个 对 称 动作 ; 15 条 2 重 转动 轴 ， 产 生 15 个 对 称 动作 ; 加 上 


不 动 转 动 ， 其 转动 故 共 有 60 TAR- 
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不 难看 出 ， 正 八 面体 的 转动 群 与 立方 体 的 一 样 ， 正 十 二 面 
体 转动 群 与 正二 十 面体 的 一 样 。 除 了 正 多 面体 的 转动 拜 外 ， 三 
维 (或 者 二 维 ) 的 对 称 群 还 有 循环 群 Z, 及 二 面体 群 DP,,。 循 


环 群 是 由 平面 上 线 垂直 轴 转 信 的 转动 生成 ， 共 有 n 个 元 素 。 


Bm, ZESTER, Mawra, T, G, gg 
=- 2r。 如 果 在 Z, 上 附加 一 个 反射 变换 就 成 为 Das， 它 共有 2a 
个 元 素 ， 它 是 正 n 边 形 为 底 的 楼 柱 形成 的 对 称 群 。 

这 祥 我 们 得 出 一 些 最 简单 的 几何 的 对 称 群 。 

由 上 所 述 ， 从 直观 的 几何 对 象形 成 群 的 概念 很 不 简单 ， 这 
再 一 次 表现 在 人 们 对 自然 界 结 唱 体 的 对 称 性 的 认识 之 中 。 

和 人们 对 于 自然 界 中 美丽 的 结 卓 体 早已 熟悉 ， 但 是 描述 和 分 
析 它 们 却 经 历 了 复杂 的 历程 。 

第 一 步 抽象 是 结晶 体 都 可 以 看 成 一 个 格子 在 三 维 方 向 的 无 
限 延 什 。 这 样 分 类 晶体 也 就 变 成 对 格子 的 分 类 。 分 类 格 于 不 
难 ， 它 们 由 格子 的 三 条 楼 a b, c 与 三 条 楼 之 间 的 夹 角 ， 
B 决定 ， 它 们 称 为 格子 常数 。 按 照 格子 常数 不 同 ， 空 间 格 
子 可 以 分 成 7 个 晶 系 ， 列 表 如 下 ， 


ak a: b: c a, B, Y 
立方 晶 系 1:1:1 - a=Pp=7=90 
OT ih Liliz a=f=7y=9 
IE eon tixty a=p=y7=90° 
MB ih liziy a=y=90, B90" 
ABBR Lrs a= f=90°, y=120° 
SERA 1:1:1 a= P= yA 


ZARR ”所 有 其 它 情形 
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当然 这 是 最 粗糙 的 晶体 分 类 。 

第 二 步 是 每 一 种 结晶 系 中 的 格子 还 有 一 些 变化 ， 除 了 上 述 
的 单 格 P 之 外 ， 还 存在 双 格 。 双 格 又 分 为 体 心 格 工 各 底 心 格 
A, B, CME, [RABTHPCPREMA, A, B, CRA 
在 空间 格子 的 一 对 面 上 中 心 存 在 格 点 。 另 外 还 有 面 心 格 PF, € 
表示 空间 格子 的 三 对 面 的 中 心 都 存在 格 点 。 这 样 由 7 种 晶 系 存 
在 双 格 和 面 心 格 的 情况 ， 进 而 把 7 种 唱 系 分 成 14 种 布 拉 维 格 ， 
这 是 由 于 法 国 结 唱 学 家 布 拉 维 (Bravais, Auguste, 1811— 
1863) 在 1848 年 得 到 的 。 但 是 近年 来 科学 史 研 究 认 为 ， 这 方 
面 的 研究 在 1835 年 吕 由 稚 国 结晶 学 家 法 兰 克 斯 坦 
(Frankstein) 得 出 。 

14 种 布 拉 维 格子 为 : HSH. AA. ZERRA P, BA 
P, C (或 中， 四方 P，1， 立方 P，1，F， 正 交 P，A (或 
B, C), I, Fe 

PHRRKETE, HSRRFRWASRU LESS 
类 : ` 
1928 年 尼 格 利 (Niggli, Paul, 1888—1953) 利用 爱 森 斯 
48 (Eisenstein, Ferdinand Gotthold Max, 1823—1852) 1851 
年 关于 三 元 二 次 型 的 结果 ， 把 空间 格 分 类 为 42 种 。1932 年 苏 
EAKA ILIA (Delone, Bonis, 1890—1980) 利用 塞 林 
(Selling, E. 1834—1920) 在 1877 年 较 简 单 的 约 化 法 ， 把 它 
分 为 24 种 ， 但 各 格 类 不 能 唯一 确定 。1935 ER (Jones, B. 
w. 1902 一 ) 将 它 精 密 北 ， 成 功 地 唯一 确定 每 一 格 类 。 这 些 方 
法 虽然 对 几何 结晶 学 有 所 两 献 ， 但 离 群 尚 远 。 

有 从 群 论 的 观点 研究 结 卓 学 是 19 HSS. ATA 


学 家 不 了 解 当时 群 的 概念 ， 因 此 ， 他 们 是 在 数学 家 的 支持 下 走 
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上 这 条 道路 的 。 他 们 的 认识 是 先 从 对 称 要 素 开 始 ， 考 虑 三 维 正 
交 群 O (3) 的 子 群 ， 这 就 是 点 群 。 最 终 由 德国 教学 家 舍 恩 夫 
里 斯 得 到 32 种 点 群 ， 也 称 晶 类 。 其 后 俄国 结晶 学 家 费 德 洛 夫 
(Feodorov, Evgraf, 1853—1919) 在 1890 年 普 先 得 出 空间 群 
230 种 ，1891 年 会 恩 夫 里 斯 也 得 出 相间 结果 。1894 FEF 
(Barlow, William, 1845—1934) 独立 得 出 的 表 不 太 完 备 。 这 
样 看 来， 我 们 从 明显 的 对 称 形体 得 出 群 的 概念 已 经 很 不 简单 ， 
从 抽象 的 数学 概念 出 发 ， 当 然 就 更 为 不 易 了 。 

不 过 群 的 概念 的 数学 来 源 却 不 是 这 么 直观 ， 而 且 也 不 是 从 
整数 的 加 法 群 或 ( 非 零 ) 有 理 数 的 乘法 群 来 的 ， 这 两 种 最 为 平 
淡 无 奇 的 群 ， 在 19 世纪 几乎 没 人 谈 有 及。 为 什么 ? 笔者 以 为 主 
要 是 因为 ; 

(1) 数 的 集合 和 它们 的 结构 与 传统 的 数论 研究 课题 没有 什 
么 联系 。 

(2) 群 的 概念 的 本 质 ， 在 于 其 二 元 运算 的 非 交 换 性 ， 交 换 
群 或 阿 贝尔 群 从 某 种 意义 上 来 讲 ， 只 是 数论 和 代数 的 某 些 直 接 
推广 。 当 时 还 没有 认识 到 结构 问题 的 重要 性 。 因 此 ， 群 的 概念 
在 数学 中 是 难于 产生 的 。 

一 般 认 为 ， 群 的 来 源 有 三 个 ， 数 论 的 、 代 数 的 和 几何 的 。 

D1801 年 高 斯 在 《算术 探究 》 中 对 整 系数 二 元 二 次 型 进 
行 分 类 ， 为 此 他 把 县 有 同一 判别 式 的 二 元 二 次 型 按照 某 种 等 价 
关系 加 以 分 类 ， 他 发 更 两 个 不 同 的 等 价 类 经 过 “合成 ”可 以 得 
到 另外 一 个 等 价 类 ， 换 名 话说 等 价 类 如 同 数 一 样 ， 它 们 之 间 有 
某 种 “乘法 "， 等 价 业 的 集合 在 这 种 乘法 之 下 形成 一 个 群 ， 而 
RRNA RARER S TI, ROMER ES 
数论 的 来 源 。 ; 
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©1770 FRR A A TRAA RE g ER A BR 
Me, ARRELRMASA RRS BRE, REHIA 
理论 ， 只 有 在 1846 FERRER MP EIERE, — 
种 研究 具体 群 的 理论 才 正 式 产 生 。 随 着 1866 ERR (Seret, 
Joseph Alfred, 1819—1885) 《高 等 代数 教程 的 出 版 和 1870 
年 若 尔 当 的 巨著 《 署 换 论 必 代数 方程 论 》 的 问世 ， 置 换 群 这 个 
具体 的 群 成 为 群 论 的 主要 研究 对 象 。 

O19 世纪 60 年 代 把 置换 群 推广 到 妃 何 学 上 产生 变换 群 的 
摄 念 ， 特 别 是 运动 群 。 与 几何 学 有 关 的 群 与 以 前 的 群 有 很 大 不 
同 ， 它 们 大 都 是 连续 变换 群 ， 而 不 是 有 限 群 。 

因此 ， 它 们 并 不 像 几 何 对 象 如 正 多 面体 和 结晶 体 那么 直 
观 ， 而 且 在 过 去 的 几何 研究 中 根本 不 去 考虑 ， 如 运动、 反射、 
射影 变换 等 这 类 几何 变换 ，: 从 而 认识 它们 的 重要 性 ， 把 它们 抽 
象 出 来 是 一 件 极 不 简单 的 事 。 另 外 ， EMRE A FERAN 
HP eA — eR FI | 


1.3 ”从 真 体 群 到 抽象 群 


当 我 们 从 各 种 对 象 中 僚 现 对 称 性 之 后 ， 就 逐步 引出 具体 的 
群 ， 由 于 对 象 干 变 万 化 ， 我 们 就 难以 发 现 它们 结 攀 之 间 的 类 似 
之 处 。 因 此 ， 我 们 就 项 要 说 去 各 种 对 锭 表面 的 外 衣 ， 抓 住 本 质 
的 结构 ， 来 对 它们 进行 比较 ， 这 祥 我 们 就 从 具体 的 群 走向 抽象 
的 群 。 Ho 
从 历史 上 上 讲 ， 这 个 过 程 也 是 相当 缓 怪 的 。 对 于 19 世纪 的 
数学 家 米 讲 ， 数 学 的 对 象 还 是 明确 而 其 体 的 。 过 于 抽象 的 概念 
被 认为 脱离 实际 ， 因 此 并 不 容易 得 到 认可 ;只 有 到 了 19 世纪 


末 ， 这 种 抽 独 化 的 结构 才 逐 步 成 为 一 种 可 接受 的 数学 对 象 。 这 
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个 过 程 有 三 个 步 又 : 

(1) PHR: 去 掉 具 体 的 外 在 的 东西 。 

(2) 符号 化 。 

(3) 公理 化 。 

历史 上 具体 的 群 ， 主 要 表现 在 元 素 是 具体 的 ， 二 元 运算 是 
具 栖 的 以 及 依 束 于 变换 的 对 象 。 在 抽象 讨 程 中 首先 要 看 哪些 可 
以 去 掉 ， 了 哪些 应 该 保留 。 

最 先 出 现 的 群 是 以 数 为 基础 的 阿 贝 尔 群 ， 它 们 的 运算 是 通 
RRM MRF, BE, CRRA, REAR 
变 成 代数 。 

高 斯 的 二 次 型 的 等 价 类 是 第 一 个 非 平凡 的 群 的 元 素 ， 它 们 
的 会 域 也 不 简单 它们 是 第 一 个 非 平凡 的 阿 员 尔 群 。 后 来 这 个 
概念 推广 成 为 一 般 的 代数 数 域 的 类 群 。 但 是 到 19 世纪 对 这 类 
有 限 阿 贝尔 群 才 加 以 符号 化 和 公理 化 。 

群 的 本 质 在 于 它 一 般 是 非 交 换 的 。 这 种 模式 一 直到 19 t 
纪 中 期 发 现 四 元 数 ， 特 别 是 矩阵 ， 才 对 非 交 换 的 二 元 运算 有 此 
体 的 了 解 。 凯 雷 对 于 这 方面 的 研究 ， 使 他 产生 对 抽象 对 象 符号 
化 的 念头 。 一 般 认 为 ，1854 FAAS CR, ERE 
指出 的 ， 他 更 应 说 是 有 了 抽象 群 的 想法 。 因 此 ， 笔 者 认为 ， 他 
只 是 把 它 符号 化 。 所 以 这 么 说 是 因为 他 认为 抽象 群 由 其 冬 法 表 
示 所 决定 。 

饥 备 认识 的 先进 之 处 ， 在 于 他 对 于 元 素 的 抽象 化 ， 也 就 是 
元 栗 不 一 定 是 个 置换 或 集合 的 双 射 。 他 只 说 元 素 是 “运算 符 
号 "， 而 没有 讲 清楚 他 们 前 “运算 ”到 诡 是 什么 。 他 只 是 明确 
讲 出 “一 个 群 是 由 其 符 纺 的 合成 律 所 定义 ”而 不 是 由 符号 本 身 
AYER, ERM L, RBSHAM SHB. : 1857 年 他 在 讲 
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义 中 谈 到 有 限 群 由 一 些 “ 对 象 ” 构 成 ， 它 们 具有 一 个 合成 律 ， 
但 他 没有 进 一 E EE A E EAERI 
数 梅 成 加 法 群 ， 非 零 有 理 数 构 成 滋 法 群 。 这 显示 即使 像 哉 德 金 
这 样 抽象 代数 学 的 先驱 ， 对 于 稍稍 离开 具体 对 象 的 抽象 也 是 不 
去 碰 的 。 他 们 最 多 也 是 先 走 到 半路 一 一 符号 化 。 

笔者 这 里 强调 ， 符 号 化 只 是 半 抽 象 化 ， 也 就 是 把 元 素 及 二 
元 运算 抽象 化 。 最 终 抽象 化 必须 是 公理 化 乃至 最 后 对 结构 的 研 
究 。 

抽象 化 中 还 有 重要 的 一 步 是 解决 同 构 问 题 ， 也 就 是 什么 时 
候 两 个 群 可 以 看 成 相同 。 显然 间 构 是 个 等 价 关系 。 最 方便 的 方 
法 就 是 找到 具体 寿 与 它 同 构 ， 或 者 说 给 抽象 群 一 个 具体 表示 。 
1878 年 凯 雷 证 明 ， 任 何 有 限 群 均 存 在 置换 表示 。 因 此 ， 到 这 
时 候 ， 他 的 抽象 群 概念 方 进 了 一 步 ， 但 是 仍然 不 够 。 

符号 化 的 实现 者 是 克 葬 因 的 学 生 代 克 《Dyck，Walter， 
1856 一 1934)， 他 引信 生成 元 和 关系 ， 形 成 群 论 的 一 个 主要 研 
究 方面 。 但 是 ， 符 号 化 完成 的 只 是 表 出 抽象 群 ， 并 加 以 运算 。 
但 对 公理 化 以 及 结构 研究 仍然 有 一 定 距离 。 

在 公理 化 道路 上 ， 首 先是 克 洛 耐克 1870 年 在 他 的 论文 中 
明确 表达 抽象 的 交换 律 及 结 侣 律 。 代 克 在 1882 F3 ALBA 
定义 ， 他 认识 天 间 构 的 群 应 被 当 作 同一 个 和 群 ， 他 定义 的 群 不 限 
于 有 限 群 ， 包 括 有 限 生成 的 “离散 群 "。1883 年 他 还 明确 要 求 
FELE., m 1883 年 ， 韦 伯 才 给 出 第 一 个 抽象 群 的 定义 ， 
任何 种 类 的 元 素 6. 6. e, 6, 的 系统 G 称 为 n 阶 群 ， 如 果 
满足 下 列 条 件 ; 

(1) 由 系统 中 两 个 元 误 ， 可 以 通过 组 合 或 乘法 导出 同系 统 


中 一 个 新 元 素 ， 用 符号 表示 为 
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6,8, = Oo 
(2) 结合 律 
(00) = (68) =D00。 
(3) 左 消去 律 和 右 消去 律 
由 00, = 00, W00 = 68, 

可 得 出 = 
由 此 可 推出 系统 存在 么 元 并 对 每 元 素 存 在 逆 元 ， 这 个 定义 的 局 
限 性 在 于 假设 它 为 有 限 群 。1893 年 韦伯 去 掉 这 个 限制 并 写 出 
他 的 极 有 影响 的 著作 《代数 学 教程 》 第 二 卷 的 开头 (1896)。 
1889 年 荷 尔 德 也 给 出 类 似 的 定义 。 正 式 的 公理 定义 是 本 世纪 
初 在 希 尔 伯 特 的 《几何 学 基础 》 的 影响 下 掀起 的 公理 化 热潮 中 
出 现 的 ， 主 要 是 1902 年 到 1905 年 莫 尔 、 韩 廷 顿 及 犹 克 避 等 人 
的 论文 ， 其 后 仍 不 断 有 许多 研究 。 

从 历史 上 看 ， 从 具体 群 到 抽象 群 的 研究 经 历 了 很 长 时 期 。 
到 20 世纪 初 ， 有 限 群 和 无 限 群 的 研究 还 是 分 开 的 。 第 一 步 用 
抽象 群 统一 论述 群 论 的 著作 是 法 国 数学 家 德 - 塞 居 叶 (de 
Seguier, J. 1862—1935) 在 1904 年 出 版 的 《抽象 群 论 原理 》， 
其 中 谈 到 “抽象 群 的 观念 ， 不 依赖 于 其 元 素 是 什么 而 只 考虑 群 
本 身 。 来 自 和 代数 、 分 析 及 几何 中 的 不 同 特殊 的 群 ， 许 名 过 去 从 
不 同 领域 的 研究 组 成 一 个 更 一 般 的 理论 "。 这 本 书 预 示 了 结构 
数学 的 理论 结构 ， 邯 首先 于 于 康 托 和 尔 的 集 音 论 的 基础 上 ， 然 后 
通过 4 个 公理 定义 ， 并 通过 反例 证 明 其 独立 性 。 这 本 书 重点 放 
在 有 限 群 上 ， 从 无 限 群 开始 的 抽象 群 论著 是 惧 国 数学 家 施 窒 特 
在 1916 年 出 版 的 。 

这 样 一 来 ， 抽 象 群 变 成 一 个 非常 抽象 的 结构 了 ， 我 们 所 知 
道 的 无 非 是 : 
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《1) 群 是 抽象 元 素 组 成 的 集合 ， 有 具体 的 群 的 元 素 可 以 是 
数 ， 可 以 是 等 价 类 ， 可 以 是 置换 ， 可 以 是 几何 变换 ， 也 可 以 是 
任何 其 它 什么 ， 只 要 它们 满足 存在 二 元 运算 和 4 条 公理 ， 在 抽 
象 群 中 它们 的 具 栖 个 性 消失 了 ， 变 成 一 堆 符 号 。 

(2) 二 元 运算 也 是 抽象 的 ， 它 不 是 具 悼 群 中 的 数 的 加 法 或 
乘法 ， 或 者 二 次 型 等 价 类 的 合成 ， 或 者 置换 的 相继 进行 ， 或 者 
变换 跟 善 变换。 不 管 它们 来 源 如 何 ， 现 在 都 一 视 同 七。 

(3) 我 们 只 能 根据 4 条 抽象 的 公理 来 研究 它 的 结构 。 对 于 
一 般 的 群 ， 我 们 不 能 假定 它 的 元 素 有 限 ， 更 不 能 假定 它 的 元 寨 
FRET, RT ARSE 4 条 公理 之 内 做 文章 ， 因 此 ， 要 不 
是 群 所 具有 理论 上 和 应 用 上 的 重要 性 的 话 ， 谁 又 会 去 外 这 个 牛 
角 尖 呢 ? 


1.4 群 论 的 理论 椎 架 


有 了 抽象 群 的 概念 之 后 ， 它 的 理论 到 底 研究 什么 呢 ? 数学 
家 研究 这 些 抽 象 对 象 的 目标 是 什么 呢 ? 用 一 句 话 来 概括 就 是 搞 
清楚 它们 的 结构 并 加 以 分 类 。 所 谓 结构 ， 就 是 元 素 (或 它们 的 
集合 ) 和 元 染 之 闻 的 关系 。 对 于 抽 敌 的 集合 ， 元 素 和 元 素 之 间 
除了 它们 有 共同 从 履 于 该 集合 这 种 其 性 之 外 ， 彼 此 之 闻 没 有 关 
系 。 一 县 有 了 关系 ， 结 构 也 就 产生 了 。 研 究 结构 的 主要 问题 大 
BA TALAM: 

(1) 子 结构 : 群 作 为 一 个 集合 ， 其 某 些 子 集合 也 是 群 则 称 
为 子 群 。 子 群 中 有 一 些 特 殊 性 质 的 称 为 正规 子 群 。 

(2) HAW: 一 个 群 通过 正规 子 群 分 解 成 陪 集 ， 这 些 陪 集 
也 构成 群 则 称 为 商 群 。 


(3) 原始 结构 :一 个 群 如 果 没 有 非 平凡 的 真正 规 子 群 则 称 
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为 单 群 ， 单 群 是 构成 群 的 原子 ， 任 何群 可 以 看 成 由 单 群 〈 原 
子 ) 构成 的 分 子 。 

(4) 结构 扩张 ， 群 可 以 通过 一 些 办 法 扩张 成 更 大 的 群 。 或 
者 说 ， 它 其 否 能 嵌入 到 更 大 的 群 中 而 成 为 其 子 群 。 

(5) 结构 的 同 态 及 同 构 。- 

(6) HAH: 一 个 群 到 自身 上 的 同 构 经 过 复合 也 是 自 同 
构 ， 所 有 的 自 同 构 的 集合 也 构成 群 。 

对 于 一 种 结构 ， 搞 清楚 其 子 结构 、 原 始 结构 等 等 决 不 是 一 
个 简单 的 问题 ， 对 结构 的 阐明 是 构成 现代 数学 研究 的 主要 内 
容 。 除 了 上 述 问题 ， 还 要 建立 许多 重要 工具 ， 如 群 表示 论 ， 其 
中 涉及 许多 具体 的 实例 及 计算 。 

但 是 ， 对 于 如 此 抽象 的 对 象 ， 研 究 它们 的 结构 并 且 加 以 分 
类 是 十 分 杀 难 的 ， 因 为 太 抽象 的 对 象 在 研究 过 程 中 根本 无 所 依 
傍 ; 因为 太一 般 了 ， 不 容易 得 出 很 有 价值 的 结果 。 

因此 ， 在 抽象 群 论 的 研究 过 程 中 ， 我 们 往往 又 回归 到 具体 
与 特殊 的 群 上 面 。 因 为 这 种 群 往往 给 我 们 一 些 直观 的 启发 。 而 
对 抽象 群 ， 我 们 就 毫 无 办 法 。 同 时 这 种 具体 化 的 过 程 给 我 们 所 
出 重要 的 工具 ， 这 些 工具 往往 使 我 们 能 够 进行 具体 计算 ， 得 出 
一 些 重要 的 不 变量 。 从 而 能 够 进一步 刻画 和 分 析 我 们 的 对 象 。 

抽象 群 的 具体 化 有 两 种 :一 种 是 用 生成 元 及 关系 来 表 出 ， 
可 以 说 是 半 具 体 化 ; 一 种 是 用 置换 群 和 变换 群 来 表示 ， 这 构成 
RAE 0 

HR ROL, BOR Lae, FT 
以 较 容 易 地 、 较 详尽 地 加 以 研究 。 加 上 的 条 件 有 多 种 : 

(1) 对 于 集合 的 基数 加 以 限制 ， 特 别 是 元 案 为 有 限 多 个 
时 ， 称 为 有 限 群 。 有 限 群 是 群 论 研究 最 重要 的 领域 ， 它 的 许多 
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成 果 可 推广 到 一 般 情形 。 由 于 有 了 有 限 的 条 件 ， 出 现 了 许多 数 
值 不 变量 ， 如 群 的 阶 数 、 元 素 的 阶 数 ， 这 些 叉 对 子 群 、 商 群 等 
等 构成 限制 ， 这 就 推动 整个 群 论 的 发 展 。 同 样 ， 还 有 其 它 有 限 
性 条 件 ， 例 如 有 限 生 成 群 和 有 限 表 出 群 都 有 许多 研究 。 在 无 限 
群 中 可 数 群 受到 特别 的 和 注意， 连续 群 中 的 离散 子 群 近年 来 也 是 
重要 热门 。 

(2) 加 上 一 些 附 加 条 件 ， 最 典型 的 是 加 上 元 素 可 交接 条 件 
成 为 交换 群 ， 即 阿 贝尔 群 。 由 于 有 了 交换 条 件 ， 使 得 结构 问题 
大 大 简化 。 不 过 应 该 认识 到 ， 交 换 条 件 与 一 般 非 交换 差距 极 
大 ， 在 许多 情形 下 ， 交 换 群 都 是 非 交 换 群 的 极限 情形 ， 许 多 问 
题 都 在 交换 情形 首先 获得 解决 。 如 结构 定理 、 表 示 定 理 、 希 尔 
怕 特 第 5 问题 等 。- 

(3) 具有 其 它 附加 结构 ， 如 拓扑 结构 、 流 形 结构 、 其 它 代 
数 结构 。 这 样 的 群 虽然 表面 上 复杂 化 ， 实 际 上 由 于 多 种 结构 不 
易 相 容 ， 反 而 减少 不 同 结构 的 数量 ， 便 于 通过 运算 与 其 它 结构 
联系 起 来 ， 这 样 能 够 更 容易 取得 成 果 。 

从 经 典 数 学 的 观点 来 看 ， 结 构 数 学 是 一 个 全 新 的 陌生 领 
域 。 传 统 数学 家 对 这 类 问题 不 知 如 何 下 手 ， 也 不 理解 结构 数学 
的 结果 到 诡 有 什么 意义 。 的 确 ， 结 构 数 学 与 经 典 数学 的 对 象 与 
目标 完全 不 同 ， 经 典 数论 讨论 特殊 的 元 素 以 及 每 个 正 整 数 都 可 
以 表示 为 四 个 平方 数 之 和 ， 每 个 但 数 ( 产 6) 都 可 以 表示 为 两 
个 素数 之 和 之 类 的 问题 ， 而 代数 数论 则 研究 代数 数 城中 代数 整 
数 环 的 理想 类 群 的 结构 ， 而 理想 类 群 首先 是 一 个 集合 ， 而 不 是 
这 个 数 或 那个 数 如 何如 何 。 显 然 对 象 不 同 、 问 题 不 同 ， 结 果 也 
不 同 。 正 因为 如 此 ， 研 究 这 些 新 领域 的 数学 家 建立 一 系列 与 传 


统 数学 迫 然 不 同 的 领域 ， 它 们 与 传统 数学 很 不 相同 ， 但 是 却 给 
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传统 数学 极 大 的 推动 。 例 如 费 尔 马 大 定理 的 证 明 ， 思 想 爹 部 来 
自 结 构 数 学 ， 而 这 就 是 20 世纪 的 数学 ! 

一 般 的 抽象 的 群 论 难以 下 手 ， 我 们 先 从 比较 具体 、 比 较 特 
殊 、 比 较 容 易 的 结构 著 手 ， 这 就 是 阿 贝尔 群 。 
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2 阿 贝 尔 群 


阿 贝尔 群 也 称 交换 群 ， 是 群 论 中 比较 简单 的 一 部 分 ， 也 可 
看 我 一 般 群 论 的 特殊 情形 。 

阿 贝尔 群 在 群 的 4 条 公理 之 外 ， 还 要 加 上 二 元 运算 的 可 交 
'. 换 性 ， 即 对 于 群 G 的 任 者 两 个 元 素 <，z 满足 

atb= b'as : 

这 种 可 交换 性 大 来 简化 了 群 的 运算 和 群 的 结构 。 因 此 ， 有 委 阿 
贝尔 群 是 数学 史上 第 一 个 得 到 完 金 分 类 的 代数 绑 罗 。 更 进 一 
步 ， 有限 生成 的 阿 贝尔 群 出 已经 完全 分 类 。 责 得 应 的 有 限 洛 及 
有 限 生成 群 间 题 则 远 未 解决。 

虽然 阿 贝尔 群 地 较 简 单 ， 但 在 教学 中 几乎 无 处 不 在 。 拓 外 
学 中 的 岂 调 群 、 上 同调 群 、 二 维 及 二 礁 以 上 同 伦 群 《但 一 维基 
本 群 一 般 并 非 阿 贝 尔 群 )、KK 群 部 是 阿 贝 尔 群 ,同调 代数 中 的 
同调 群 及 上 同调 烙 或 它们 的 入 生物 函 子 以 及 K 群 等 也 都 是 阿 
贝尔 群 。 代 数 数论 中 的 理想 类 群 ， 域 的 布 劳 尔 群 也 都 是 阿 贝尔 
群 。 当 然 ， 阿 贝尔 群 无 疑 也 是 群 论 及 环 论 、 域 论 、 抽 参 调 和 分 
析 的 基础 。 阿 员 尔 群 中 的 概念 也 成 为 一 般 群 论 的 概念 和 结构 定 
理 的 祥 板 。 从 某 种 意义 上 来 讲 ， 阿 贝尔 群 作为 整数 和 有 理 数 加 
法 群 的 推广 ， 是 通常 数论 的 基础 ， 也 是 “广义 数论 ”的 第 一 


步 。 
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尽管 如 此 ， 阿 贝尔 群 理论 并 没有 就 此 止步 ， 它 仍然 是 当前 
一 个 非常 活跃 的 分 支 。 但 是 ， 与 群 论 研究 的 联系 并 不 那么 密 
切 ， 却 同 数理 逐 辑 与 大 基数 集合 论 窗 切 相关 。 这 样 继 初等 数论 
之 后 ， 它 成 为 影响 数学 基础 的 最 简单 的 数学 对 象 。 

与 其 它 群 不 同 ， 阿 贝尔 群 的 来 源 可 以 说 是 通常 整数 的 加 法 
运算 。 因 此 ， 许 多 作者 为 了 与 一 般 群 的 不 可 交换 的 乘法 相 区 
别 ， 采 用 加 法 “+ ”为 其 二 元 运算 ， 从 而 么 元 也 表示 为 和 我 
们 这 节 也 采用 这 个 记号 ,我们 首先 考虑 有 限 阿 贝尔 群 和 有 限 生 
成 的 阿 贝尔 群 ， 晶 然 有 些 概念 和 定理 也 适用 于 一 般 情 形 。 

阿 贝尔 群 的 例子 很 多 ， 最 典型 的 是 循环 群 ， 其 中 整数 加 法 
HZ’ (通常 在 没有 混淆 的 情况 下 也 可 简写 为 Z)， 是 无 限 特 
环 群 。 另 外 ， 对 每 个 正 整 数 n 有 有 限 循 环 群 Zz,， 即 它 由 一 个 
生成 元 x ER, WE rte +aeenxr=0, B kn WT, kr 
“0, BR Z, PA n TICK 

10, z, 2z; 3z, *, (n-1) x}, 
循环 群 的 所 有 直 和 都 还 是 阿 贝 尔 群 ， 所 谓 Z。 和 2, 的 直 和 
ZnDZ,, 就 是 由 所 有 元 素 

lax tly}, O<k<m-1, 01X7- 1, 
其 中 r 为 Z。 的 生成 元 ，y BZ, WERE, WA mn TER. 
最 重要 的 阿 贝尔 群 为 素数 p ENRE (ARAE pH). AB 
数 加 法 群 O'S. 

阿 贝尔 群 中 最 重要 的 概念 是 挠 元 与 挠 群 。 所 谓 挠 元 x 就 

是 ， 存 在 一 个 正 整数 x， 使 得 
I ne =O, l 
nt ` 
挠 元 的 概念 是 整数 加 法 群 中 没有 的 概念 ， 也 表示 阿 贝尔 群 的 算 
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术 与 通常 算术 不 同 之 处 。 对 于 阿 贝 尔 群 G， 上 所 有 拨 元 构成 G 
的 一 个 于 群 ， 称 为 G 的 挠 子 群 ， 记 作 1G， 而 且 它 还 是 G 的 
完全 不 变 子 群 ， 这 点 与 非 阿 贝尔 群 是 不 一 样 的 。 例 如 GL (2, 
Q) 即 有 理 数 元 的 2x2 可 递 矩 阵 神 成 的 群 中 所 有 抠 元 不 构成 
其 子 群 。 

如 果 G HRT C=C, WG HARM; MEG HH 
FHiG= 101， 则 G 称 为 无 挠 群 。 由 于 商 群 G/1G BRE 
群 ， 因 此 ， 每 个 阿 贝尔 群 G 都 是 一 个 措 群 通过 一 个 无 找 群 的 
扩张 。 但 这 个 扩张 不 一 定 分 发 ， 也 就 是 挠 群 不 一 定 是 直 和 因 
子 。 这 样 ， 一 般 阿 贝尔 群 是 找 群 和 非 找 群 的 混合 群 。 当 阿 贝 尔 
群 G 为 有 限 群 或 有 限 生成 铬 时 ， 结 构 定理 比较 明显 。 

1. BRM MRR AY ee 

分 解 定理 ”每 个 有 限 阿 贝尔 群 是 准 素 p 群 的 直 和 。 

这 定理 可 以 认为 是 由 高 斯 在 1801 年 证 明 的 ， 他 实际 土 是 
E: WE m, n)=1,Bf m,n BR, Wl 

Zan Za PZro 
EERBAAR p 群 或 阿 贝 尔 p 群 的 分 解 问题 。 

EEE p 阶 阿 贝尔 群 可 分 解 为 p PME SH, 

即 i 
Zy = Zyn DzP BZ," ， 


且 nameno 这 时 in, oo, nd 由 G 唯一 确定 ， 称 
为 G 的 初等 因子 组 或 型 ， 也 有 时 把 Zy, 0, Za 的 生成 元 称 
AG 的 基 。 基 定理 的 重要 性 在 于 inp =o ni WER pÈ 


G 的 全 组 不 变量 ， 即 两 准 素 p FAM, 4“ARSENRAD 
同 的 型 。 这 定理 是 德国 数学 家 谢 林 (Schering, Ernst) 在 1868 


年 和 克 洛 耐克 在 1870 年 各 自 独 立 证 明 的 。 
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把 分 解 定理 和 基 定 理 合 在 一 起 ， 可 得 出 一 般 的 基 定 理 ， 每 

TARM NARR PE EA, BD 
G= Zn 由 zw DBZ y,, 

其 中 malmi mali, +, mlm, -10 [Ri mo, 0, ml 
称 为 G 的 不 变 因 子 。1878 年 弗 洛 宾 尼 乌 斯 和 忠 蒂 尔 伯 格 
(Stickelberger, Ludwig, 1850—1936) 最 终 证 明 有 限 阿 贝尔 群 
的 基本 定理 : MGHHRARMNAKH, M GZH, SHA 
当 对 于 所 有 素数 p， 它们 具有 相同 的 型 。 

Witi, GZH 当 且 仅 当 它们 具有 相间 的 不 变 因 子 。 

2. 有 限 生成 阿 见 尔 群 的 结构 定理 

无 限 阶 循环 群 的 直 和 称 为 自由 阿 贝尔 群 ， 有 限 生成 的 阿 中 
尔 群 G 总 可 以 分 解 为 有 限 阿 贝尔 群 和 自由 阿 贝 尔 群 的 直 和 。 
有 限 部 分 是 G 的 挠 子 群 ， 自 由 部 分 虽然 不 是 唯一 确定 ， 但 将 
其 分 解 为 无 限 循 环 群 的 直 和 时 ， 直 和 因子 的 数目 却 是 不 变 的 ， 
这 称 为 G 的 秩 。 因 此 我 们 有 有 限 生 成 阿 册 尔 群 的 基本 定理 : 
有 限 生 成 阿 贝尔 群 后 构 ， 当 且 仅 当 它 们 的 秩 相 等 旦 挠 子 群 同 
构 。 它 也 是 弗 洛 宾 尼 乌 困 和 史 蒂 尔 伯 格 在 1879 年 证 明 的 。 

3. 自由 阿 贝 尔 群 

上 面 两 类 阿 贝 尔 群 是 最 常用 的 阿 贝 尔 群 ， 它 们 也 可 以 推广 
到 模 论 ， 构 成 同调 代数 的 基础 。 其 余 的 ， 甚 至 包括 最 简单 的 可 
数 阶 群 也 还 有 许多 问题 ， 它 们 成 为 当 访 研究 的 热点 。 

阿 贝尔 群 中 最 简单 的 是 自由 亲 贝 尔 群 。 所 请 自由 阿 贝尔 群 
F 就 是 无 限 循 环 群 的 直 和 ， 其 生成 元 由 F 一些 无 穷 阶 元 构成 ， 
称 为 下 的 基 。 两 个 自由 阿 贝 条 群 同 构 ， 当 且 仅 当 它 们 的 基 的 
元 素 歼 目 相 等 ， 这 数目 称 为 自由 阿 贝尔 群 的 秩 。 每 自由 阿 贝尔 
群 r ATEH 也 都 是 自由 阿 册 尔 群 且 秩 (H) SH CF). 
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AEP PR BEARS H Bel OL aE, GE, APT 

尔 群 G 都 可 以 表 为 
GF/R, 

HP FAARAX HAH, RAP PHA 生成 的 子 群 。 其 
中 4 是 X 元 素 的 某 些 整 系数 线性 组 合 所 构成 的 元 素 集 ， 这 时 
我 们 说 G 具有 生成 元 X 和 关系 4， 记 作 坟 和 14>。 如 果 天 有 
限 ， 则 称 G 是 有 限 生 成 群 ， 每 育 限 生成 的 元 乒 阿 贝尔 群 都 是 
自由 群 。 群 的 生成 元 和 关系 的 这 个 定义 ， 对 一 般 群 也 适用 ， 而 
且 构 成 了 抽象 群 的 较 具体 表示 ， 同 时 它 有 助 于 利用 生成 元 及 关 
系 构造 具有 指定 性 质 的 群 。 反 过 来 也 存在 问题 : 如 何 把 某 一 群 
用 生成 元 及 关系 表 出 ， 并 使 其 简化 为 最 简单 的 形式 。 

一 个 群 可 以 有 不 同 的 表 出 ， 鲍 如 6 阶 循环 群 


Ze=<2xl6x>, 
同时 ，  Zę= <z, yl2z, 3y>o 
4. 可 除 群 
有 理 数 吉 法 群 是 无 限 生成 群 ， 它 可 表示 为 
Capt, Las t lzi Rtr zT brg t, Th T To 


它 是 抽象 可 除 群 的 原型 。 所 谓 可 除 群 G 就 是 对 于 G 中 任何 元 
Ka MAMEBR m, FH mz = a EG PHAR. 

另 一 类 可 除 群 是 无穷 p ERREZ (p°). BRBEARR 
(Prüfer, Heinz, 1896—1933) 在 1923 年 引进 的 ， 它 也 具有 无 
FF AE RIG l 

X= fro, zp 22 "| 
满足 关系 
{pro, xo— pr T17 Pär “s Ta-1™ Pär lo 


Z (p”) -具有 许多 有 趣 的 性 质 ， 它 的 所 有 真子 群 均 为 有 
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限 循环 群 ， 而 且 对 任何 整数 el, Z (p7) 具有 唯一 pB 
子 群 。 实 际 上 可 以 证 明 ，Z (p°) 同 构 于 所 有 p" (nl) 次 
单位 根 构成 的 乘法 群 。 

可 除 群 在 阿 贝 尔 群 中 具有 典型 的 意义 。 首 先 ， 每 个 阿 贝尔 
群 都 可 以 谍 人 在 一 个 可 除 群 当中 ， 它 是 具有 所 有 阿 贝 尔 群 的 万 
有 群 。 其 次 ， 如 果 可 除 群 D 是 某 阿 中 尔 群 G 的 子 群 ， 则 喇 是 
G 的 直 和 因子 。 实 际 上 ， 反 过 来 也 对 ，- 如 了 是 包含 它 的 任何 
阿 贝 条 群 的 直 和 办 子 ， 则 它 是 可 除 群 。 这 可 以 说 是 可 除 群 的 一 
个 刻画 定理 。 

对 任何 阿 贝 尔 群 G， 今 dG 是 由 它 的 所 有 可 除 子 群生 成 的 
F, MWER G 的 完全 不 变 子 群 ， 而 且 是 G 的 唯一 极 大 可 除 子 
” 群 。 显 然 G 是 可 除 群 当 且 仅 当 dG = G， 反 之 , 车 4G =0， 则 
称 G 为 既 约 群 。 

因此 ， 对 于 任意 阿 员 尔 群 G， 我 们 有 直 和 分 解 定理 

G=dGOR, 
其 中 R 是 既 约 群 。 这 个 分 解 表 明 G 是 可 除 群 4G 通过 一 个 既 
约 群 的 扩张 。 它 比 起 挠 群 :G 的 扩张 来 ， 优 点 在 于 dG 总 是 一 
HART, m GAFE. 

FB BIR FE 1923 年 还 证 明了 可 除 群 的 结构 定理 ， 每 个 可 
除 群 均 为 若干 Q RETZ (p7) (对 每 个 p) WAM, mE 
QQ 的 分 量 数 和 对 每 个 p BZ (pa) 的 分 量 数 一 起 构成 可 除 群 
的 不 变量 完全 组 。 

5. RASA 

1933 年 德国 数学 家 乌 尔 姆 【Ulm，Helmut，1908 一 1975) 
分 类 所 有 可 数 掩 群 。 他 引进 乌 尔 姆 不 变量 ， 它 是 可 数据 群 的 全 
组 不 变量 。 这 定理 不 能 推广 到 不 可 数 群 ， 不 可 数 阿 贝尔 群 显示 
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更 为 复杂 的 特点 。 

关于 无 找 群 ， 可 以 把 秩 推广 。 对 于 无 指 群 ， 任 何 极 大 独立 
子 集 均 有 相同 基数 o {GG)， 它 就 定义 为 G HER. BRMH Z, 
有 理 数 加 群 Q 部 是 秩 1 的 群 ， 而 秩 1 的 群 G 可 由 其 任何 非 0 
元 素 的 商 度 序列 的 等 价 类 来 决定 ， 它 们 称 为 GHB. RZ. 
对 于 任何 型 ， 都 存在 一 个 秩 1 的 无 挠 群 具有 该 型 。 

对 于 秩 之 2 的 阿 贝 尔 群 ， 我 们 还 所 知 基 少 。 至 于 群 的 阶 大 
的 情形 ， 除 了 局 部 紧 拓 扑 群 之 外 ， 所 知 甚 少 。 对 于 大 基教 情 
形 ， 许 多 问题 与 数理 逻辑 月 关 。 

6， 局 部 紧 阿 贝尔 群 

下 面 我们 考虑 具有 连续 统 的 基数 的 连续 群 。 这 样 的 群 很 
多 ， 典 型 的 有 实数 加 法 天 只 ， 一 维 环 面 群 ~ 一 即 一 个 负 圈 ， 工 
=R/Z, T5S@0 BSF 1 HRER U (1) AA. BR, n 
个 R 的 直 积 R Mn THART (n BHR) 也 是 连续 
群 。 一 般 来 讲 ， 它 们 都 是 局 部 紧 拓 扑 群 ， 也 就 是 其 基础 空间 是 
局 部 紧 豪 斯 道夫 空间 。 从 拓扑 群 角 度 讲 ， 它 们 的 子 群 如 整数 加 
法 群 Z 和 有 限 阿 员 尔 群 于 都 是 局 部 竖 拓 扑 阿 贝尔 群 ， 而 且 荆 
还 是 紧 群 。 有 限 个 R, T, Z, FHAR T” x Z" Xx 下 称 为 初 
等 阿 内 尔 群 初等 阿 贝 尔 群 是 交换 李 群 。 局 部 紧 阿 贝 尔 群 ， 虽 
然 基 数 很 大， 但 基 拓 扑 的 结构 有 助 于 了 解 其 结构 。 对 于 局 部 紧 
阿 员 尔 群 ，1934 年 苏联 数学 家 庞 特 里 亚 金 证 明 ， 

结构 定理 ， 任 一 局 部 紧 拓 扑 群 均 间 构 于 R SN 的 直 积 。 
其 中 N 为 一 个 至 群 关 于 某 离 散 群 的 扩张 。 

这 样 局 部 紧 拓 打 群 的 结构 归结 为 与 离散 群 有 关 的 问题 ， 特 
别 当 群 G 为 么 元 的 紧邻 域 所 生成 时 ， 则 


GK X R™ X 2", 
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其 中 下 AG 的 唯一 极 大 紧 子 群 ， 且 G 是 初等 阿 贝 尔 群 的 射影 
极限 。 如 GEER, M G 同 构 于 初等 阿 贝尔 群 。 由 此 ， 庞 特 
里 亚 金 还 证 明 著 和 名 的 对 偶 定 理 。 

HARER ”任何 局 部 紧 阿 贝尔 群 G， 

GCG, 
其 中 CG RAG 的 特征 标 群 。 

这 里 的 特征 标 是 G 上 取 人 人 和 值 的 连续 函数 YY (xz) (z€ 

G)， 它 满足 

ylay) = x2) yly), zyE Co 
对 于 GG HATRED yy. y ZSREM HRA xx 为 
XX (r) =x (x) XY (zx)。 这 样 ， 在 这 个 乘法 之 下 ，G 的 特 
征 标 全 体 构 成 特征 标 群 C (CG), FEC (G) 内 引入 紧 开 拓扑 
之 后 ，C (G) 也 成 为 局 部 贤 阿 贝尔 群 。 这 样 扣 与 C (G) E 
成 对 偶 ， 而 且 如 果 GÆR, WC (G) BARA: 如 G 是 
pak WC (G) 是 紧 群 。 

贝尔 群 是 最 单纯 的 代数 结构 ， 对 它 的 研究 给 我 们 提供 了 
nme. 这 些 经 验 有 助 于 我 们 理解 更 为 复杂 的 结构 。 

(1) 每 一 种 抽象 结构 都 涉及 一 批 新 概念 以 及 由 新 概念 自然 
推出 的 定理 。 往 往 由 于 我 们 对 于 这 些 概 念 和 定理 感到 陌生 ， 使 
我 们 对 理解 结构 数学 造成 困难 。 因 此 ， 理 解 结构 定理 ， 一 定 要 
把 主要 概念 搞 清 楚 。 这 些 概念 看 起 来 很 多 ， 实 际 上 它们 彼此 相 
通 ， 掌 握 比较 基本 的 ， 就 不 难 进而 掌握 全 部 。 作 为 一 个 阿 贝尔 
群 ， 最 基本 的 概念 是 子 群 、 直 和 (BR) 以 及 生成 元 和 关系 。 
对 于 一 般 群 ， 电 手 不 一 定 交换 ， 概 念 数目 要 增加 10 倍 以 上 。 

(2) 为 了 理解 这 些 概 念 以 及 结构 定理 ， 对 一 些 特殊 的 具体 
群 要 有 一 定 的 认识 ， 一 般 的 群 往往 都 是 这 些 特殊 的 群 分 解 而 
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来 。 
(3) 结构 数学 定理 的 形态 主要 是 分 解 定理 与 刻画 定理 。 


分 解 定理 指出 它 的 组 分 ， 而 刻画 定理 指出 两 群 同 构 的 充分 必要 
条 件 , 也 就 是 刻画 它们 的 全 组 不 变量 是 什么 。 知 道 了 全 组 不 变量 
之 后 ， 分 类 问题 也 就 不 难 解决 ， 只 需 知道 不 变量 取 值 的 限制 即 
可 。 只 有 对 于 特殊 的 对 象 ， 我 们 才 有 这 种 完满 的 结果 。 而 对 于 
较 复 杂 的 对 象 ， 我 们 难得 有 这 样 的 情况 ， 实 际 上 对 于 较 复 杂 的 
情形 我 们 往往 还 需要 进一步 化 简 。 实 际 上 即使 是 阿 贝 尔 群 ， 也 


仍然 有 做 不 完 的 问题 。 
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3 有限 置换 群 


置换 群 是 最 早 研 究 的 群 ， 它 不 是 一 个 抽象 的 群 ， 但 对 抽象 
群 的 研究 具有 很 重要 的 启发 意义 。 许 多 抽象 群 论 的 重要 结果 是 
首先 在 署 换 群 中 证 明 的 ， 例 如 著名 的 西 洛 定理 。 抽 象 群 论 发 展 
以 后 ， 置 换 群 的 研究 也 并 未 减弱 ， 这 是 因为 ; 

第 一 ， 每 个 有 限 群 均 有 一 个 置换 表示 ， 也 就 是 具体 表示 为 
一 个 置换 群 ， 即 每 个 有 限 群 都 是 对 称 群 S, HTH. 

第 二 ， 团 换 群 的 研究 对 抽象 群 的 研究 有 重要 作用 ， 许 多 散 
在 单 群 就 是 由 它 的 置换 群 性 质 被 发 现 并 加 以 刻 划 的 。 

第 三 ， 置 换 群 有 自己 独 有 的 问题 ， 需 要 在 抽象 群 论 之 外 加 
以 研究 解决 。 

第 四 ， 和 置换 群 是 最 简单 的 变换 群 ， 管 换 群 论 的 许多 概念 和 
问题 大 都 可 推广 到 一 般 的 变换 群 理 论 上 。 由 于 置换 群 的 元 素 可 
以 非常 具体 地 表现 出 来 ， 因 此 ， 对 置换 群 我 们 可 以 有 比较 具体 
的 认识 ， 并 进行 实 实在 在 的 计算 。 

3.1 Bini Ra 

一 个 置换 群 实 际 上 由 一 个 群 G PERERA HRS X 构成 。 

我 们 只 考虑 X 是 有 限 集合 的 情形 。 为 了 明确 起 见 ，XX 中 #4 个 


对 象 我 们 可 用 1，2，3，…，m 加 以 标记 。 这 n 个 对 象 可 以 有 
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nl 种 不 同 的 排列 方法 。 从 X 的 某 一 种 排列 到 另 一 种 排列 称 为 
天 的 一 个 ”次 置换 ， 记 作 sz， 它 可 以 表示 为 

1 2 3 = np 

f a2 @3 e "| 
其 中 ai 表示 在 a 之 下 :i 的 象 。 例 如 


Prags 


23 15 4 6 
表示 置换 o 把 1 变 成 2，2 变 成 3 等 等 。 两 个 置换 o Mp 可 以 


定义 乘积 so， 表示 先进 行 置换 o, BHTBR p 之 后 的 结果 ， 
例如 


“(1 234 5 6 
leas a el 
(123.45 6 
站 


_f1 2.3.4 5 6 

=l 2346 a 
它 是 这 么 得 到 的 : o 11 RM 2, p 又 把 2 变 成 1， 如 此 等 等 。 
显然 所 有 n 次 置换 满足 群 的 4 条 公理 ， 构 成 一 个 群 ， 称 为 4 
次 对 称 群 ， 用 $. Er, S, 的 子 群 称 为 n 次 置换 群 。 

上 面 置 换 的 表示 法 显然 比较 清楚 ， 但 是 写成 两 行 数 太 麻 烦 
了 。 在 不 失 一 般 性 的 情形 下 ， 我 们 可 以 写成 一 行 ， 即 轮换 的 乘 
积 ， 例 如 
123 4 5 6 

"la 315 4 6)’ 
可 以 写成 (1 2 3) (45) 6), RP (1 2 3) 表示 在 置换 e 之 
F, 变 成 2，2 变 成 3，3 变 成 1。 这 样 每 个 到 换 就 可 以 写成 


若干 个 不 相交 的 轮换 之 积 ， 而 且 只 含 一 个 元 素 的 轮换 表示 它 变 
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到 自己 ， 一 般 可 以 省 略 ， 结 果 就 更 为 简单 。 例 如 ， 上 面 的 mp 
= ($，6)， 而 么 元 写成 1 即 可 。 在 这 样 的 约定 下 ， 置 换 的 轮 
换 表示 是 唯一 的 。 

置换 还 有 另外 一 种 表示 ， 即 表 为 只 含 对 换 〔transpositior ) 
的 乘积 。 所 谓 对 换 ， 是 只 含 两 个 元 素 的 轮换 。 例 如 (1 2 3) 
= (12) (1 3)。 虽 然 一 个 置换 表示 为 轮换 之 积 可 以 有 不 同 的 
方式 ， 但 是 其 中 轮换 的 数目 要 人 么 都 是 奇数 ， 要 么 都 是 偶数 。 如 
果 是 前 者 则 置换 称 为 椅 置 换 ， 天 则 称 为 倡 置换 。 在 S, 中 ， 所 


BARBAR S, 中 于 阶 子 群 ， 这 个 子 群 称 为 ”次 交错 群 或 交 
代 群 ， 记 作 4。， 它 是 群 论 中 极为 重要 的 一 类 群 。 当 na 时 ， 
A, 是 单 群 。 因 为 n=2, 3, 40, n 次 对 称 群 是 可 解 群 ; 而 
当 4 之 5 时 ，S,。 不 可 解 。 正 是 这 个 结果 决定 了 一 般 五 次 和 五 
次 以 上 代数 方程 不 存在 根 式 解 。 

1878 年 凯 雷 证 明 任何 有 限 群 都 存在 置换 表示 ， 也 就 是 它 
们 都 是 S, 的 子 群 。 由 于 它们 的 置换 表示 ， 我 们 可 以 把 一 个 抽 
象 群 的 元 素 很 具体 地 表示 出 来 ， 它 们 之 间 的 关系 可 以 很 方便 地 
通过 计算 反映 出 来 ， 这 大 大 有 利于 我 们 发 现 其 中 的 结构 。 另 一 
方面 ， 由 于 转换 群 总 存在 一 个 被 置换 的 点 集 ， 如 果 我 们 对 这 个 
点 集 加 上 一 些 酝 加 结构 ， 我 们 就 会 进出 一 些 新 的 群 。 


3.2 置换 群 的 一 些 基本 概念 


置换 群 是 变换 群 最 简单 的 形式 ， 它 的 一 些 基 本 概念 很 容易 
推广 到 一 般 变 换 群 理论 当中 ， 而 且 起 着 十 分 重要 的 作用 。 

1， 妊 的 作用 

群 G 在 集合 和 上 的 作用 是 指 一 对 一 映射 
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aiGx X— xX, 
(g, x) (gr), 
它 满足 两 个 条 件 ， 
(1) 对 每 zEX，1z 二 x、 其 中 1 表示 群 的 么 元 ; 
(2) g, REG, z, yOX, g (hx) = (gh) xo 
2， 群 的 置换 表示 
WAR G, AX 是 有 限 和 集合 ， 有 n 个 元 素 时 ， 则 由 
群 的 作用 a FEX WX 自身 的 一 个 置换 
xz I gre 
这 个 置换 属于 对 称 群 S.， 这 样 就 产生 一 个 映射 
p:i G 一 So 
它 是 一 个 群 同 态 ， 称 为 群 G HERET. RAZ, 群 G 在 X 
上 的 每 个 作用 产生 出 已 在 和 上 的 一 个 表示 ， 反 之 ，G 的 一 个 
置换 表示 也 对 应 于 在 X 上 的 一 个 作用 。 
在 不 同 的 情况 下 ， 它 们 只 是 同一 事情 的 丙种 不 同 的 说 法 。 
下 面 的 术语 可 对 表示 也 可 对 作用 来 讲 : 
(1) wa, BX 的 基数 ; 
(2) 忠实 的 作用 《表示 )， 当 p B= 1H, RH, pRA 
G 同 构 。 
当 把 G RSEAX, RNR GAG 上 的 作用 得 到 G 的 
正则 表示 ， 作 用 
GxXG-—s6, 
(g, x} gr, 
得 到 G 的 (CZ) 正则 表示 ， 由 此 可 知 任何 有 限 群 都 可 以 表 为 
一 个 置换 群 ， 即 S, 的 子 群 ， 这 时 n = |G1。 


3. 轨道 ， 
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当 群 G 作用 在 X EB, 2 OX 的 轨道 就 是 X 中 的 集合 G。 
= jszrjlgEGl， 我 们 用 1Gr1 表 示 它 的 基数 。 任 何 两 条 轨道 
Gr, Gy 或 者 相 重合 ， 或 者 不 相交 ， 因 此 和 被 恕 的 所 有 轨道 
分 成 互 不 相交 的 子 集 。 

4. 稳定 化 子 

当 群 G 作用 在 X 上 时 ， 使 某 一 x EX 保持 不 变 的 G 的 元 
素 构成 G 中 的 子 群 ， 称 为 x 的 稳定 化 子 ， 用 Gx 表示 。 它 在 
G Pl G: Grl=|IX}, ER gr = pz SAMY Grg = 
Gah, MBA g, REGo 

轨道 和 稳定 化 子 的 概念 多 少 是 互补 的 , 即 对 任何 rE X, 


| Gxl| = [G: Gx], 
特别 |1GzllGrl=1G|。 
5. 不 动 点 


当 G 作用 于 基 时 ，g EG 的 不 动 点 是 所 有 x EX 使 得 gx 
=r. g 的 不 动 点 集合 记 作 Fir {g)， 由 此 可 得 G 的 轨道 数目 
#GH 


Tal! Fix (g) lo ` 
如 果 群 G 可 迁 作 用 在 站 上 ， 愉 有 公元 固定 所 有 XA, BS 
az€X, Gr=1, WH G EMMA FT X. 


3.3 Wied k RUTH 


可 迁 群 是 置换 群 理 论 中 最 重要 的 组 成 部 分 。 所 谓 可 迁 群 ， 

是 指 群 G 作用 在 X 上 ， 使 得 对 任何 一 对 了 ，>E 关 ， 都 存在 g 

EG， 使 y= gz。 因此， 对 于 可 迁 群 G，X 只 有 一 条 轨道 ， 

这 时 ，G 称 为 可 迁 地 作用 于 X 上 。 对 于 X 的 任意 两 组 点 
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(ze za s te) 和 Or yar o oe), HEX, HEX, 
RFF Fay, NAMA Ay, MRBEE g E G， 使 得 
MAT i, y=e7,, W G 称 为 XX 的 & BIER. ER, 2 重 
可 迁 群 也 是 (~1) 重 可 迁 群 。 更 进一步 ， 如 果 对 于 任意 两 
组 点， 只 有 了 唯一 一 个 gE G， 把 一 组 点 变 成 另 一 组 上 A, 
则 G RAR ETIR. MRE k 重 可 迁 群 一 定 是 上 BE 
群 。 

可 迁 群 理论 最 主要 的 问题 是 找到 并 分 类 所 有 上 重 可 迁 群 
Rik 重 可 迁 群 。 这 是 一 个 有 150 多 年 历史 的 老 问题 。 早 在 
1830 年 ， 命 罗 华 就 首先 得 出 一 个 3 BH. . 

我 们 有 一 些 初等 结果 : 

(1) 对 称 群 S, Bn BAER, 

(2) XER A, 是 强 (n -2) BUH. 

(3) S, 是 唯一 的 次 的 (n-1) BARA (mn -2) E 
可 迁 群 。 

(4) A, 是 唯一 的 = 次 的 【za -2) EER. 

Bret, ORG 是 n KA EER, WIGI -EE n (n 
-1) … (n-k+1) BR, WOR G 是 * KAR ETER, 
WiGl=n (n-1) … (aa -+L)。 这 些 条 件 对 大 点 的 上 重 
可 迁 群 规定 了 严格 的 限制 。 虽 然 不 难 找到 2 重 、3 重 可 迁 群 ， 
4 重 、5 重 可 迁 群 也 早已 找到 凡人 个， 但 当 k>6 时 ， 一 直到 最 
近 仍 然 没 有 找到 除 S, AA, ZI k BHR. Kb. E 
们 的 确 不 存在 ， 不 过 证 明 要 党 有 限 单 群 的 分 类 定理 ， 这 样 问 是 
转向 4 重 及 5 重 可 迁 群 。 

1860 年 和 1873 年 法 国 数学 家 马 丢 发 现 5 个 特殊 的 类 ， 按 
照 次 数 ， 分 别 记 作 Mis Miz. Mn, Maz, Ma, BR HMzs 外 ， 
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都 是 4 BUH, MMe Mut SBR. HE, HRY 
在 1873 年 证 明 Mi 是 除 S;, Se A> 外 唯一 的 强 5 BOER, 
MER S, Ss, Ag 外 的 强 4 重 可 迁 群 。 他 还 证 明 对 £6 
只 有 对 称 群 Sa Sh AZRE A EI k BOER. 

下 面 考虑 3 重 可 迁 群 和 2 重 可 迁 群 ， 较 容易 的 是 分 类 所 有 
强 3 重 可 迁 群 和 强 2 重 可 迁 群 ， 已 经 完全 解决 。 查 森 浩 斯 在 
1936 年 成 功 地 分 类 所 有 强 3 AEH, ERATES RN 
PG (2, q) MM (p7), BE p ARRA. MAT R 2 重 
可 迁 群 ， 早 在 1905 ER A MBER 7 个 例外 情形 ， 
1936 FERRER, wW p 是 素数 ，g = p*， 则 每 个 强 2 重 
可 迁 群 ， 除 了 有 限 争 个 例外 之 外 ， 都 可 以 崩 入 在 基 个 Aur (1, 
dj 之 中 ， 而 这 就 是 独 克 各 所 列举 的 。 最 后 ，1959 F 
(Thompson, John Griggs, 1932—) 把 所 有 强 2 重 可 迁 群 作为 
弗 洛 宾 尼 乌 斯 群 予 以 完全 分 类 。 

下 面 我 们 稍 加 详细 地 解释 一 下 : 

除了 有 明显 置换 表示 的 对 称 群 和 交错 群 之 外 ， 我 们 还 可 以 
用 其 它 的 方式 ， 特 别 是 几何 的 方式 来 定义 置换 群 ， 由 于 我 们 考 
虑 的 主要 是 有 限 置 换 群 ， 我 们 用 的 起 都 是 有 限 域 下。 

t. 仿 射 群 

F 上 的 所 有 信 射 变换 t (a,b): € ag+ b(a, bE Fia 
AOH 下 的 对 称 群 { 记 作 Sym (F)) 的 一 个 子 群 ， 称 为 F 
上 一 维 仿 射 群 ， 记 作 AGL, (FE)。 如 果 | 下 1=9， 则 

(AGL, (F) l=q€¢-1)- 
这 时 为 了 清楚 起 见 ， 我 们 往往 用 AGL, (a) HRB AGL, 
(下 )， 高 维 仿 射 群 实际 上 是 仿 射 几何 的 自 同 构 群 ，a 维 仿 射 几 
AG, (F) 由 向 量 空间 ASAT SMR, ICSE 
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就 是 FR 中 的 向 量 ， 而 仿 射 子 室 间 就 是 A 向 量 的 平移 。 佑 射 
空间 AG, (F) 的 自 同 构 就 是 空间 中 点 的 置 挽 ， 它 把 点 映 上 成 
点 ， 而 且 把 4 维 子 空间 映 成 4 维 子 空间 。 这 样 它 具 有 一 个 简 
单 的 形式 ， 对 于 每 线性 变换 a€ Gla (F) 和 向 量 ver, Æ 
METH AE RMT 
t (a, v} :Fe 一 一 Fo， 
ub— ua t to 

这 样 所 有 t (a, v) (a€ GLa (F), vE FY) 形成 d #8 
F AGL; (F). . . 

2. 射影 群 

对 于 一 维 仿 射 平面 即 上 加 入 一 个 o 点 后 成 为 一 维 射 影 平 
H PG, (F). # AGL, (F) 加 以 扩张 成 G， 使 G ?在 PG 
(F) LW, HGL=AGL, (F) BR. 

特殊 重要 的 是 射影 特殊 线性 群 PSL (2, F), Ede PGL 
(2, F) 的 正规 子 群 ， 定 义 为 SL (2，F) +2/Z, HP SL 
(2, F) 是 GL (2, F) 中 行列 式 为 荆 的 矩阵 构成 的 子 群 。 

3. 半 线 性 分 式 变换 群 

aK Hit, K=KU lol, c€ Aut (K), & BREE 
o 下 的 象 ， 半 线性 分 式 变换 为 


af’ +b _ 
t(a,b,c,d):Et—> wpa FE Kad bc #0. 
规定 . i < ġo, HM c& +d =0; 


oO FF 一 > oo, 如 c=0; 


co t— ac”), i c0 
这 些 半 线 性 分 式 线性 变换 构成 群 , 记 作 LPC K), 44 o=- RIG 


mi, PLF( K)=LFCK) = PSL(2, K)o 
227 


当 P HERE, c= p0 AF(q) 6 AR, 且 g= 1, 定 
X MATL OATH, CA SUT HE, 其 中 


s=1e Etb ad- e= EWI, 


af tb 
PEF ad - FEF}. 


具体 地 讲 , 强 2 重 可 迁 群 是 类 似 于 仿 射 变换 群 , 即 Fg) ¢ 

= pM AaB, 由 
xt l arth 

构成 , 其 中 a,b 是 F(g) 的 元 素 , a HO, BIA 7 TAS, K 
数 为 53, 了 ,11?, 237,297, 5%, 

4 弗 洛 宾 尼 乌 斯 群 

弗 洛 宾 尼 乌 斯 群 从 本 世纪 初 就 开始 出 现 , 一直 是 一 个 重要 
的 研究 对 象 , 在 有 限 群 论 诸多 领域 中 都 起 着 重要 作用 。 

弗 洛 宾 尼 乌 斯 群 是 一 个 非 正则 的 可 迁 置 换 群 ,但 只 有 和 元 
具有 一 个 以 上 不 动 点 。 

1902 年 弗 洗 宾 尼 乌 斯 证 明 有 限 弗 洛 宾 尼 乌 斯 群 的 结构 定 

有 限 弗 洛 宾 尼 乌 斯 群 的 结构 定理 it G 为 弗 洛 宾 尼 乌 斯 
群 , Gz 为 一 点 稳定 化 子 , 置 

=|xEGlg-1, 或 Fir(g)= gl, 

则 (1) K 是 G 的 子 群 , 且 是 正规 子 群 ,也 是 正则 子 群 。 

(2) 对 每 素数 p, Gz HK p FRAT, Gr 的 西 洛 2 
子 群 或 是 循环 群 或 是 四 元 群 ,如 G2 不 可 解 , 则 它 只 有 一 个 非 阿 
贝尔 的 合成 因子 即 Aso 

(3) KK 是 一 个 医 零 群 。 
弗 浩 宾 尼 乌 斯 的 证 明 首次 应 用 他 所 创立 的 特征 标 理论 研究 群 的 
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结构 理论 , 这 是 特征 标 理论 的 伟大 胜利 。 至 今 还 没有 发 现 不 由 
特征 标的 初等 证 明 。 定 理 第 (2) 部 分 由 查 森 浩 斯 在 1936 年 证 
明 , 最 难 的 一 部 分 由 J 汤姆 避 在 1959 年 证 明 。 

Ha PRE SMH G 是 2 重 可 迁 群 时 , K 则 是 一 个 正 
则 且 正 规 的 阿 贝 尔 子 群 , 其 中 每 个 非 么 元 都 具有 相同 的 阶 。 


3.4 2 其 可 迁 群 的 分 类 


我 们 现在 已 可 以 得 到 完整 的 有 限 2 EAA, BTF 
任何 有 限 2 重 可 迁 群 的 台 或 者 是 初等 阿 贝尔 群 或 者 是 本 原单 
群 ,这 表明 分 类 2 重 可 迁 群 与 分 类 单 群 有 密切 关系 。 许 多 有 限 
单 群 将 可 以 在 以 后 见 到 。 

有 限 2 重 可 迁 群 共有 8 个 无 穷 系列 和 10 个 例外 群 ,4 个 熟 
知 的 无 穷 系 列 是 ， 

(1) 交 错 群 A,, ndo 

(2) 对 称 群 S。, 22. 

(3) 仿 射 群 。 

2 MUL MRE 1957 年 由 胡 伯 特 所 决定 ,而 2 BOE 
可 解 仿 射 群 到 .1974 年 由 赫 灵 所 决定 。 

{4) 射 影 群 PSLy(g)。 

其 它 4 个 无 穷 系列 为 ; 

(5) 辛 群 S,(2zm,2), 每 一 个 群 均 有 两 个 不 同 的 2 BOE 
用 。 

(6) 丁 群 PGU (3,q)。 

(7) 和 铃木 群 Setq)。 

(8) 李 补 学 群 Ra). 


后 面 3 个 系列 群 都 可 以 2 重 可 迁 地 作用 于 适当 的 史 坦 纳 三 元 系 
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上 。 

10 个 例外 的 2 重 可 迁 群 是 马 丢 群 Mis, Mas Mis Mzs, Mzz: 
PSL(2, 11), Mý, A? ,H'S 与 Coi。 

这 里 解释 一 下 MAM 47 。 

M 是 有 限 4 重 可 迁 群 ,这 里 还 有 一 个 作用 在 12 点 上 的 3 
重 可 迁 作 用 。M24 作 用 在 24 点 上 ,可 把 24 点 集 分 为 两 个 12 点 
RAT, HB 4 的 稳定 化 子 是 马 丢 群 M1,。 其 中 使 一 点 不 动 
的 稳定 化 子 同 构 于 Mu, E3 重 可 诗 地 作用 于 丁 的 12 点 上 ,此 
B Mio 

三 维 射影 空间 PG;(2) 有 15 点 ,其 自 同 构 群 为 PGL4(2)， 
它 同 构 于 As。 因 此 PGL4(2) 有 指数 为 8 的 子 群 G 同 构 于 A，， 
这 即 A7 , 它 2 重 可 迁 地 作用 于 15 个 点 上 。 

可 迁 群 中 有 重要 的 一 类 群 称 为 本 原 群 , 其 重要 性 从 下 面 定 
理 就 可 以 看 出 : | 

每 2 重 可 迁 群 均 为 本 原 群 。 

若 GEX ETER, RERE G 的 非 本 原 区 。 碟 的 
一 个 子 集 了 了 (至少 包 含 两 个 元 素 ) 称 为 G 的 非 本 原 区 , 如 对 每 个 
置换 gE G, 或 者 g&SY= 了 ,或 者 cYNY=0. WR G RAZ 
的 非 本 原 区 , 则 称 G 为 非 本 原 群 , 否则 称 G 为 本 原 群 。 例 如 对 
称 群 S。 就 是 本 原 群 。 另 外 索 次 的 置换 群 均 为 本 原 群 。 

本 原 性 判 据 GHX LIER, Ex, W G 是 本 原 群 当 
HERH Gr 是 G 的 极 大 子 群 。- 

本 原 群 的 重要 性 质 是 本 原 群 的 非 平凡 的 正规 子 群 也 可 迁 地 
作用 于 X Ee 

研究 本 原 群 , 一 个 重要 概念 是 台 (socle ), 一 个 群 中 如 存在 非 
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平凡 的 正规 子 群 , 则 一 定 有 极 小 正规 子 群 , 即 它 不 包含 任何 其 它 
非 平 凡 正 规 子 群 。G 的 和 台 就 是 由 G 的 所 有 极 小 正规 子 群 生成 
的 群 , 记 作 SOC(G), CE G 的 特征 子 群 。 

有 限 群 的 每 个 极 小 正规 子 群 或 者 是 初等 阿 贝尔 群 ,或 者 其 
中 心 等 于 1。 

G 为 有 限 本 原 群 ,KK 为 G 的 一 个 极 小 正规 子 群 , 则 下 列 三 
种 情况 只 有 一 个 成 立 : 

(1) 对 某 个 素数 p 和 某 个 整数 4d, K 为 pr 阶 正则 初等 阿 由 
RR, A SOC(G)~=K= Ce(lK)。 

(2).K ESET RR, Co KE G HRD IERTRE 
换 同 构 于 KK, SOC(G)=KXCo(G). 

(3)K 是 非 阿 贝 尔 群 , Co(K)=1, SOC(G)= K. 

对 于 一 般 有 限 群 , 台 是 一 些 单 群 的 直 积 。 而 对 本 原 群 ,这些 
SRS BAW. OH, 经 过 非常 儿 难 的 过 程 , 奥 南 (O’Nan， 
Michael R SPHE (Scott, William Raymond, 1919 一 ) 在 1979 年 
证 明 有 限 本 原 群 的 基本 定理 , 但 他 们 的 证 册 中 有 一 些 不 完全 , 到 
1988 年 才 补 正 。 

奥 南 一 斯 科 特 定理 G Xn 次 有 限 本 原 群 , H = SOC 
(G), 则 下 面 两 种 情形 之 一 成 立 ; 

(1) SRK p, H 是 正则 初等 阿 贝 尔 p 群 ,车 | HI = n= 
p", G 同 构 于 仿 射 群 4AGLm(p) 的 一 个 子 群 。 

(DH FFE IRAR T HARE T”, 这 时 下 列 情 
形 之 一 成 立 : 

Om =1, G 同 构 于 Awuz( 丁 ) 的 一 个 于 群 。 

m22, G EMA’ P, n= ITI” h , 

Onz2 HF m 的 某 真 因子 d URRTERRURA 
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SOC(U) = T, UG AAW FER ( Wreath product) UOSym 
(m/d),n=0"/d,tBU ORR, 

@m26,H EM,n=|T|"~ 

有 限 署 换 群 理 论 是 有 限 群 理论 的 原型 。 一 个 多 世纪 以 来 ， 
它们 交互 作用 , 互相 推进 。 在 单 群 分 类 完成 之 后 , 一 系列 有 限 置 
挽 群 问题 获得 解决 。 现 在 很 多 问题 又 回 到 原始 的 列举 问题 上 ， 
并 成 为 计算 机 群 论 的 重要 组 成 部 分 。 我 们 已 经 有 1000 次 以 下 
所 有 真 本 原 群 的 表 。 回 顾 一 下 历史 ,我 们 就 可 以 看 出 我 们 的 进 
步 何 等 之 快 。 在 以 前 的 表 里 , 都 存在 不 同 程度 的 不 精确 和 不 完 
备 ,不 过 在 此 不 必 一 一 细 说 。 

n KERNE: 

1872 46, GRY n&17; 

1897 年 , (HEEB n <8; 

1909 年 一 1929 年 , BF nS 15; 

1970 年 , 西 姆 斯 (Sims, Charles, 1937—) n<20; 

1980 年 , RRRA n<=50; 

1986 Æ, FHAR SAK n1000; 

1988 年 , A ERRIRE n1000. 

1980 年 以 后 的 进展 显然 是 由 于 单 群 分 类 的 完成 。 单 群 不 
仅 给 计算 带 来 方便 ,而 且 对 本 原 群 的 分 类 起 了 指导 作用 。 一 名 
话 , 我们 是 通过 “ 台 ” 来 分 类 ,具有 相同 “ 台 ” 的 本 原 群 ,我们 归 入 
一 个 军团 (cohort), 再 根据 “人 台 ” 的 群 的 类 型 分 成 11 种 不 同 的 
型 ,其 中 4 到 百 共 8 种 型 的 台 都 是 单 群 。 现 在 把 每 种 型 的 军团 
数列 举 如 下 : . 

型  & 军国 笋 

A 交错 群 77 


PSL (2, q) 
PSL(n, q), n>3 
BF 

辛 群 

正 交 群 

其 它 李 型 单 群 
散在 单 群 
复合 群 :乘积 作用 
复合 群 :对 角 作 用 
正则 阿 贝尔 群 


xO - DOs FO 
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这 里 一 共 是 762 个 军团 ,它们 只 是 真 本 原 群 , BESS 
团 真 给 我 们 一 个 威武 雄壮 的 印象 ,这 是 群 论 先 驱 们 无 法 想象 的 。 
正 是 结构 理论 使 我 们 找到 把 这 些 军 团 形成 整齐 队列 的 钥匙 。 当 
然 , 有 限 置换 群 理论 仍 有 许多 问题 有 待 解决 ,但 是 大 的 问题 已 经 
取得 突破 。 另 外 , 它 还 开辟 了 计算 机 代数 的 领域 ,列举 问题 永远 
是 复杂 市 麻烦 的 事 。 尽 管 置换 群 对 有 限 群 理论 做 出 巨大 贡献 ， 
由 于 它 的 “作用 ”, 它 还 有 自己 许多 和 间 题 。 除 此 之 外 , 无限 置换 群 
理论 还 方兴未艾 , 它 对 无 限 群 论 正在 起 着 过 去 有 限 置 换 群 所 起 


到 的 相同 的 作用 。 
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4 有 限 群 


有 限 群 是 抽象 群 论 的 核心 , 也 是 比较 容易 县 体 化 的 一 部 分 。 
其 中 的 抽象 概念 大 都 可 以 推广 到 一 般 群 论 当 中 。 因 此 , 我 们 稍 
稍 多 用 一 些 篇 由 来 解释 一 下 。 但 是 ,有 限 群 论 最 辉煌 的 成 就 是 
单 群 分 类 的 完成 ,这 一 项 数学 上 绝无仅有 的 大 工程 ,涉及 许多 专 
门 技 术 。 这 里 我 们 只 是 通过 历史 来 看 一 下 这 一 “ 步 是 如 何 走 通 
的 。 

ALE HAT, ARCH RRB ATS Se, 其 中 特别 
值得 一 提 的 是 ; 

《1) 有 限 群 论 的 发 展 经 历 ， 

有 基体 一 一 抽象 一 * 具 体 

三 步 曲 ,其 中 最 后 具体 是 指 表示 论 的 发 展 。 

(2) 有 限 群 论 也 经 历 由 列举 到 结构 的 过 程 ,最 后 到 单 群 分 
类 ,这 也 是 研究 抽象 结构 的 必由之路 , 列举 往往 给 我 们 提供 经 
a, 其 功 不 可 没 。 

在 研究 有 限 抽象 群 的 早期 , FRAT AB AK SE AP RE FL 
具 。 但 这 个 工具 尽管 方便 ,也 的 确 有 它 拖泥带水 的 地 方 。 我 们 
要 考虑 次 数 , 作 用 、 可 迁 性 等 等 ,而 这 些 在 抽象 群 论 中 一 扫 而 空 。 
因此 在 发 展 抽象 群 时 , RMEL? 实际 上 , 代替 有 限 置换 
H, RHEEN ARAR, 也 就 是 以 有 限 域 为 元 素 的 矩阵 群 
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(后 来 被 三. 诺 特 理解 成 线性 变换 群 )。 从 历史 上 来 看 , 线性 群 是 
在 置换 群 的 外 家 下 发 展 起 来 的 , 它 产 生 于 若 尔 当 1870 年 的 大 
著 。 正 像 我 们 在 上 一 章 置 换 群 中 所 讲 的 射影 群 及 仿 射 群 ( 后 者 
甚至 还 没有 和 名称 )。 它 们 何 时 走向 前 台 并 成 为 主角 呢 ? 从 历史 
上 看 ,这 完全 是 结构 数学 的 威力 。 从 有 限 单 群 的 分 类 理论 即 可 
看 出 18 个 单 群 的 无 限 系列 中 ,16 个 系列 都 是 从 线性 群 产生 的 ， 
可 是 线性 群 的 深入 研究 一 直到 19 世纪 末 才 开始 ， 这 是 由 于 

1) 有限 域 的 概念 并 不 成 熟 。 

(2) 和 矩阵 并 没有 一 个 系统 理论 。 

(3) 当 时 只 有 极 少 的 对 象 把 人 引 向 线性 群 。 

《4) 在 19. 世 纪 80 年 代 之 前 ,置换 群 在 群 的 研究 中 始终 占 统 
治 地 位 。 从 某 种 意义 上 讲 , 这 种 状况 一 直 延 续 到 20 世纪 20 年 
代 , 卫 * 诺 特 的 抽象 观点 占 统治 地 位 为 止 。 

正 因 为 如 此 ,车 尔 当 在 他 的 1870 年 的 大 著 中 考虑 的 线性 群 
主要 是 有 了 眼 域 F(p) 上 的 矩阵 群 ,为 此 他 采用 间 余 (modp) 的 形 
式 ,矩阵 元 素 都 是 模 p 整数 。 若 尔 当 在 书 中 引入 的 线性 群 包 
ig. , 

(1 一 般 线 性 群 GL(n, p), 由 所 有 nxn TERR o 

(2) 特 殊 线 性 群 SL (n, p), 由 所 有 nX n 行列 式 为 1 WE 
阵 构成 。 

(3) 射 影 一 般 线性 群 PGL(n, p)o 

(4) 射 影 特殊 线性 群 PSL(n, p)o 

(5) REARS NET RE (groupe « abélien )), 它 把 交 
错 双 线性 型 ” 


p= Dawes 一 0 
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变换 到 自身 。 

OWE FH PSp (2n, p)o . 

(7)* 史 坦 纳 群 ", 它 是 仿 射 变换 群 ,把 2n ET KAFA 
自身 (mod2})。 

(QER O(n, p, Q), p HARAR, 把 二 次 型 Q 变 到 自 
Bimodp). 

(DEZH O(2n,2,Q), BASE Sp(2n,2) 之 中 ,因此 若 
尔 当 称 为 次 阿 贝尔 群 (groupes hypoabeliens )。 

在 许多 情形 下 , 若 尔 当 证 明 上 面 的 群 中 大 多 数 群 或 指数 2 
的 子 群 为 单 群 。 

1901 年 狄 克 导 发 表 他 的 经 典 著作 《线性 群 兼 论述 币 罗 华 域 
理论 》, 正如 书 名 所 显示 的 , 他 建立 了 有 限 域 理论 并 把 车 尔 当 的 
工作 推进 到 全 部 有 限 域 Fig Elg= p). KH LER 
线性 群 的 第 二 个 里 程 碑 。 

线性 群 特 别 是 典型 群 的 结构 和 分 类 工作 在 20 世纪 30 年 代 
为 范 : 德 .瓦尔 登 所 系统 化 。 狭 奥 东 涅 在 40 年 代 建 立 漂 亮 的 结 
构 理 论 。 

1955 年 薛 华 荔 的 经 典 工作 建立 了 线性 群 和 李 代 数 的 关系 ， 
开创 了 有 限 单 群 理论 的 新 时 代 。 而 对 线性 群 的 真正 理解 , 直到 
代数 群 理 论 的 建立 才 赵 于 成 熟 。 

正 是 由 于 20 世纪 20 年 代 量 子 力学 的 创立 , 使 得 线性 代数 
学 这 个 学 科 应 运 而 生 , 并 成 为 大 学 数学 的 一 门 基础 课 。 加 上 抽 
RH .线性 表示 理论 的 成 熟 , 线性 群 成 为 研究 有 限 群 的 一 个 具体 
的 模式 。 也 正 是 由 于 这 种 历史 的 弯路 ,除了 个 别 的 成 就 之 外 , 有 
限 群 论 的 真正 高 潮 出 现在 1955 年 之 后 。 而 在 上 半 个 世纪 ,有 限 
群 论 实在 不 能 说 有 太 大 的 进步 。 经 过 -1955 年 到 1985 年 所 谓 
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“30 年 战争 ”, 现 在 的 有 限 群 论 已 经 提 到 惊人 的 高 度 , 而 且 在 100 
年 前 那些 古老 的 问题 也 大 都 得 到 硕 利 的 解决 。 就 连 原始 的 列举 
问题 ,现在 也 可 以 借助 计算 机 大 规模 地 向 前 推动 。 有 限 群 论 在 
这 么 短 的 时 期 内 完全 变 貌 ! 


4.1 群 的 列举 


在 群 论 研究 的 初期 , 群 论 的 一 个 中 心 问题 是 对 于 每 个 整数 
n; 列举 出 所 有 互 不 同 构 的 所 有 n 阶 群 。 实 际 上 , 这 大 一 个 永远 
也 回答 不 完 的 问题 , 特别 是 通过 手 算 , 连 256 阶 ,512 和 阶 群 的 列 
举 都 根本 难以 做 到 。 它 反映 出 在 群 论 的 早期 发 展 中 一 个 不 正确 
的 导向 。 这 是 由 于 人 们 对 结构 概念 很 模糊 , 也 不 能 够 掌握 群 中 
MARAE SR 对 于 一 般 化 的 定理 难以 把 握 和 表述 。 到 了 19 世纪 
20 年 代 , 由 于 抽象 代数 学 的 诞生 , 群 论 又 走向 另 一 条 相反 的 道 
路 , 完全 研究 抽象 结构 。 这 条 道路 虽然 取得 空前 的 成 功 ,但 仍然 
难以 回答 具体 的 问题 。 到 了 十 几 年 前 , 由 于 计算 机 威力 的 加 大 
以 及 群 论 自身 及 其 应 用 的 追 切 要 求 , 出 现 了 计算 机 群 论 这 个 加 
新 领域 , 对 于 群 的 列举 及 其 特征 性 质 (特别 是 特征 标 表 的 计算 ) 
有 了 不 少 具体 结果 。 

从 19 世纪 末 起 群 的 列举 已 经 有 了 不 少 结果 , 特别 是 美国 数 
学 家 米 勒 (Miller, G. A.1863 一 1951) 写 了 大 量 论文 。 除 了 列举 
某 一 阶 n 有 多 少 不 辣 构 的 群 外 ,还 有 单 群 的 列举 。19 世纪 研究 
较 多 的 则 是 4 次 一 般 置换 群 和 特殊 置换 群 的 列举 。 

为 了 对 群 的 列举 有 一 个 具体 的 认识 ,我 们 把 32 阶 以 下 的 群 
的 数目 , 列表 如 下 : 

IG] 群 的 数目 具体 群 


2 1 Za 
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J= 
Me 
— 
bo 

pk 
[| 

m 

on 

m 

to 

n 


Z3 
Zas Zz x Zz 
Z 
Zz x Zs, 53 
= 
s Dgs Q 
7 Zs ZyX ZX Z3 
x Za, 
Ze» Za 
Zo, Z3 X Z3 
Zio Dio 
‘T 
z Ze X Zz, Aq, Diz 
Zim 
Zi 
Zu Du 
Zis 


28 

29 

30 

31 

32 51 

由 这 个 表 可 以 看 出 ; 

(1)1G | 为 素数 p 时 , 只 有 一 个 群 , 这 个 群 是 p 阶 循环 群 ， 
我 们 用 Z, 表示 。 

(2)1G | 为 素数 平方 p? 时 , 只 有 两 个 阿 贝 尔 群 , 一 个 群 是 
Zi 一 个 群 是 Dr X Zoo 

(3) 当 |G1=6 时 ,首次 出 现 非 阿 贝尔 群 

(4) 41 G14 2 BUFF 2* 或 2.p 时 ,有 大 量 不 互相 同 构 的 群 
FRE. 

这 不 仅 在 1C1 小 的 时 候 如 此 , 当 |1G | 大 时 , 更 是 如 此 。 具 体 
来 讲 : 

64( = 25) 阶 群 有 267 个 ,128{(= 27) 阶 群 有 2328 个 ,这 是 
1990 年 由 华 姆 斯 (James) 得 到 的 。 

256( =28) 阶 群 最 近 才 由 奥 勃 菜刀 在 1991 年 用 计算 机 算 
出 , 共有 56092 个 。 

WG 512¢ =2?) 阶 群 的 精确 数字 还 不 知道 , 估计 超过 800 万 
《只 计算 2 KR). 

除了 512 阶 和 768( = 3.28) 阶 两 种 群 之 外 ,1000 以 内 的 所 
有 阶 数 的 有 限 群 共有 174366 个 {128 阶 的 群 占 了 约 三 分 之 一 )， 
它们 的 具体 结构 也 都 完全 清楚 。 

{5) 对 于 任意 察 数 p, 不 同 构 的 如 RARE H(p RES 


Ke GAH X (Higman, Graham, 1917 一 ) 在 1960 年 和 西 姆 斯 
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= h -e h 


在 1965 年 证 明 当 n 大 时 , #(p") 渐 近 为 p” 

{6) 对 于 一 般 n, 1987 年 麦克 仇 伏 (McIver, A. JAIP- M- iE 
4% (Neumann, P.M.) 得 出 不 同 构 n 阶 群 数目 并 Cw) 的 上 界 

PODA tet, 

其 中 u An RATIA pt preo pa PIRR ey, ,en 中 最 
AMR. Wht 2 HRMA-RMARKRAK. HPATAR 
并 不 是 很 容易 得 到 的 , 它 用 到 有 限 单 群 分 类 的 结果 。 实 际 上 , E 
涉及 同一 阶 数 的 单 群 的 数目 最 多 为 2 个 。 


4.2 群 的 基本 结构 


一 个 抽象 群 ,只 由 4 个 公理 来 定义 , 是 一 个 非常 纯粹 、 非 党 
简单 的 对 象 。 它 可 以 成 为 研究 结构 数学 的 样板 。 这 样 的 对 和 象 ， 
漂亮 是 漂亮 , 研究 起 来 却 没 有 计 么 依 迷 。 实 际 上 , 任何 一 个 对 
象 ,如 果 同 其 他 事物 都 不 关联 , 我 们 很 难 对 它 说 些 什么 。 因 此 ， 
我 们 在 研究 抽象 对 象 的 过 程 中 , 往往 又 需要 把 它们 加 以 具体 化 ， 
变 成 我 们 比较 熟悉 的 东西 ,这样 我 们 对 它们 的 性 质 就 比较 容易 
掌握 一 些 。 | 

对 于 一 般 抽象 群 , 我 们 有 两 层 结构 :一 是 构成 群 的 集合 的 结 
构 , 一 是 群 的 结构 。 对 于 集合 来 说 , 有 元 素 属于 集合 ,以 及 各 种 
子 集合 ,此 外 最 重要 的 是 基数 。 对 于 群 来 讲 ,我们 有 元 素 间 的 运 
$i, 以 及 各 种 子 群 及 其 它 衍生 的 结构 , 其 中 最 重要 的 
是 ， 

1. 子 群 

群 G 的 子 集 合 H, 如 满足 下 列 两 条 件 , 称 为 G 的 子 群 , 记 
fEH<G; 
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(DE x, yCH, W zy€ H; 
(DE rEH, Mz EH, 
由 定义 可 知 , G 的 子 群 日 与 G 具有 相同 的 乘法 运算 与 相同 
的 么 元 , G 中 内 会 么 元 的 群 和 G ESEG 的 平凡 子 群 ,与 G 不 
FTH 称 为 真子 群 。 关 于 G 的 子 群 最 主要 的 定理 是 G 的 
子 群 的 交 仍 是 G AFR. 
2. 正规 子 群 
定义 G PRES, THRAA 
ST ={stls€S,1€TH, 
St={s ']s€S}, 
m S, T, UZG, WA 
(ST)U = S(TU), 
(SD = T "1S 71, 
一 般 来 讲 ， S<G,T<G, ST 未 必 是 G OTH, 我们 有 ST< G 
的 充 要 条 件 是 ST = TS。 
WF- PKR Is}. lal, 我 们 简 记 
fsitT, Tielf,dst Tiel 
A sT, Tu, sTus 
特别 重要 的 是 当 26G, SSG 时 , Sc HS HERR. 
G 的 子 群 惠 称 为 G 前 正规 子 群 ,如 对 任何 .rE GG, 有 
aHz =H, 
记 作 五 4 G。 如 果 一 个 群 @ RACE LEM TR 
(RA GES), WKAR. PRERC TREE AR, 
它 的 作用 相当 于 素数 在 数论 中 的 作用 。 
3. S 的 正规 化 子 


SZG, S 在 G 中 的 正规 化 子 为 
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No(S)= 1<£€ GizSx"!=Si, 
显然 No(S) 是 G 的 子 群 。 
4. S 的 中 心 化 子 
S 的 中 心 化 子 也 就 是 G 中 所 有 与 3 中 每 个 元 素 均 可 交换 
的 元 素 构成 的 群 ， 记 作 Ce (S), BE 
Co(S) = lz Glsx=as, ycESl。 
显然 
Cels) dd Nels)o 
5. WRK 
BHEGATR, WUE x, yes, 
zx 'yECH. 
在 G 中 元 素 建 立 一 个 等 价 关系 一 %，G 中 包含 所 有 与 z+ 等 价 
的 元 素 的 集合 xH PAS r 的 左 剩余 类 。 事 实 上 ， 我 们 可 以 把 
G 接 照 等 价 类 分 解 为 不 同 左 剩余 类 的 并 


c= aH, tH H=ø, t#t', 
TRAH 的 左 剩余 类 的 代表 系 。 同 样 用 
y 'x€H 
可 以 定义 右 剩 余 类 。 特 别 当 N 是 G 的 正规 子 群 时 ，N OAH 
余 类 与 右 剩余 类 一 致 。 这 个 等 价 关系 的 商 集 合 构成 一 个 群 ， 称 
为 商 群 ， 记 作 G/N， 其 阶 为 | G1/1N|。 
对 于 子 群 ， 有 如 下 的 一 些 定理 ， 
第 一 同 构 定理 ， 若 /是 避 到 G 的 同 态 ，N' 是 G 的 正规 于 
群 ， 则 Dt 
N=f"' (N) 
是 G 的 正规 子 群 ， 且 
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G/N=G’/N’, 
第 二 同 构 定 理 #H<G, Nic, W 
HNVN 一 五 / 百 门 N。 
以 上 的 定义 和 定理 对 所 有 抽象 群 都 适用 。 但 是 从 逻辑 上 ， 
越 抽 象 越 一 般 ， 我 们 就 越 少 能 讲 出 普遍 性 结果 。 因 此 ， 要 想 知 
道 比 较 丰 富 的 内 容 ， 我 们 还 需要 具体 化 一 些 。 
群 论 中 最 重要 的 概念 是 同 态 ， 同 态 是 保持 群 结构 的 上 映射， 
#G, HAR, WRA | 
p: G —H 
称 为 同 态 ， 如 果 对 所 有 x, yEG, 
el zy) = plz) p(y). 
BR, PAS EEZTRAAD, PAU CRR Raw 
ZX. AS pgp 引出 两 个 群 ， 一 个 是 癌 六 p FOHA, 记 作 
Imp, -tE H 的 必 元 在 5 下 的 原 人 多， 也 就 是 G 中 所 有 映 到 
日 的 么 元 的 元 素 ， 称 为 p 的 核 ， 记 作 Kegs MH Kerg = 
1th, WK gq DRAMA; WE fmp= 理 ， 则 称 p AWRAT. W 
R sg RARASRLEBAA, MK p JAH., WENE A 
FE tAHH, MEAS, CNEFHFRPRIL SR 
一 样 的 东西 。 如 果 HRAMTG, WAS e 自然 称 为 G HE 
Ad. AW? RACHA. CHARRAR T 
群 ， 称 为 G 的 自 同 神 群 ， 记 作 AwG. 8G 元 素 的 所 有 共 辆 
生成 的 自 间 构 群 ， 称 为 内 容 间 构 群 ， 记 作 InnG。 
ERG NGSTHRF, 陈 了 正规 子 群 之 外 ， 还 有 另外 一 
些 重 要 的 子 群 。 
(1) 特征 子 群 。 当 百 是 CG 的 子 群 ， ÆG 的 自 同 构 时 ， 


¢ EH 上映 到 一 个 于 群 pg (H) 之 上 。 如 果 p (H) =H, WK 
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H 是 由 # 所 固定 的 子 群 。 如 果 每 一 个 PE AwG BAH, M 
RHEGHERETHR, SR H 也 是 G 的 正规 子 群 ， 因 为 正 
规 子 群 无 非 是 被 所 有 pE InG 所 固定 的 子 群 。 

(2) 换 位 子 群 。 对 于 群 G 中 两 个 元 素 4a，5，aba th ! 称 
Wa, GMAT, WE la, ble BR. CER a, oh 
交换 性 质 。 对 于 一 般 的 群 论 来 讲 ， 两 元 素 一 般 不 可 交换 ， 也 就 
是 aba 'h 1 天 1。 在 这 种 情况 下 ，a， 可 交换 是 比较 特殊 的 
情形 ， 这 时 [ae，8] = ab- 161=1，G 中 所 有 元 素 均 可 交 
th, BI G 是 交换 群 ， 这 是 群 论 中 非常 平凡 的 情形 ， 这 时 G 中 
没有 1 之 外 的 换 位 子 。 因 此 群 中 换 位 子 的 数目 多少 反映 它 同 交 
换 群 的 差 下 或 不 可 交换 性 的 程度 。 但 是 G 中 所 有 换 位 子 的 集 
合并 不 构成 一 个 于 群 ， 因 为 两 个 换 位 子 的 乘积 不 一 定 是 一 个 换 
fit, PLU RCH ATR. RN G 中 所 
有 换 位 子 生成 的 子 群 ， 称 为 G 的 换 位 了 于 子 群 ， 简 称 换 位 于 群 ， 
也 称 为 导出 群 ， 用 如 或 [GE，GJ 表示 。G ARAETH GCE 
G 的 正规 子 群 ， 显 然 商 群 CG/G“ 是 交换 群 。 其 实 我 们 有 更 为 一 
般 的 结果 : WHIG, BR G/H 是 交换 群 当 且 仅 当 加 过 五 。 

(3) 极 大 子 群 。 这 是 一 个 集 从 论 结 构 的 概念 。 如 果 一 个 子 
BRR G 以 外 不 包 舍 在 任何 其 它 子 群 之 中 ， 称 为 极 大 子 群 。 除 
了 素数 阶 箱 环 群 之 外 ，G 中 一 般 存 在 真子 群 ， 当 然 就 存在 极 
大 子 群 。 往 往 极 大 子 群 不 止 一 个 ， 那 么 它们 的 集合 论 的 交 也 是 
一 个 子 群 ， 称 为 弗 拉 蒂 尼 (Frattini, Giovanni, 1852—1925) 
F, WEO (G), EÆ G 的 一 个 特征 子 群 ， 因 此 也 是 正规 
子 寿 。 而 旦 弗 拉 带 尼 在 1885 UH, © (G) 还 是 材 零 群 。 
弗 拉 蒂 尼 子 群 有 如 下 性 质 : 

Di NIG, H&G, HNG (H), W N&G (G). 
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Di NIG, ie (N) SA (G). 

AW Be APRS Ree, CRS RAT 
2 i 

维 兰 德 定理 CAARRSHY ALY GSA (G). 

任何 结构 定理 都 意味 着 分 解 。 对 于 群 来 讲 ， 最 基本 的 分 解 
EE ( 接 ) 积 。 两 群 G 和 Ga 的 直 积 Gi x G 的 元 素 由 (g. 
£2) 构成 ， 其 中 gi&Gy, pE Ga, 它们 的 药 法 为 

(gis 82) X (his h2) = (gih g2h2), 
在 这 种 如 法 之 下 ， 它 是 一 个 群 ， 其 么 元 为 (1，1)。 

G 称 为 其 正规 子 群 N ASR 的 半 直 积 ， 如 果 G = NH, 
ANNH= fil, 记 作 NN BD<H。 最 典型 的 例子 是 二 面体 群 
D2, =Z, KZ. WAHM s, £ 是 DD 中 2 阶 元 , 则 Dhs, t 
ER, Hes, t> =< > ki<s>, 


4.3 算术 结构 


有 限 群 就 是 在 抽象 群 的 条 件 中 加 上 群 的 元 素 的 数目 为 有 限 
这 个 条 件 。 表 面 上 这 个 条 件 不 起 根 ， 可 是 有 了 这 个 条 件 ， 产 生 
出 有 限 群 论 极 其 丰富 的 内 容 。 

实际 上 ， 一 谈 有 限 群 、 就 是 在 每 一 个 群 加 上 一 个 表现 它 的 
特征 的 数 一 一 群 的 阶 ， 也 就 是 群 G 中 元 素 的 数目 ， 记 作 1G1。 
由 于 它 是 一 个 正 整 数 ， 一 般 群 论 所 没有 的 算术 性 质 。 在 有 限 群 
论 中 就 很 突出 ， 并 且 起 着 重要 的 作用 。 这 些 涉 及 整数 的 结构 ， 
维 兰 德 称 为 算术 结构 。 属 于 算术 结构 的 除了 群 的 阶 |G | 之 外 ， 
还 有 元 素 的 阶 以 及 pE ER p SR. STRAT RK 
目 有 限 ， 所 以 每 个 元 素 的 阶 也 有 限 。 设 #1, z’, 2°, 


能 无 限制 地 延续 下 去 ， 到 :一定 程度 ， 
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满足 这 方程 的 最 小 的 m 称 为 元 素 z 的 阶 ， 记 作 |z|。 

关于 有 限 群 的 算术 结构 ， 我 们 有 如 下 的 基本 定理 : 

1. 拉 格 朗 日 定理 

每 一 群 G 的 子 群 妃 ， 一 定 满足 | 如 | 整除 1G1。 

实际 上 ， 早 期 研究 置换 群 的 大 数学 家 们 都 知道 这 个 定理 。 
1G1AIH| 称 为 子 群 AEG 中 的 指数 ， 对 此 我 们 有 庞 加 莱 定 
H. 群 G 的 每 个 有 限 指数 mm 的 子 群 都 包含 G 的 有 限 指数 * 的 
正规 子 群 ，n 满足 mjn，#]jm!。 明 然 这 些 定理 十 分 简单 ， 但 
它 引 出 大 量 的 信息 ， 也 提出 一 系列 的 问题 : 

(1) 子 群 是 群 结构 最 重 课 的 组 成 部 分 ， 子 群 的 数目 比 起 子 
集 来 要 少 得 和 多， 而 且 与 1G1 的 察 因子 数 朋 有关， 对 于 | G| 为 率 
数 p 的 群 ， 没 有 真子 群 。 

(2) 虽然 子 群 的 阶 是 |G1 的 因子 ， 但 是 并 非 对 |G | 的 所 有 
因子 A+， 都 存在 h 阶 子 群 。 另 外 还 有 这 种 情况 ， 如 果 存 在 所 
阶 子 群 ， 非 常 可 能 有 互 不 同 构 的 多 个 & 阶 子 群 。 例 如 交错 群 
As 是 第 一 个 非 平 凡 单 群 ，|45|1 = 60， 它 没有 阶 数 为 15，20， 
30 的 子 群 ， 因 为 比如 说 如 果 存 在 15 阶 子 群 ， 它 的 指数 为 4， 
按照 庞 加 革 定 理 ， 它 应 该 包 售 一 个 指数 n ERTH, 2/24, 
4in 《满足 这 两 条 件 的 有 nn = 4，8，12，24)， 而 这 是 不 可 能 
的 。 i 

(3) FHV RERARRRECHFER. FATEH G, 
GRA, MIiGl=IGc' |, Bh, MRIGIHIGC |l, KATH 
HER. AR, RMEB—-MARI, MATRA, 
群 未 必 同 构 ， 这 样 就 产生 有 限 群 论 最 时 的 一 个 基本 问题 : 给 定 
ERR x， 有 多 少 互 不 同 构 的 » 阶 群 ? 
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2. 车 尔 当 一 荷 尔 德 定理 
对 于 正 整 数 ， 我 们 有 算术 基本 定理 ， 即 唯一 因子 分 解 定 
理 : 每 个 正 整数 n >>1， 可 唯一 表示 为 素数 筹 的 乘积 
n= Pit path Pm», 
其 中 pi.) Pm 是 不 同 的 素数 ，el，ez，…，emn 是 正 整 数 。 
为 了 同 群 论 的 定理 对 比 ， 我 们 把 它 表 述 成 下 列 等 价 的 形式 : 
对 于 :>1， 存 在 一 个 整数 序列 
n= n>n > ng > > nn, = 1, 
其 中 每 个 n/n, ARM, WMRAS RIK, eR 
合 (素数 以 及 它们 的 重 数 ) 唯一 由 n 决定 。 当 然 ，n HR 


示 序 列 可 以 不 同 。 基 本 定理 表示 ; (1) RRB RRA 
“原子 ”或 者 “积木 块 ”; (2) 所 有 正 整 数 都 可 由 这 些 原子 或 积 
本 块 唯一 地 表示 出 来 。 


若 尔 当 一 荷 尔 德 定理 就 是 有 限 群 中 对 应 的 算术 基本 定理 ， 
只 是 上 面 的 素数 换 成 单 群 ， 整 数 序列 换 成 正规 子 群 序列 。 

若 尔 当 一 荷 尔 德 定理 ”对 于 每 个 有 限 群 G， 存 在 一 个 子 
群 序列 ， 

G=GoPG,PG,P--PG,= ilj, 

其 中 每 个 G, ,1 都 是 前 面 的 群 G; 的 正规 子 群 ， 而 且 每 个 商 群 
Gi/ Gi MRR, 

这 样 得 到 的 单 商 群 的 集合 是 由 G 唯一 决定 的 ， 这 些 单 商 
群 称 为 合成 因子 。 | 

不 过 若 尔 当 一 荷 尔 德 定理 并 不 能 称 为 有 限 群 的 基本 定理 ， 
这 是 因为 ， 虽 然 G 唯一 决定 单 ( 商 ) 群 的 集合 ， 但 是 反 过 来 ， 
给 定 一 系列 单 商 群 ， 由 这 些 合成 因子 所 决定 的 群 一 般 不 止 一 


个 。 例 如 3 次 对 称 群 S, 与 6  Z,, DAP RAR 
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合成 因子 都 是 Z: 和 Zo 

这 样 一 来 ， 有 限 群 论 的 研究 分 成 两 大 块 : 

O) 定 出 所 有 有 限 单 群 ， 央 定 它们 的 结构 。 

(2) 每 个 有 限 群 是 如 何 由 这 些 单 群 结合 而 成 的 。 

因此 ， 我 们 把 有 和 限 群 分 成 两 类 ， 一 类 是 单 群 ， 一 类 是 可 解 
群 。 对 它们 的 研究 是 不 太一 样 的 。 当 然 也 有 许多 定理 是 一 般 有 
限 群 所 共有 的 ， 最 主机 的 是 西 党 定理 。 

3， 西 洛 定 理 

西 党 是 挪威 数学 家 ， 是 李 的 老师 。 他 是 最 早 研 究 置 挽 群 论 
的 数学 家 之 一 。 通 过 辐 换 群 ， 他 证 明 群 的 算术 结构 的 一 个 重要 
定理 ; 

西 洛 定理 Up WER, |Gl=pt-n, pha, W 

(1) G 至 少 有 一 个 pr 阶 子 群 ， 这 个 子 群 称 为 G 的 西 洛 p 
子 群 ， 简 记 作 S, (G). 

(2) 如 果 存 在 两 个 或 两 个 以 上 西 洛 p 子 群 ， 则 它们 必定 
WAH, | 

(3) G 的 西 洛 p 子 群 数目 满足 # S, (G) =1 (modp )， 
即 或 是 1 个 ,或 是 +1 个， 或 是 2p +1 t3, WAFS, 
(G) 还 整除 1G1。 

(4) WR pUlG!, VG 中 一 定 存在 p" PTH, Bix 
个 子 群 一 定 包含 在 某 个 p"'! 阶 子 群 之 中 。 

实际 上 早 在 1845 年 ， 柯 西 已 证 明 ; 如 果 plici, NG 
agp RFR. HEM, WRIS Sa, W GEE 
THA p 阶 子 群 ， 县 每 p 阶 子 群 一 定 包 含 在 某 个 六 阶 子 群 
之 中 。 

西 洛 定 理 有 一 个 推论 ， 即 如 果 对 某 一 个 素数 p， 只 存在 唯 
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一 西 洛 子 群 ， 则 这 西 洛 p 子 群 是 正规 子 群 ， 反 之 亦 然 。 

4. p 群 及 其 他 特殊 阶 的 群 

对 于 有 限 群 ， 除 了 群 的 阶 数 之 外 ， 每 个 元 素 的 阶 数 当然 也 
是 有 限 的 ， 它 们 也 给 出 群 一 定 的 限制 条 件 。 如 果 一 个 群 ， 每 个 
元 素 的 阶 均 为 素数 p HE, UKREA p 群 。 有 限 p 群 在 有 限 
群 论 的 研究 中 占有 极其 重要 的 地 位 ， 我 们 有 它 的 刻画 定理 : 

ARH G Æp, 4AR4IGIE pH. 
若 G 是 一 有 限 > wR, MHOC (G) 决 不 只 包含 么 元 一 个 
元 素 ， 更 确切 地 讲 ， 户 整除 1C (G) |。 由 此 可 知 ， 如 果 有 限 
REPR, WG 一 定 是 p 阶 循环 群 ， 这 也 是 单 群 中 仅 有 的 
交换 群 系 列 。 

更 进一步 ， 有 要 p 群 的 每 个 极 大 于 群 都 是 正规 子 群 ， 其 
指数 为 po 

AR p 群 ， 特 别 是 有 限 2 群 ， 往 往 十 分 复杂 。 在 低 蠢 情 
形 ， 我 们 有 

IGI= p，G 是 循环 群 ; 

1G1= p, G 是 阿 贝 尔 群 ; 

1G1= p°, G 是 超 特殊 群 (extra - special group), BH 
殊 群 在 单 群 理论 中 起 着 极为 重要 的 作用 。 

对 于 一 般 的 mn，pr 阶 群 均 为 矫 零 群 ， 当 然 更 是 可 解 群 了 。 

1893 FAT RSET OA j’, Pp 阶 的 群 ， 而 且 推 向 阶 具 
有 2，3 个 察 因子 的 群 如 po, por 阶 群 的 研究 ， 证 明 它 们 者 
FEF] 

1904 年 伯 恩 塞 德 证 明了 重要 的 算术 结构 的 定理 : 

伯 思 塞 德 定理 ”任何 p'a 阶 的 群 均 为 可 解 群 。 


这 个 结果 可 以 说 是 最 佳 的 ， 因 为 存在 por 阶 群 不 是 可 解 
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群 ， 最 简单 的 例子 为 交错 群 A;， 它 的 阶 数 为 60=22.3.5。 至 
此 ， 通 过 群 的 阶 数 来 刻画 群 的 结构 到 达 了 极限 。 去 想 进 一 步 研 
究 群 的 结构 ， 还 要 采取 更 为 有 力 的 方法 ， 特 别 是 纯 群 论 的 ， 如 
正规 结构 等 方法 以 及 表示 论 的 方法 。 伯 恩 塞 德 正 是 用 特征 标的 
方法 完成 他 的 证 明 。 到 这 时 候 ， 他 和 其 他 群 论 专家 才 信 服 表示 
论 的 威力 。 

伯 轧 塞 德 定理 一 个 大 规模 的 推广 一 直到 20 世纪 60 年 代 才 
由 费 特 和 汤姆 逊 完 成 ， 他 们 证 明 ， 奇 数 阶 群 均 为 可 解 群 。 由 此 
看 出 ， 有 限 群 论 中 的 复杂 性 大 都 来 自 阶 中 2 FERS. 


4.4 BMEM T 


1. ARESH 

FERAL URRS p 群 之 间 的 对 象 ， 它 的 理论 比较 
完整 ， 可 以 当 作 我 们 研究 其 他 类 型 的 有 限 群 以 及 进行 推广 的 一 
个 样板 。 | 

(1) 定义 

一 群 称 为 筹 堆 ， 如 果 它 具有 一 个 中 心 列 。 所 谓 中 心 列 ， 就 
是 一 个 正规 子 群 列 

G=GoPGP b= if, 
不 仅 每 个 G 是 G; -1 的 正规 子 群 ， 而 且 它 也 是 G 的 正规 子 群 
同时 对 于 每 个 i，G;-_1/'G; 还 包含 在 G/ Gi 的 中 心 之 中 。 

G 的 最 短 中 心 列 的 长 度 称 为 G 的 每 零 类 ，0 类 等 零 群 就 
是 平凡 群 11}，1 类 睾 零 群 是 阿 贝 尔 群 ， 可 见 等 零 群 是 阿 贝 尔 
RHE. p 群 即 阶 为 察 数 p 的 筹 的 群 是 最 重要 的 矫 零 群 ， 它 
们 是 构成 筹 零 群 的 原子 。 由 定义 可 知 吞 零 群 一 定 是 可 解 群 ， 但 
可 解 铬 未 必 是 寡 零 群 。 最 简单 的 例子 是 对 称 群 So CETRA 
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RMS HR. ATIF AAHARESH G 的 中 心 一 定 关 
fi}, MC (S3) =1。 

(2) 初等 性 质 

DE G JERE, G 的 每 个 子 群 也 是 者 零 群 ， 且 如 
EG ic XEFE, WH Ac 类 的 者 零 群 。 

DG 为 c ARPE, HIG, WAR G/H B<c KES 
#. 

OG He KHER, MW G/ CG 为 c 一 1 ETR 

OP- #4 (Hall, Philip, 1904—1982) 证 明 : 如 G 为 任 
-ARE HIG, WHRETR AIG, MH RG/HH 
EF, WG. 

更 简单 的 是 ， 如 五 <C (G), HG/HEBBSRB, Uc 
REE, . 

GHRMHIG, HAG/HHARZSH, W GRLE 
零 群 。 一 个 简单 的 反例 仍 是 S;， 它 不 是 敌 零 群 ， 但 As Z;, 
与 SA3 一 Za 均 为 阿 丰 尔 群 ， 当 然 是 矫 零 群 。 

Om GERTE, HIG (HÆ {1!), 则 HNC (G) 
#1, 

Om A 是 G 的 极 大 阿 贝 尔 正规 子 群 ， 则 4 = Co (A). 

(3) 刻画 定理 

ARR G 的 下 面 4 个 性 质 每 个 都 是 G 是 知 零 群 的 充分 且 
必要 条 件 ; 

OG 的 每 个 子 群 都 是 亚 正 规 子 群 (swbnormal subgroup). 
子 群 H 称 为 亚 正 规 子 群 ， 如 果 存 在 正规 子 群 列 ， 使 得 

H=H,4H 4 AG, 


其 中 每 H 均 不 同 。 
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OG 满足 正规 化 子 条 件 ， 即 G HSTATRN 均 包 含 在 
它 的 中 心 化 子 Ne (H) 之 中 。 

OG 的 每 一 极 大 子 群 均 为 正规 子 群 。 

D GESWEM) GLP (G) 

(4) 结构 定理 

EEFE G, GHHMETRHER, WRB G Ep 
群 的 直 积 。 反 过 来 ， 如 G 为 其 西 洛 子 群 的 直 积 ， 则 GEERF 
群 。 

2. ARAM 

RG 称 为 可 解 ， 如 存在 一 系列 G 的 子 群 

G= G> G> >G, = {1}, 
其 中 对 于 每 个 i，Gi 是 G 的 正规 子 群 且 G;_1/G; 是 阿 贝尔 群 。 
有 限 可 解 群 的 两 个 基本 结果 是 西 洛 定理 和 浩 尔 定理 。 

西 洛 定理 ”对 于 1G| = prm，ptm，G 中 存在 pr 阶 子 群 
称 为 西 洛 户 子 群 ， 它 具有 唯一 共 轰 类 ， 且 对 于 所 有 i + i<a, 
每 p' 阶 子 群 都 包含 于 某 一 个 产 +! 阶 子 群 之 中 。 

1928 年 消 尔 对 于 可 解 群 大 大 推广 西 洛 定理 ， 即 把 素数 p 
推广 到 一 组 素数 = = fp;，p2，…，p。1， 我 们 称 正 整 数 * 是 
r 数 。 如 果 它 的 所 有 素 因 子 Ex， 称 m 为 x 数 ， 如 果 它 的 素 因 
Fen, BRAM G 的 阶 1G1| 都 可 以 分 解 因子 为 nm, H 
Pn ter, mB 数 。G 的 子 群 日 HAs FR, 1 HI! 
n, M Gja 阶 子 群 称 为 浩 尔 x 子 群 。 

1928 年 ， 浩 尔 证 明 : 如 果 G 是 有 限 可 解 群 ， 则 

OG FERR: FH; 

OAK x FRI RWS; 

OLE x 子 群 包含 于 某 一 个 浩 尔 r 子 群 之 中 。 
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换言之 ， 尘 尔 证 明 对 于 有 限 可 解 群 G， 拉 格 朗 日 定理 的 
道 定理 成 立 ， 也 就 是 如 有 限 可 解 群 所 的 阶 | 伺 |= ab, (a, b) 
=1, WG 一 定 存 在 a 阶 子 群 ， 而 这 对 单 群 乃 至 重 一 般 有 限 群 
不 成 立 。 更 重要 的 是 , 浩 尔 在 1937 年 证 明 这 个 性 质 刻 了 画 有 限 
可 解 群 ,即刻 画 定 理 : 如 果 一 个 有 限 群 G, 对 于 任何 素数 集 
合 (当然 只 是 和 整除 | G| 的 那些 素数 有 关系 })， 浩 尔 x FRE 
E, W G 是 可 解 群 。 

下 一 个 重要 结果 是 1961 年 卡特 (Carter) 发 现 所 谓 卡 特 子 
群 ， 即 可 解 群 芍 自 正规 化 的 知 零 子 群 。 

从 这 时 起 ， 两 个 重要 的 概念 对 有 限 可 解 群 的 研究 有 重要 作 
用 : 一 个 是 形成 糯 (formation), € Æ W m g K i k 
(Gaschiitz, Wolfgang, 1920—) 在 1963 年 引入 的 ， 一 个 是 它 
的 对 偶 费 廷 类 。 

对 于 像 群 这 类 代数 结构 ， 我 们 考虑 某 一 个 群 的 结构 ， 在 研 
究 过 程 中 ， 我 们 再 一 次 像 研究 结构 时 一 样 ， 来 一 次 “和 集合 化 ”， 
也 就 是 把 具有 某 些 性 质 的 群集 合 起 来 ， 形 成 一 个 类 或 者 一 个 得 
(wariety)。 对 于 有 限 群 来 说 ， 我 们 称 为 形成 类 。 当 然 我 们 不 
是 随便 把 一 堆 东 西 放 在 一 起 ， 类 中 的 群 一 定 要 满足 一 些 条 件 ， 
这 些 第 件 对 于 出 后 的 结构 研究 起 着 重要 作用 。 

一 个 有 限 群 的 类 FF 称 为 一 个 形成 类 ， 局 于 它 的 群 称 为 F 
群 ， 如 果 : . i 

DF 群 的 同 态 象 是 下 群 。 

Qi G/N, 和 G/N, Æ FH, W G/N, AN, 也 是 下 
群 。 

但 是 一 般 它 在 形成 子 群 上 并 不 封闭 。 形 成 类 的 例子 有 ; 有 


限 群 类 ， 有 限 可 解 群 类 ， 有 限 筹 零 群 类 ， 有 限 超 可 解 群 类 等 
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(BURRESS RRCANH, CRT, F 
要 求 正 规 列 中 每 个 G; 都 是 G HERS RA G -1G 是 循环 
群 。 胡 怕 特 证 明 有 限 超 可 解 群 的 主要 定理 MARR G 的 任 
何 极 大 子 群 均 具 有 素 指 数 ， 则 它 是 超 可 解 群 。 由 此 可 推出 如 
G/® (G) 是 超 可 解 的 ， 则 G 是 超 可 解 。 后 面 这 个 性 质 极 为 
重要 ， 它 引入 这 样 的 定义 : 形成 类 FF 称 为 饱和 的 ， 如 果 G/B 
(G) €FMGEF,) 上 面 四 个 形成 类 都 是 愧 和 类 。 仙 绪 获 引 
入 由 局 部 形成 类 下, 构造 下 的 造 法 ， 并 证 明 如 此 引入 的 下 是 饱 
和 类 。1978 F P- RBH (Schmid) 证 明 每 个 怕 和 类 均 可 如 此 
局 部 定义。 下 面 两 个 概念 也 很 重要 : 

OF MTR. ÉG (F) 表示 G 中 使 G/N EF 的 所 有 
正规 子 群 的 交 ， 则 G OTRH 称 为 F 覆盖 子 群 。 如 HEF, 
且 对 所 有 子 群 S>H, S=S (F) H, 

 OFRST. FAFHH 称 为 F 投射 子 ， 如 果 当 NIG, 
HN/N 是 G/N 的 极 大 下 子 群 。 

Haii (Hawkes, Trevor, 1936—) 证 明 这 两 个 概念 有 
关 ， 若 下 是 形成 类 ，G HARTER, 

OG 的 每 个 下 覆盖 子 群 是 F 投射 子 。 

Qian F 是 侈 和 形成 类 ， 则 G 的 每 个 下 投射 子 是 女 的 下 要 
盖子 群 。 

如 果 下 是 有 限 团 零 群 的 形成 类 ， 则 F 覆盖 子 群 和 下 投射 
子 重合 。 而 G 的 卡特 子 群 正好 就 是 这 些 下 要 盖子 群 或 投身 
F, LET RF HS — TRIER T N, 


N= ANG (Q), 
其 中 Qe -, Q,) 是 有 限 可 和 解 群 的 西 洛 系 ，Q; BCA 
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Ro TR. EMARKET, Rw (Schunck) 1967 年 在 
他 的 博士 论文 中 完全 解决 下 列 问题 ， 对 什么 类 下 ， 使 得 每 个 有 
限 可 解 群 中 存在 下 覆盖 子 群 ， 这 种 类 称 为 舒 恩 克 类 。 
1967 FRSA (Fisher, Bernt, 1936—), MARA 
¥ (Hartley) AREXE 下 内 射 子 的 概念 。 这 样 每 一 个 有 
限 可 解 群 包含 一 个 唯一 的 下 内 射 子 的 共 轰 类 。 这 些 内 射 子 一 
般 不 同 于 卡特 子 群 ， 形 成 另 一 类 重要 的 特殊 子 群 。 
群 正如 许 儿 其它 代数 结构 一 样 ， 划 分 为 两 大 部 分 ， 可 解 及 
半 单 。 
GER, wm 
G=GHG/Z (G) =#$RRERHAR. 
G PAE, jn 
G=GHG/Z (G) = 非 交换 单 群 。 
对 半 单 群 ， 我 们 有 如 下 定理 ， 
半 单 群 分 解 定理 ”如 G 为 半 单 群 ， 则 
OG = Gi Gre G; 


OG, = 淮 单 群 关 ill; 

@ (G, GJ) =1 (i#j)e 
而 县 满足 上 述 条 件 的 Gy, Ga, ery G, 唯一 决定 。 反之 ， 如 
GHED, ©, ©, NG 为 半 单 群 。 
4.5 有 限 单 群 


研究 单 群 必须 首先 找到 一 些 具 体 的 群 ， 看 看 它们 是否 单 
群 ， 也 就 是 否 存在 正规 子 群 。 如 果 不 存 在 正规 子 群 ， 它 就 是 单 
群 ; 如 果 存 在 ， 我 们 再 研究 其 正规 子 群 ， 如 此 下 去 。 最 早 知 道 


的 一 类 单 群 是 京 数 阶 循环 群 ， 它 们 也 是 仅 有 的 一 系列 交换 的 单 
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群 ， 由 于 它们 是 平凡 的 ， 我 们 一 般 不 特别 考虑 。 其 余 单 群 都 是 
非 交 换 的 ， 我 们 的 目标 也 就 是 找 出 所 有 这 些 非 交换 单 群 ， 并 且 
加 以 分 类 ， 面 对 抽象 定义 的 群 ， 实 际 上 并 没有 什么 好 办 法 。 因 
此 我 们 常常 需要 找 一 些 具体 的 车 来 看 看 。 最 早 研 究 的 览 换 群 
P, n 个 事物 的 所 有 置换 构成 的 群 称 为 对 称 群 ， 记 作 S.o È 
的 元 素数 目 为 a! 个 。 对 称 群 S, 中 包含 一 个 正规 子 群 ， 它 的 


指数 为 2， 因 此 ， 它 的 元 素数 目 为 本 ， 这 个 群 称 为 交错 群 ， 记 
TE Ano MPPEMRRRA EAGT ARAM, BA 
意 到 交错 群 。 他 证 明 当 24a, A, 是 可 解 群 ， 而 ns, 
A, 均 为 单 群 。 这 也 就 是 为 什么 一 般 五 次 及 五 次 以 上 代数 方程 
不 能 用 根 式 求解 的 理由 。 这 样 一 来 方程 论 的 问题 衍生 出 一 个 群 
论 问题 ， 即 除 A, 外 还 有 没有 其 它 的 单 群 。 

1， 李 型 单 群 . 

1870 年 法 国 数 学 家 若 尔 当 在 他 的 大 著 《 置 挽 及 代数 方程 
论 》 中 通过 另外 方法 ， 即 由 线性 变换 或 矩阵 生成 一 些 群 ， 例 如 
他 引进 ; 

中 一 般 线 性 群 GL (n，p)， 由 所 有 n 变 元 的 模 p WR 
性 变换 构成 的 群 ， 用 现代 语言 来 说 即 以 有 限 域 GF (p) 的 元 
RAR P ee RR. 

QP RARER SL (n, p), H GL (n, p) 中 所 有 行列 
式 为 1 的 矩阵 梅 成 的 群 。 

Oe MARA PSL (a, p), ASL (n, p) 模 对 
角 矩 阵 群 所 得 的 商 群 。 

DEZE O (a, $, Q), GL (n, p) 中 使 二 次 型 Q 
恋 成 自身 的 所 有 线性 变 搞 构成 的 群 。 
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OFE Sp (2n, p} GL (2n, p) 中 使 交错 双 线 性 型 


p= 之 (TAYn+k ™ Entry) 
变 到 自身 的 所 有 线性 变换 构成 的 群 。 

他 还 引进 其 它 的 群 ， 并 证 明 其 中 许多 群 或 指数 为 2 的 子 群 
为 单 群 。 

30 年 后 ， 美 国 数学 家 狭 克 进 系 统 地 推进 若 尔 当 的 工作 。 
他 的 工作 受到 两 方面 的 影响 ,一 是 复 半 单 李 代数 分 类 的 工作 ， 
一 是 他 的 老师 E`H' 黄 尔 关 于 有 限 域 分 类 的 工作 。1897 4F, E 
HER. (BARU RMS RAB ( Wiman, Andreas, 
1865—1959) 独立 地 将 PSL (n, p) 扩展 到 PSL (n, q), 
HH, 是 p HSE. KERREN (MARE, 
辛 群 、 正 交 群 以 及 1898 年 由 英 尔 提出 的 西 群 ) 推广 到 任意 有 
限 域 上 ， 后 来 他 还 得 到 G。 (q), q>2 以 及 Es (q), HAY 
这 些 群 的 阶 ， 并 证 明 其 为 单 群 。 但 是 他 的 方法 很 特殊 ， 很 难看 
出 他 们 之 间 的 统一 性 ， 即 使 如 此 ， 狄 克 逊 的 有 限 单 群 的 表 ， 在 
其 后 2 年 间 ， 根 本 没有 变化 ， 也 就 是 一 个 新 的 单 群 也 没有 发 
现 过 。 当 然 早 在 狭 克 逊 之 前 ， 已 经 知道 有 5 个 马 丢 单 群 ， 其 单 
性 是 米 勒 在 1900 年 证 明 的 。 伯 恩 塞 德 当时 已 把 它们 岂 丁 散在 
单 群 ， 因 为 它们 不 能 用 有 限 域 的 线性 变换 来 表示 。 

1955 年 ， 法 国 数 学 家 苹 华 区 (Chevalley，Claude，1909 一 
1984) 取得 重大 突破 。 他 在 日 本 东北 (Tohoku) 数学 杂志 上 
发 表 一 篇 重要 论文 ， 这 篇 论文 不 仅 得 出 一 系列 新 单 群 ， 而 且 更 
重要 的 是 用 一 种 全 新 的 统一 的 观点 来 观察 问题 ， 从 而 开辟 一 个 
新 新 的 方向 ， 它 最 终 导 致 单 群 分 类 完全 解决 。 这 篇 论文 已 公认 


是 20 世纪 重要 的 经 典 文献 。 
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BE BRR T AR RRS AM A 
类 比 ， 有 限 群 是 第 一 个 恰 发 现 的 也 是 最 基本 的 抽象 代数 结构 ， 
但 是 复 单 李 代数 却 是 第 一 个 得 到 完整 分 类 的 结构 ， 它 们 中 间 有 
许 才 共同 语言 ， 如 单 、 可 解 、 笑 零 等 等 。 若 尔 当 和 狄 克 吉 发 现 
的 单 群 都 与 有 限 域 有 关 。 薛 华 蒿 于 是 考虑 到 通过 适当 基 域 的 变 
换 以 及 找到 适当 的 格子 ， 实 现 复 单 李 代数 与 一 个 有 限 群 G 
(9) 的 对 应 。 这 样 一 来 ， 他 不 但 可 以 咎 出 过 去 已 知 的 大 部 分 
单 群 ， 而 且 对 应 李 代 数 F. En Es 产生 出 新 的 有 限 单 群 无 限 


系列 。 

这 样 薛 华 荔 造成 9 个 李 型 单 群 无 限 系列 ， 列 表 如 下 : 

记号 狼 克 到 记号 

A, Cq), nl Li+1 (4) 

B, (q), 223 Azari (q) 

C, (q), 222 PSp2, (q) 

D, Cq), 224 az, (q) 

Gz (q) 

F, (q) 

Es (q) 

E, (q) 

Es (q) 

REPRO ECR LB TER 般 的 方法 ， 并 不 
限于 专门 造 有 限 单 群 。. 


如 果 G 是 连通 复 李 群 ，g 为 其 李 代 数 ， 对 于 g 的 每 一 个 
TEX, BARMEN C 到 线性 群 一 g HARE Aue (g) 
TGL (g) 的 映射 
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i~exp (tadX) = È- rt ™ (adX)” 
是 一 个 加 法 群 C 到 Aut (g) 的 一 个 单 参数 子 群 的 同 态 ， 其 中 
ad (X) 是 g 的 自 则 态 Y 一 [X, Y], 这些 子 群生 成 Aut 
(Cg) 中 的 一 个 子 群 《 称 为 G 的 伴随 群 )， 它 同 构 于 GAC， 这 
BCHGH PL. 

如 果 G 是 单 李 群 ， 薛 华 萄 证 明 存 在 g 的 一 个 基 ， 使 得 其 


PRE X, RA PAE: 


peo Š dr" (ad (%,))", 
X, 所 对 应 的 单 参数 子 群 X AAP RR A RE ER, 
此 外 它们 还 满足 : | 


作对 于 m RBA, MRE (ad (X,))” 等 于 0， 从 而 使 
as 4r (ad (X,))" 事实 上 是 一 矩阵 ， 其 矩阵 元 是 # 的 
FAR. 

加 这 些 多 项 式 还 是 整 系数 多 项 式 ， 于 是 我 们 可 以 把 这 些 多 
项 式 中 的 * 换 成 任何 一 个 交换 域 x 中 的 元 素 ， 而 得 到 系数 属于 
k PAH PEGUREX, (2), EHEGL (n, k) {如 果 n=dim g) 
的 子 群 。 于 是 可 以 证 明 ， 除 了 4 SOMERS, HX, (2) 
生成 的 “抽象 ” 群 Gu< GEL (n, k) BEAR, RIIE G 是 
分 型 莅 毕 荔 群 。 其 中 某 些 群 从 若 尔 当 和 狄 克 示 起 已 经 被 研究 
过 ， 并 且 也 证 明 过 它们 是 单 群 ， 然 而 证 明 方法 都 是 依赖 于 所 考 
虑 的 群 的 类 型 而 专门 采用 的 特殊 方法 ， 而 薛 华 荔 的 方法 就 不 依 
MTHHBD, FANE Fe En Es 型 的 群 ， 还 给 出 新 的 结 
果 ， 而 这 些 单 群 是 以 前 没有 得 到 过 的 。 特 别 当 取 上 为 有 限 域 


时 ， 还 可 以 得 出 一 些 新 的 有 限 单 群 系列 。 
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薛 华 荔 的 统一 造 法 很 快 地 被 稍 加 改造 得 出 其 它 7 个 系列 的 
李 型 单 群 ， 为 了 区 别 前 面 9 个 系列 ， 常 称 为 扭 型 《tuisted ) 
的 李 型 单 群 ， 它 的 想法 是 从 复 单 李 代 数 过 渡 到 实 型 ， 由 于 复 李 
代数 An Du Es 所 对 应 的 邓肯 图 都 在 在 反射 自 同 构 (也 就 
是 周期 2 的 自 同 构 )， 相 应 可 以 造 出 对 应 的 扭 型 李 型 单 群 
2A, Ca), 2D，(g)，2E6 (9)。 其 中 24，(9) 对 应 西 群 ， 
2D。(g) 对 应 偶数 维 正 交 群 。 还 有 另外 一 个 特殊 的 群 是 ;DD 
(gq)， 它 由 于 对 应 邓肯 图 有 赔 期 3 的 对 称 性 ， 因 此 是 特殊 产生 
的 一 个 无 穷 系列 群 。 这 4 个 无 穷 系列 群 是 斯 坦 因 怕 格 1959 年 
在 一 篇 题 为 “ 薛 华 荔 主 题 的 变奏 ”的 论文 中 构造 出 来 的 ， 真 是 
和 名副其实。 在 斯 坦 因 伯 烙 之 前 ， 也 有 人 造 出 个 别 的 群 ， 只 是 他 
能 系统 地 得 出 这 些 系 列 的 单 群 。 

1960 年 ,铃木 通 夫 (Suzuki, Michio, 1926 一 1997) 发 现 一 无 
穷 系列 单 群 Sz(2"), n Bin >, 他 并 没有 用 李 代 数 或 李 群 的 
方法 去 构造 ,但 韩国 数学 家 李 林 学 (Ree, Rim Hak) 马上 就 看 出 
它 可 以 通过 正 交 群 的 扭 型 用 斯 坦 因 伯 格 的 方法 得 出 ,从 而 

Sz (2") =?B, (2"). 

1961 年 李 林学 稍稍 民 变 斯 坦 因 伯 格 的 方法 产生 另外 两 个 无 宅 
系列 单 群 : 7G, (3*) MF, (2"》， 但 这 里 的 n ARK. 2 
样 一 来 ，7 个 扭 型 的 李 型 单 群 的 无 穷 系列 完全 通过 一 种 统一 的 


方法 构造 出 来 。 
7 个 捏 型 的 李 型 单 群 无 限 系 列 列表 如 下 ; 
记号 原来 记号 
2A, (0), n>2 Uper (9) 


7D, (q), nad Nis Gq) 
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3D, (9) 


?Es Cg) 
2B, (2?"*"), mæl Sz (2t!) 
F (27+), m 20 


2G, (3?""1), mal 

这 ?了 个 扭 型 的 李 型 单 群 系列 ， 加 上 9 个 薛 华 荔 群 系 列 通称 
李 型 单 群 ， 也 有 的 通称 薛 华 莎 群 。 

2. BER 

马 丢 群 在 有 限 群 论 中 占有 特殊 的 地 位 ， 一 方面 它 是 除 S, 
AA, 之 外 重 数 最 高 的 多 重 可 迁 置 换 群 ， 另 一 方面 它 是 最 早 发 
现 的 例外 或 散在 单 群 。 对 它 的 研究 通过 它 与 组 合 论 及 几何 等 方 
方面 面 的 联系 ， 和 直接 推动 有 限 群 论 的 发 展 。 

马 委 发 现 马 丢 群 的 时 候 ， 群 论 还 在 它 的 原始 阶段 。 若 尔 当 
的 划时代 著作 《置换 及 代数 方程 论 ) 还 得 等 到 10 年 之 后 才 出 
版 。 正 是 这 部 著作 才 真 正明 确定 义 许多 置换 群 的 基本 概念 ， 例 
如 可 迁 群 、 本 不 群 及 多 重 可 迁 群 等 。 书 中 还 引用 马 委 的 结果 ， 
它 还 是 用 以 前 的 语言 写 出 的 。1859 年 至 1861 年 他 发 表 有 关 群 
论 的 论文 是 解决 置换 群 论 的 最 古老 问题 : * 个 独立 变 元 的 函数 

f (z,, e, T) : 

FERTHAT ERI, / 可 能 取 多 少 不 同 的 值 ? 他 1861 年 发 表 
的 80 多 页 的 长 逢 论文 的 题目 就 是 “关于 志 变 量 油 数 ， 它 的 构 
成 方式 以 及 使 它 不 变 的 置换 研究 ”， 可 见 当 时 的 群 论 不 但 没有 
离开 置换 ， 也 没有 离开 方程 。 

在 这 篇 论文 中 ， 马 丢 用 一 个 一 般 的 方法 来 得 到 多 重 可 迁 


群 。 特 别 是 他 造 出 在 12 个 点 或 字母 上 5 BRR. Fr 
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他 宣告 存在 24 个 点 或 字母 上 的 S BRR, OREM 
的 Mi 和 Muso Ma ELE 1874 年 才 给 出 明显 的 构造 ， 它 的 
构造 是 从 分 式 线 性 变换 


go 8 +6 


catd 
AARON VRE HR, HPR a, b, c, d MAFFE 
ARR F (q), RMR F (g) 上 的 射影 直线 是 3 重 可 
迁 群 。 马 丢 设计 一 个 方法 造 出 5 BCH, 

Ma 还 是 强 5 重 可 迁 群 ， 也 就 是 使 5 点 不 动 的 置换 只 有 人 么 
T (FRM), My Miz 的 1 点 稳定 化 子 ， 它 是 11 点 的 强 
4 重 可 迁 群 。 若 尔 当 在 1872 年 证 明 ， 强 4 ETERRA Sa 
Ss, AÑ Mu， 这 也 是 M11 的 一 个 刻画 。Miw 是 Mi 的 1 点 
稳定 化 子 ， 它 同 构 于 Ae*2，M1l1 还 有 一 个 例外 在 12 点 上 的 3 


重 可 迁 作 用 ， 其 1 点 稳定 化 子 同 构 于 PSL (2, 11), Mi 
PSL (2, 11) 具有 自然 的 12 次 2 重 可 迁 作 用 种 例外 的 11 次 
2 EEM. 


同样 ，M24 是 5 EVPERRH, MER 1 点 稳定 化 子 ， 
MoH 2 点 稳定 化 子 。 因 此 ， 它 们 分 别 是 4 重 可 迁 的 和 3 重 
AEN, Mobi 1 点 稳定 化 子 同 构 于 PSL (3，4)， 它 2 BA 
迁 作用 于 4 阶 射影 平面 的 21 个 点 上 。 

至 此 ，5 个 马 雪 群 作为 置换 群 已 经 完全 构造 出 来 。 

当时 蕊 壬 和 其 他 数学 家 所 关心 的 并 不 是 单 群 间 题 ，5 个 马 
于 群 的 单 性 一 直到 19 世纪 末 才 得 到 证 明 。 美 国 代 数学 家 柯 尔 
(Cole, Frank Nelson, 1861—1926) 在 1894 年 首先 证 明 Mi 
是 单 群 。1899 年 到 1900 年 米 勒 证 明 My, Moz, Mm Moh 
单 群 。 
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其 后 ， 许 多 数学 家 研究 更 明显 的 造 法 。 美 国 数学 家 卡 迈克 
尔 {Carmichael，Robert，1879 一 1967) 在 1937 年 出 版 的 书 中 
用 具体 的 生成 元 和 关系 把 它 表现 出 来 : 
设 4a，5,，c 为 12 点 上 的 置换 ， 
a= (012345678910)， 
b= (4539) (10726)， 
c= (0 11) (1 10) (2 5) (3 7) (4 8) (6 9), 
则 Mita, b 生成 ， 即 
Mui= (a, b), 
My= (a, b, cde 
同样 设 d, e, fA24 点 上 的 置换 ， 
d= (012345678910 11 12 13 … 21 22), 
e=(216968) (43 12 13 18 } (10 11 227 
17 ) (20 15 14 19 21 )， 
f=(023) (122) (211) (3 15) (417) (59) (6 
19) (7 13) (8 20) (10 16) (12 21) (18 14}, 
则 Mp; = (d, e, Ma= (ad, e, foo 
Ke, h, k X22 BEER, 
g=(012345678910 ) (11 12 13 14 15 16 
£7 18 19 20 21), 
-h=(03482)(7965 ) (11 14 15 19 13 ) 
(12 18 20 17 16 ), 
&=(10 21) (020) (1975) (11131519) (3 162 
12) (4188 17), 
则 My= (g, h, bdo 


马 丢 群 还 有 许多 其 它 的 置换 表示 。 马 丢 群 最 重要 的 表示 是 
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1938 年 由 德国 数学 家 维特 (Witt, Ernst, 1911—1991) 得 到 
的 ， 它 的 意义 远 远 超出 马 丢 群 的 范围 ， 实 际 上 建立 了 群 与 组 合 
学 {组 合 设计 与 组 合 几何 ) 的 联系 。 具 体 地 讲 ， 他 把 马 丢 群 看 
成 史 坦 纳 三 元 组 的 自 同 构 群 。 

下 面 简单 讲 一 下 史 坦 纳 三 元 组 。 

1850 年 ， 英 国 数 学 家 寇 克 晕 提出 一 个 著名 问题 ， 这 个 问 
题 后 来 发 展 成 为 组 合 数学 中 一 个 大 分 支 一 史 坦 纳 三 元 系 理 
论 ， 在 各 方面 有 着 重要 应 用 。 

他 的 问题 是 这 样 的 ， 在 一 所 寄宿 学 校 某 班 中 有 15 名 女生 ， 
他 们 经 常 每 天 3 人 一 组 出 去 散步 ， 为 了 增进 每 个 学 生 同 其 他 学 
生 的 友谊 ， 使 得 每 个 学 生 与 另外 任何 学 生 一 起 散步 的 机 会 都 相 
同 ， 问 应 该 怎样 安排 ， 使 得 每 一 星期 中 ， 每 个 女生 都 怡 好 有 一 
天 腿 其 他 任何 一 位 女生 一 起 散步 ? 

从 一 个 女生 出 发 ， 她 星期 一 同 两 位 女生 散步 ， 星 期 二 换 两 
位 ， 这 样 下 去 ， 她 在 一 星期 之 内 同 其 他 14 位 女生 都 一 起 散 过 
步 。 对 她 来 说 这 样 安排 并 不 困难 ， 可 是 将 每 位 女生 都 得 这 样 轮 
一 壳 ， 就 不 太 好 安排 了 。 

由 这 个 问题 自然 发 展 为 史 坦 纳 三 元 系 ,，S (2, B) =S 
(G, k, vo CÆ— T vr AARDSE LURA PR ERT 
集 构成 的 区 组 集 B， 使 得 0 中 每 个 上 元 素 子 集 只 属于 有 中 一 个 
区 组 。 显 然 15 个 女生 问题 构成 一 个 史 坦 纳 系 S (2, 3, 15), 
有 起 的 是 有 限 域 (q) 上 的 4 维 仿 射 空间 和 射影 空间 部 可 以 
看 成 史 坦 纳 系 。 

F (gq) kd 维 仿 射 空间 对 应 的 史 坦 纳 系 S (2, B), A 
HA gi 个 点 ，B 为 仿 射 直线 的 集合 ， 每 条 直线 上 有 qg 个 点 ， 
每 两 个 不 同 点 都 有 一 条 仿 射 直线 联结 它们 ,因此 :=2, 上 = g, v 
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= 7, BV Hay S(2, 9.97), HBAR APL (d, q)o 


F (9) La 维 射影 空间 共有 。 -I NA, BRER 
LA k=l TA, 每 两 不 同 点 在 一 直线 上 ， 因 此 对 应 5 
(2, q+i, v), PPL (d+1，g) 是 该 史 坦 纳 系 的 自 同 构 群 。 

通常 的 置换 集合 X 是 一 个 纯粹 的 有 限 集 合 | 居 | =v 【其 元 
素 用 点 或 字母 表示， 数字 只 是 标记 ， 并 没有 结构 的 意义 }， 但 
史 坦 纳 三 元 系 则 不 只 是 纯粹 的 集合 ， 它 还 规定 一 些 特殊 的 子 集 
合 ， 称 为 区 组 (Bock)， 史 坦 纳 三 元 系 每 个 区 组 都 上 其 有 相同 数 
目的 点 ( 记 作 有 )。 另 外 满足 这 样 的 条 件 ， 即 所 有 e 点 的 子 集 
都 只 属于 唯一 一 个 区 组 ， 这 样 得 到 的 忠 坦 纳 系 也 称 史 坦 纳 三 元 
系 ， 它 由 三 数 o, k, : 所 决定 ， 记 作 S (t, k, vd). HT 
除 平凡 的 情形 。 我 们 不 妨 假定 

下 

史 坦 纳 系 的 自 同 构 不 仅 是 X 的 点 集合 的 一 个 置换 ， 而 且 
还 要 求 把 区 给 变 到 区 组 。 因 此 史 坦 纳 系 的 自 同 构 群 不 仅 作用 在 
点 集合 上 ， 而 且 作 用 在 区 组 六 合 BE, IB|=b. RUE, 
这 两 种 作用 还 是 有 关系 的 ; 

OG 在 B 上 的 轨道 数 渤 G EX 上 的 轨道 数 。 

Om G AEF BAX E, WG 作用 于 B OARS 
G 作用 于 XX 的 轨 数 。 

HEX, PEHR S Cr, k, v) 的 自 同 构 群 是 对 称 群 
S, 的 子 群 。 如 果 我 们 考虑 5 (1, k, v) 中 包含 给 定 元 素 a 
的 区 组 ， 我 们 就 可 以 得 到 X- laj 上 的 史 坦 纳 系 S (2-1, 
é-1, v-l). RRA Mi 和 Mz 的 史 坦 纳 系 可 得 出 Mi 和 


Mo, Mo (SHAR, EXER BRST, ARIE: 
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Aut (S (5, 6, 12)) = Miz 
Aut (S (5, 8, 24)) = Mo 
由 此 推出 ， 存 在 史 坦 纳 系 3 (4, 5, 11) MS (4, 7, 23), 
+s 
Aut (S (4, 5, 11)) =Mu, 
Aut (S (4, 7, 23)) = Mno 
但 是 ， 
Aut (S (3, 6, 12)) =Aut (Mn), 
其 中 Aut (Mo) 是 Mh AARNE. Mo Aut (Ma) 的 
子 群 ， 指 数 为 2。 
BERRA 2 中 心 对 合 的 中 心 化 子 的 结构 来 刻画 ， 
Mi SAR 1954 
Mo PARAM 1966 
Ma 扬 科 (Janko, Zvonimir, 1932—) 1968 
Ma thf 1968 
Ma ARRE 1969 
但 是 马 丢 群 的 唯一 性 定理 在 20 世纪 40 年 代 末 就 已 经 开始 研 
究 ， 这 显然 是 因为 它们 是 比较 例外 的 情形 。 
马 丢 群 唯一 性 定理 mac 是 | M, | 阶 单 群 ，n = 11，12， 
22, 23, 24, WUG=M,. ` 
Mi ”斯 坦 顿 1951 
Ma WHEW 1951 
Ma = 1964 
派 罗 特 1970 
Mz WP 1970 
Ma . angi 1969 
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3. 散在 单 群 

到 1960 年 ， 人 们 已 经 知道 所 有 非 交换 的 有 限 单 群 都 可 以 
纳入 17 个 无 穿 “ 系 列 ”当中 :， 有限 薛 华 蔓 群 及 其 变种 以 及 交 
HA, (a5), BOLE 100 年 前 由 马 丢 发 现 的 5 个 创 
外 单 群 。 当 时 猜想 ， 也 许 这 些 就 是 所 有 的 单 群 了 。 没 有 料 到 ， 
1965 年 南斯拉夫 数学 家 扬 科 发 现 了 又 一 个 新 的 散在 单 群 几 ， 
其 阶 数 是 175560=23.3.5.7.11.19。 

散在 单 群 的 发 现 过 程 当然 是 不 同 寻常 的 。 因 为 它们 不 能 列 

入 一 种 有 规则 的 系列 当中 ， 只 能 一 个 一 个 通过 特殊 的 方法 去 寻 
按 ， 而 且 谁 心 星 也 设 底 ， 到 底 有 网 少 个 散在 单 群 ， 有 限 还 是 无 
穷 ? 
发 现 散在 单 群 的 过 程 表 明 ， 它 们 与 已 知 的 群 多 少 有 些 联 
系 。 寞 际 上 ， 所 有 单 群 都 是 某 个 交错 群 A, 的 子 群 ， 这 当然 太 
证 了 ， 不 过 这 却 启 发 人 用 置换 表示 去 寻找 群 。 不 过 扬 科 的 J, 
却 是 从 一 种 特殊 的 李 型 单 群 中 控 出 来 的 。 

李 型 单 群 中 有 一 类 李 林 学 群 :G，(3:"*!1)， 这 个 系列 难于 
刻画 ,于 是 几 位 群 论 大 家 集中 考虑 这 个 问题 , 按照 布 劳 尔 的 网 
领 ， 单 群 的 刻画 可 通过 对 合 的 中 心 化 子 来 实现 。 

于 是 扬 科 和 汤姆 还 研究 这 样 的 问题 ， 定 出 所 有 的 有 限 单 群 
G 具有 这 样 的 性质 : 

OG 具有 一 个 对 合 使 得 其 中 心 化 子 

Ce (Z) ZXL, (g), 
9 是 奇数 。 
Oc 的 西海 2 FEXR. 
1965 年 他 们 两 人 运用 特征 标 理论 与 局 部 群 理论 证 明 :; 在 


这 种 假定 条 件 下 ， 
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9 是 3 的 奇数 次 乾 或 者 9= So。 
ER (Ward, Harold) 也 同时 得 到 这 个 结果 。 显 然 g 是 3 
的 奇数 次 堵 时 ， 正 好 给 李 林 学 单 群 一 个 刻画 ， 只 有 扬 科 没有 就 
此 终止 ， 他 进而 考虑 g =5 的 情形 。 他 证 明 ， 在 这 种 情形 下 ， 
只 存在 唯一 一 个 单 群 ， 它 就 是 J1。 他 认识 到 这 个 问题 的 重要 
人 性， 就 抢先 把 这 个 结果 很 快 地 单独 发 表 在 1965 年 美国 科学 院 
院 报 上 ， 而 其 余部 分 到 1966 年 才 出 版 。 

扬 科 把 I, 作为 GL (7, 11) 的 子 群 来 考虑 的 ，1967 FE 
文 斯 通 (Livingstone, D.) 造 出 266 顶点 的 图 PP， 而 J, 是 其 
BAH, J, 在 了 上 可 迁 地 作用 。 

扬 科 用 同样 的 方法 在 1967 年 发 现 了 两 个 新 的 散在 单 群 
J;、J3， 他 考虑 如 果 有 限 单 群 中 对 合 的 中 心 化 子 是 特殊 的 群 ， 
CH? 阶 的 超 特殊 群 用 A 扩张 得 到 ， 具 有 这 种 形式 的 中 心 化 
子 的 单 群 在 交错 群 和 李 型 单 群 中 是 不 存在 和 的。 在 关于 中 心 化 子 
的 假定 CRB E te REC ICE H (2, A) 之 下 ， 扬 科 
证 明 G 只 有 两 种 可 能 性 ， 如 果 # 的 共 辐 类 有 两 个 ， 则 

| G| =27+3°-5?-7= 604800; 
如 果 # OKERBRAIT, M 

[G| =27.35.5.17.19= 50232960。 
这 两 种 情形 下 ， 可 以 唯一 吐出 G 的 特征 标的 表 。 实 际 上 ， 场 
科 只 是 定 出 G 的 阶 数 以 及 G 的 局 部 结构 ， 但 是 他 没有 能 证 明 ， 
在 这 两 种 情况 下 ， 群 的 确 存在 。 他 世 没 能 证 明 ， 如 果 存 在 则 是 
唯一 的 。 后 来 证 明 J, 的 存在 性 是 M- PEAR (Hall, Marshall, 
1910 一 ) 和 威 尔 斯 (Wales David) 在 1968 年 做 出 的 ， 而 J, 的 
存在 性 是 后. 希 客 生 和 马凯 (Mckay, John) 在 1969 年 证 明 的 。 
实际 上 这 是 一 个 发 现 散在 单 群 的 模式 ， 即 考虑 群 具 有 某 个 中 心 
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化 子 ， 往 往 满足 一 定 的 假设 : 对 于 适当 WAL, AH CW, 
工 )。 这 些 数 学 家 发 现 的 群 ， 通 常 只 是 证 明 有 个 满足 他 的 假设 
的 群 的 阶 和 它 的 局 部 结构 被 决定 ， 但 是 并 没有 证 明 群 的 存在 性 
及 唯一 性 。 | 

用 这 个 模式 发 现 的 散在 单 群 还 有 在 1969 年 由 交 尔 德 
(Held, Dieter) EMHZ TEH He。 实 际 上 ， 这 个 群 在 扬 科 
发 现 Jo, Jh 时 已 经 出 现 ， 交 尔 德 考虑 的 是 对 合 的 中 心 化 子 满 
足 日 3, PSL (3, 2)) 这 个 假设 。 具 体 地 说 ， 他 发 现 PSL 
(5, 2) 和 M24 中 ， 如 果 把 对 合 : 取 在 西 洛 2 群 的 中 心 之 中 ， 
其 中 心 化 子 同 构 于 H, RR ABR PSL (5, 2) 和 Mu 
之 外 ， 还 有 第 三 种 情形 存在 ， 他 定 出 其 阶 为 

21033527317。 
1970 年 李 员 斯 (Lyons, Richard, 1945—) 在 他 的 芝加哥 大 学 
博士 论文 中 研究 对 合 的 中 心 化 子 为 交错 群 的 中 心 扩张 的 问题 。 
实际 上 这 是 扬 科 工作 的 继续 。 BREA A, 的 中 心 扩张 为 对 
会 中 心 化 子 的 单 群 不 存在 。 后 来 证 明 A, (n 212) 的 情形 ， 
单 群 也 不 存在 。 李 昂 产 研究 A H A MRR, fib Ao 
情形 ， 单 群 也 不 存在 ,. 可 是 4u 情 形 可 能 存在 ， 这 个 唯一 的 机 
会 让 他 抓 到 了 ， 他 确定 有 一 个 公教 为 
28-37 :56.7-11-31-37-67 

HEA, WHERE OSH G, (5). TAR HH 
HHE G (5) 的 可 迁 扩张 ， 满 足 上 述 条 件 ， 最 后 造 出 这 个 群 
Lya a i 
AAR ON, KEN F: 羽 及 最 后 发 现 的 扬 科 群 刀 最 初 也 
是 这 么 发 现 的 ， 不 过 它们 都 涉及 一 些 其它 的 散在 单 群 。 另 外 ， 


也 有 一 些 散在 单 群 ， 先 用 其 它 方法 发 现 ， 后 来 发 现 可 以 用 对 合 
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APOE FAB, MR AEE Mec， 显 然 这 对 从 不 同 角度 
认识 单 群 ， 特 别 是 散在 单 群 极 有 好 处 。1965 年 到 1975 年 这 热 
兴 朝 天 的 十 年 历史 也 的 确证 明 这 一 点 。 

第 二 类 发 现 和 研究 散在 单 群 的 方法 是 置换 群 或 置换 表示 的 
方法 。 实 际 上 ， 它 最 早 也 来 自 扬 科 群 I, 的 研究 。 扬 科 发 现 J, 
后 不 久 ，M* 浩 尔 和 威 尔 斯 就 通过 另外 的 途径 把 它 造 出 来 。 它 
是 把 J. 作为 100 次 可 迁 群 造山 来 的 。 这 时 ，1 点 的 稳定 化 子 
SSR PSU (3, 3) 同 构 ， 从 扬 科 而 求 出 的 群 的 特征 标 表 看 
H. Jo 可 能 存在 100 次 的 置换 表示 。 而 如 果 存 在 100 次 置换 
RR, EA PSU (3, 3) 为 1 点 稳定 化 于 ， 这 样 可 构成 所 要 
的 群 。 于 是 M: 浩 尔 等 人 借助 于 计算 机 从 PSU (3, 3) HR, 
造 出 其 100 次 的 可 迁 扩张 ， 并 证 明 它 就 是 满足 J: 的 定义 条 件 
的 唯一 的 散在 单 群 ， 它 的 特点 就 是 J, 是 3 轨 置 换 群 。 

这 里 3 轨 的 原文 是 秩 (rank)， 由 于 秩 在 数学 ， 特 别 是 群 
论 和 李 群 李 代 数理 论 中 常用 ， 在 置换 群 理论 中 使 用 容易 造成 混 
消 ， 因 此 这 里 用 更 为 形象 的 词 。 置 换 群 与 抽象 群 的 不 同 之 处 在 
于 它 必 须 有 一 个 被 置换 的 集合 ， 我 们 这 里 只 考虑 有 限 集合 A。 
它 的 元 素 是 有 限 多 个 点 ， 定 义 G 在 A EAR (orbital) 就 是 
G 在 AxA 上 作用 的 轨道 。G 的 置换 轨 ( 秩 》 数 就 是 G 的 轨 
数 。 它 等 于 Gz 在 4 上 的 轨道 数目 (对 任何 x&4)。3 轨 置 换 
群 最 早 是 D-G- PREM 1964 年 起 系统 研究 的 ,， 没 料 到 大 部 
分 散在 单 群 有 3 轨 的 置换 表示 。 

M' 浩 尔 在 牛津 大 学 报告 了 这 个 工作 以 后 ， 在 场 的 DG' 希 
格 曼 和 西 姆 斯 马上 就 用 这 个 方法 来 造 马 丢 群 M2 的 100 KA 
扩张 。 他 们 取 M2 的 三 个 置换 表示 ， 次 数 分 别 为 1 次 ，22 次 
和 77 次 ， 把 三 个 表示 集 的 正好 100 个 点 造 一 个 100 顶点 的 图 。 
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这 个 图 的 自 辣 构 群 在 这 集合 上 可 迁 地 作用 。 第 二 天 这 个 新 的 单 
群 一 一 希 格 曼 一 西 姆 斯 单 群 HS 就 诞生 了 。 

铃木 通 夫 在 收 到 希 格 曼 一 西 姆 斯 的 论文 预 印 本 之 后 ， 两 三 
周 内 用 同样 的 方法 构成 3 Say ALE RI 

PSL (2, 7) <PSU (3, 3) <In<G, (4) < Suz, 

每 一 阶段 都 造成 一 个 图 ， 使 得 群 作为 3 轨 本 原 置换 群 作用 在 其 
上 ， 最 后 得 出 图 的 自 同 构 群 ， 即 铃木 散 单 群 Se (不 要 同 李 型 
单 群 中 的 铃木 群 5z 混淆 )， 其 阶 数 为 25.37+52.7:11:13。 

上 面 系列 实际 上 类 似 于 

Ag< PSL (3, 4) <PSU (4, 3) 

的 3 MAE KAN, ERROR, BBM HD 
PSU (4, 3) 进一步 可 迁 扩张 ， 从 而 得 到 者 克 洛 夫 林 群 Me, 
它 是 3 轨 本 原 置 换 群 ， 其 阶 数 为 27.36.52.7.11。 

这 三 个 群 都 是 1967 年 发 现 的 ， 下 一 个 到 1973 年 才 由 路 得 
瓦 利 斯 CRudvalis, Aranas) 发 现 ， 他 找到 带 获 群 作为 可 迁 扩 
张 的 群 ， 从 而 得 到 3 轨 本 原 置 换 群 ， 此 即 路 德 瓦 利 斯 群 Ru 。 
这 个 群 如 果 存 在 ， 则 存在 它 的 由 Z; 的 中 心 扩张 ， 他 证 明 它 存 
在 28 Stam... HORR (Conway, John Horton, 1937—) 及 
威 尔 斯 用 .28 维 空 间 向 量 构成 .4060 个 顶点 的 图 ， 其 自 同 构 群 即 
Ru 2 BRS. 

实际 上 ， 所 有 典型 群 都 有 3 轨 的 置换 表示 : 线性 群 作用 在 
射影 空间 的 直线 集合 上 ， 辛 铬 及 酝 群 作用 在 “绝对 点 ”的 集合 
上 ， 正 交 群 作用 在 “ 奇 点 ”的 集 台 上。 因为 它 科 的 表示 和 李 型 
群 的 结构 明显 相关 ， 在 每 种 情形 下 ， 单 点 稳定 化 子 是 抛物 子 
群 。Es 在 适当 掀 物 子 群 上 也 有 类 似 的 3 轨 表 示 。4 RAH 


(2H. WHR. SER) 也 有 这 种 表示 。 
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维 兰 第 在 1955 FEW, Bp BEM, 2p 次 本 原 置 换 群 
或 者 是 2 ENT, RPI. ATA ARERR 
中 的 重要 地 位 。 这 推动 了 D- art SB REA 3 轨 置 换 群 的 
理论 ， 他 的 方法 是 造 出 相应 的 区 组 设计 以 及 相关 的 关联 矩阵 。 
他 刻画 典型 群 就 是 用 这 种 方法 。M: 浅 尔 和 威 尔 斯 最 早 构 造 户 
也 是 这 种 方法 ， 但 这 种 方法 很 快 被 西 姆 斯 在 1967 年 创造 的 新 
方法 所 超过 ， 他 是 对 每 一 个 可 迁 群 造 出 一 个 定向 图 ， 通 过 图 的 
自 司 构 群 ， 即 可 决定 该 群 ， 而 且 通 过 图 的 型 ， 可 以 证 明 该 型 图 
对 应 单 群 的 唯一 性 。 散 在 单 群 j;,，HS，Mc，Suz，Ru 的 唯 
一 性 即 是 这 样 得 到 的 。 

RS RT Hs 对 换 来 生成 新 群 。 他 考虑 G 中 所 有 对 合 
HEBD, CME: 

Wt, seD, Wes 的 阶 数 为 1, 23, samo D 为 3 对 
Stee, 

费 会 尔 研 究 由 . 3 AEE BY SCRE AE LBS A PE F G, hay 
FAEM: . 

如 台 没 有 平凡 的 可 解 正 则 子 群 , 且 G =C (Rt TE 
[G，G] = [[G, G], [G, G]]), W G 是 对 称 群 ，F (2) 
EAGER, =. BAR FP G) 上 的 正 交 群 。 此 外 还 有 3 
个 例外 群 M (22), M (23), M (24). REREH., M 
(22), M (23) RM (24) 的 交换 子 群 是 散在 单 群 。 

KARR, RRR 3 PRR Co, Cor, 
Coso 他 是 通过 研究 所 渭 李 奇 (Leech, John) ii 自 同 构 群 得 
到 的 。 

格子 概念 是 从 绪 部 学 来 的 。 实际 上 ， 它 是 一 堆 同 等 大 小 的 
球 的 集合 ， 这 种 球 的 堆积 有 的 不 规则 ， 有 的 很 规则 ， 它 们 可 以 

272 


通过 球 心 反映 出 来 。 我 们 可 以 固定 一 个 球 的 中 心 ， 记 作 Oo. 
其 它 球 的 中 心 就 可 由 O 到 该 球 中 心 的 向 量 w 来 表示 。 假 如 一 
堆 球 满 足下 面条 件 ， 如 果 向 量 * 和 w 是 这 堆 球 中 任 两 球 的 中 
心 ， 则 w+ vw 和 ww 一 wv 也 是 这 个 堆 中 球 的 中 心 ， 就 称 这 堆 球 为 
格子 。 结 而 学 中 的 格子 称 为 布 拉 维 格子 ， 它 们 都 可 以 找到 3 个 
中 心 Tis zy Uses 使 得 格子 中 所 有 球 的 中 心 都 可 以 表示 成 为 
Rivi t+ kau + kyv3, 
HPA, 22, ks HEM, BH vne vn o 就 称 为 格子 的 基 ， 
而 由 所 有 点 
8, vy + 02,05 + 6303 (0561) 

所 构成 的 平行 六 面体 ， 称 为 基本 域 。 格 子 显然 构成 一 个 群 。 对 
于 任意 维 wn， 我 们 不 难 把 格子 的 概念 加 以 推广 。 

另 一 方面 ， 对 于 n 维 球 的 堆积 ， 不 管 它 们 是 不 是 格子 ， 
我 们 有 两 个 训 关 重要 的 基本 问题 : l 

中 最 大 吻 数 辣 题 。 对 于 所 有 n 维 球 的 堆积 ， 每 一 个 妹 最 
EMENTA, RERARA GRA) WR 《kiss- 
ing number)? 对 于 1 维 球 堆积 显然 吻 数 为 2，2 维 球 堆积 吻 数 
为 6， 而 3 维 球 座 积 ， 早 在 17 世纪 对 网 数 就 有 和 争论。 大 科学 
家 和 后 顿 认 为 是 12 个 ， 而 格 里 高 里 (Gregory David, 1659— 
1708) 认为 是 13 个 。1694 年 他 们 热烈 争论 ， 最 终 和 牛顿 的 结论 
TER, EAP 19 世纪 才 给 出 。20 世纪 给 出 简单 证 明 的 有 范 
` 德 :瓦尔 登 和 李 奇 。 从 4 维 到 7 维 ， 分 别 发 现 格子 Da Ds, 
Ec，E;， 在 所 有 格子 球 堆积 中 ， 具 有 最 大 的 吻 数 24, 40, 
72，126， 但 对 于 所 有 格子 或 非 格子 的 球 维 积 中 它们 是 否 最 大 ， 
尚未 得 到 证 明 ， 只 是 8 维 格子 Es 已 经 证 明 对 任何 球 堆积 ， 它 


具有 最 大 的 吻 数 240。 
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加 最 密 堆 积 问题 。 在 n 维 球 的 堆积 中 ， 怎 样 的 堆积 最 密 ， 
也 就 是 球 与 球 之 间 的 间隙 最 小 ?” 表面 上 看 ， 最 大 吻 数 应 该 具有 
最 密 堆积 ， 实 际 上 并 非 如 此 ， 尤 其 是 高 维 情 形 。 对 于 球 堆积 不 
管 是 否 是 格子 ， 只 证 明 1 维 、2 维 确实 具有 最 密 堆 积 。3 维 情 
形 就 是 著名 的 开 普 勒 (Kepler) 问题 ， 面 心 立方 格子 具有 最 密 
堆积 。 项 武义 于 1990 年 声称 他 证 明 这 结果 并 于 1994 FRR, 
不 过 仍 有 专家 有 异议 。 不 过 面 心 立方 格子 对 所 有 格子 来 说 ， 具 
有 最 密 堆积 ， 早 在 1831 年 已 由 大 数学 家 高 斯 证 明 。 对 4 维 至 
SHE, Dy, Ds, Es, En Es 具有 最 密 堆积 ， 只 是 对 所 
有 格子 来 说 才 得 到 证 明 。 如 果 包 括 非 格子 堆积 ， 这 个 问题 尚未 
解决 。 

对 于 更 高 维 数 ， 不 管 是 烙 子 还 是 非 格 子 堆 积 ， 这 两 大 问题 
还 都 没有 得 到 很 好 解决 。 令 人 惊奇 的 是 ，1967 年 李 奇 发 现 24 
维 格子 具有 最 大 的 哆 数 196560， 这 个 成 为 高 维 情形 唯一 的 确 
切 结果 ， 不 过， 李 奇 格 是 否 最 密 堆积 还 没有 证 明 。 

有 了 李 奇 格 ， 就 可 以 定义 它 的 保持 原点 O 的 自 同 构 群 ， 
康 威 称 之 为 :0， 其 阶 为 

| -Of =22.39.54. .11'13.23, 
它 是 24 维 正 交 群 的 子 群 ， 但 不 是 单 群 。 它 有 一 个 中 心 ， 由 把 
HE. 变 成 一 v 的 自 闻 构 生 成 ，*0 由 这 个 中 心得 到 的 商 群 ， 
康 威 记 作 .1， 这 就 是 靡 威 单 群 Co, RRA 
221.39.54.72.11.13.23。 
.0 在 距离 原点 O 最 近 的 196560 个 点 上 可 迁 地 作用 ， 把 其 中 
一 点 固定 的 稳定 化 群 称 为 .2， 它 就 是 康 玻 单 群 Cn RRA 
248.36.53.7.11.23， 
距离 原点 O 次 远 的 点 的 稳定 化 群 称 为 .3， 它 就 是 康 威 单 群 
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Coy, BRA 
20.37 .53.7.11.13。 
从 这 个 观点 出 发 ， 散 在 单 群 Mc AHS 也 是 .0 的 子 群 ， 这 两 个 


群 还 可 以 通过 模子 李 奇 格 来 定义 ， 所 谓 模 子 李 奇 格 即 A = 4/ 
2 六。 

魔 群 序列 

费 舍 尔 的 论文 预 印 本 流传 之 后 ， 阿 什 巴 赫 尔 立刻 把 3 对 换 
推广 为 {ef 对 换 ， 其 中 fa! 是 某 些 2 以 上 正 整 数 的 集合 ，3 
HRAMA Y fol HARAR D, MRE: 

os, cE D, R st 的 阶 数 为 1，2 或 lol 中 的 正 整数 。 
阿 什 巴 幸 尔 证 明 当 lol RAMA, BRIT Me EAH 
广 ， 包 括 特 征 2 有 限 域 上 的 辛 群 、 酉 群 和 正 交 群 以 及 铃木 群 。 

Pa RRS (Timmesfeld, Franz) 考虑 13. 41 对 换 
KAR D， 他 证 明 如 果 加 上 条 件 : 如 st 为 4 阶 元 素 ， 则 
| (st PED, (*) 

则 这 样 生成 的 群 只 限于 F (2) 上 的 李 型 单 群 。 他 还 研究 lol 
= :奇数 ，4| 的 情形 ， 但 没有 得 到 新 的 散在 单 群 。 

1973 年 ， 费 舍 尔 进一步 研究 [3, 4) WRIA AY 
HE, ERE (〈 * ) 这 个 条 件 。 发 现 有 可 能 出 现 一 个 新 的 散在 单 
妖 。 这 后 来 得 到 证 实 ， 即 小 麻 群 F2， 它 的 阶 为 

241.33.55.72.11*13:17°19.23.31'47。 
这 个 发 现 启动 了 魔 群 的 研究 。1973 ER, PERMER 
(Griess，Robert Louis，1945 一 ) 独立 考虑 另 一 个 可 能 性 ， 即 
F 的 中 心 扩 张 可 能 导致 男 一 个 更 大 的 散在 单 群 ， 满 足 对 合 : 
的 中 心 化 子 正好 是 下 的 中 心 扩张 ， 这 个 不 属于 G 的 2 西 洛 
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子 群 的 中 心 ， 如 果 * ECH2ASTHHP ORME, E 
Ce (5) DE, 
Ce (s) /E= Coi, 
Et E 是 22 阶 的 极 特殊 群 。 由 此 ， 格 瑞 斯 用 汤姆 逊 的 阶 数 会 
式 得 出 
|G] = 24.32.59.76.11213317-19.23.29-.31.41.47 
"59-710 
这 就 是 大 魔 群 Fi。 费 舍 尔 在 西 德 比尔 殿 尔 德 年 会 上 同 当 时 在 
英国 剑桥 的 数学 家 康 威 、 汤 姆 进 、 I. H #— ÈE (Harada, 
Koichiro, 1941—) 和 诺顿 (Norton, Simon) 讨论 了 魔 群 存在 
的 可 能 性 。 他 们 证 明 如 这 个 群 存 在 ， 刚 有 3 阶 元 素 和 5 阶 元 
素 ， 它 们 的 中 心 化 子 可 生成 新 的 散在 单 群 F, 和 Fs。 原 田 研 究 
原田 群 Fs， 定 出 其 阶 数 及 局 部 结构 。 但 其 唯一 性 证 明 ， 一 直 
到 1989 年 才 由 谢 捷 夫 (Segev) TER. BMBAAN OH 
F3， 定 出 阶 数 及 局 部 结构 ， 还 定 出 特征 标 表 。 由 特征 标 表 ， 
他 还 证 明 存在 248 次 不 可 约 表 示 。 由 这 个 表示 ， 汤 姆 进 给 出 唯 
一 性 的 证 明 ， 只 用 了 一 页 。 他 用 了 斯 密 司 (Smith, P.) 的 计 
算 机 计算 结果 ， 证 明 它 是 李 型 单 群 Fe G) 的 子 群 ， 因 此 ， 证 
明 其 存在 性 。 
4. 分 类 的 历史 7 
抽象 群 论 最 困难 的 部 分 ， 实 际 上 是 单 群 的 分 类 。 正 如 所 有 
抽象 对 象 一 样 ， 达 到 完整 的 分 类 决 非 一 跟 而 就 ， 一 般 总 是 经 历 
或 长 或 短 的 几 个 阶段 。 以 有 限 单 群 为 例 : 
(1) 从 各 种 不 同 角度 、 不 同方 法 ， 找 到 一 些 单 群 ， 发 现 一 
些 单 群 ， 然 后 需要 研究 它 有 什么 特殊 性 质 ， 然 后 刻画 它 ， 证 明 
其 存在 性 ， 唯 一 性 ， 当 然 还 要 证 明 其 单 性 。 
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(2) 把 它们 纳入 一 个 系统 ， 也 就 是 用 一 种 统一 的 观点 来 分 
类 所 有 或 部 分 单 群 。 

(3) 证 明 单 群 分 类 定理 ， 也 就 是 要 解决 两 大 问题 : 

中 存在 问题 :我们 确实 知道 所 有 的 单 群 ， 有 咒 我 们 可 以 列 出 
所 有 的 单 群 的 表 。 

OMAHE: 这 些 单 群 一 个 不 和 多、 一 个 不 少 ， 也 就 是 如 果 
我 们 能 够 通过 另外 途径 发 现 新 的 有 限 单 群 ， 那 么 它 一 定 同 移 于 
KT PRACT BH, 

有 恨 单 群 理论 是 同 有 限 群 理论 大 致 平行 发 展 的 ， 所 用 的 工 
有 具 也 大 致 相同 ， 它 的 发 展 大 致 可 分 为 三 个 阶段 : 

(1) 1955 年 以 前 ， 在 这 个 阶段 ， 通 过 不 同 的 方法 找到 各 
种 各 样 的 单 群 ， 研 究 它 们 的 结构 性 质 以 及 发 展 表示 理论 这 个 强 
有 力 的 工具 。 先是 1896 年 弗 洛 宾 尼 乌 斯 创立 的 有 限 群 特征 标 
理论 和 常 农 示 理论 ; 以 及 1935 年 布 劳 尔 等 创立 的 模 表示 理论 。 
诺 特等 人 关于 下 示 论 与 结合 代数 的 关系 大 大 有 助 于 表示 理论 的 
发 展 ， 但 是 具体 计算 特征 标 仍然 要 求 有 创造 性 的 技巧 。 

(2) 1955 463.1985 年 ， 这 30 年 是 有 限 单 群 理论 取得 突 
破 并 最 终 取 得 单 群 分 类 ， 被 戏称 海 30 年 战争 。 其 同 有 如 下 几 
项 大 突破 ， | 
四 发 现 对 合 的 中 心 化 子 的 关键 作 屠 。 由 于 单 群 G 没有 正 
规 子 群 ， 我 们 希 记 志 过 一 些 它 可 能 包含 的 特殊 子 群 S$， 它 们 是 
LERH GORE. HAS 人 的 群 可 能 很 韦 ， 其 至 无 穷 
£, MESTAR A 的 群 极 多 ， 加 As An - WR PSL 
(9g)。 我 们 必须 对 了 于 SMERA G 的 方式 加 以 限制 ， 如 S 是 
G 的 极 大 子 群 ，S 是 G HEM, 群 ，S 在 G HRPERRA 


中 是 某 点 的 稳定 化 子 群 等 等 。 最 后 布 劳 尔 找到 一 个 最 简单 的 刻 
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画 方 法 。1954 年 在 国际 数学 家 大 会 上 , 布 劳 尔 报告 ,如果 GC 是 
一 个 单 群 , : 是 一 个 对 合 ( 即 二 阶 元 , 1* =1), 如果 S 为 1 的 中 心 
EF CoC c(i ze Gl at= ith MIGI<{sl. 

1955 4, th & A M H Bh (Fowler, Kenneth Arthur, 
1916 一 ) 证 明 包 括 这 个 定理 的 许多 关于 对 会 的 定理 。 这 样 ， 有 
限 单 群 的 研究 一 下 于 集中 于 对 合 的 中 心 化 子 之 上 。 

实际 上 ， 正 如 许多 伟大 思想 一 样 ， 它 们 的 出 发 点 都 非常 简 
单 。 早 在 19 世纪 已 经 知道 ， 如 果 G 中 有 两 个 不 同 的 对 合 v， 
r， 则 由 o, + 生成 的 群 (0, 0 是 二 面体 群 。 如 or 是 奇 阶 元 
K. (o), (ct) BR (o, o) WWI, Am, 与 > 共 
Ho MR so Sr FHM, Wo 一 定 是 偶 阶 元 素 。 伯 恩 塞 德 在 
开始 研究 群 论 时 已 经 注意 到 这 个 事实 。 布 劳 尔 发 现 ， 如 果 ov, 
TEG HARE. MEG 中 可 找到 一 个 对 侣 p， 使 Pp 对 和 
HEER. ERER p 为 (eo, o 的 中 心 的 对 合 即 可 。 这 样 ， 
布 劳 尔 和 弗 勒 得 出 ， 如 果 G 中 的 对 合 的 中 心 化 子 已 知 ， 那 么 
单 群 G 只 有 有 限 守 种 可 能 性 。 从 而 再 适当 选 定 G 的 对 合 的 中 
心 化 子 ， 我 们 有 可 能 得 到 几 个 ， 甚 至 于 一 个 或 两 个 单 群 ， 这 就 
使 我 们 得 到 系统 肇 画 偶 防 单 群 的 方法 ， 它 就 称 为 “ 布 劳 尔 网 
领 ”。 不 仅 如 此 ， 它 还 可 以 成 为 发 现 新 单 群 的 方法 ， 一 批 最 早 
发 现 的 散在 单 群 就 是 这 人 么 找到 的 。 

QHEAE 1955 年 找到 生成 已 知 线性 群 的 系统 方法 ， 为 
单 群 分 类 迈 出 重大 一 步 。 现 在 知道 ， 除 了 向 环 群 和 交错 群 两 个 
有 限 单 群 的 无 穷 系 列 之 外 ， 其 他 .16 个 无 穷 系 列 的 有 限 单 群 均 
可 以 用 薛 华 荔 的 方法 《或 其 变形 ) 系统 地 造 出 来 。 没 有 这 种 统 
一 的 观点 ， 有 限 单 群 的 分 类 是 不 可 想象 的 。 

@1963 年 费 特 和 汤姆 进 在 255 页 的 大 论文 中 证 明 ， 除 了 
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循环 群 之 外 ， 没 有 奇数 阶 的 单 群 。 实 际 上 他 们 证 明 奇 阶 群 均 为 
可 解 群 。 这 一 方面 使 布 劳 尔 的 网 领 得 以 实施 ， 另 一 方面 ， 还 提 
示 西 洛 2 子 群 ( 即 如 果 |G| =2" py prre p", p HAR 
数 ， 则 G 的 2" 阶 子 群 称 为 西 洛 2 子 群 ) 在 刻画 单 群 二 也 会 起 
一 定 作 用 。 

@1965 年 散在 单 群 的 发 现 。1965 年 群 论 专家 都 猜想 所 有 
单 群 都 已 经 知道 ， 即 率 数 阶 循环 群 ， 交 错 群 以 及 16 个 李 型 单 
群 的 无 穷 系列 。 另 外 只 有 5 个 不 能 纳入 这 18 个 无 穷 系 列 的 马 
丢 群 。 扬 科 利 用 对 合 中 心 化 子 的 遗 法 发 现 第 一 个 另外 的 散在 单 
群 J ， 接 着 他 又 发 现 另外 两 个 J,，J3。 很 快 其 他 数学 家 用 各 
种 不 条 的 方法 找到 其 它 的 散在 单 群 。 到 1976 FHM LRAT 
Jo 这样 除 马 丢 群 之 外 ， 叉 发 现 了 21 个 散在 单 群 。 当 时 的 确 
问题 很 多 ， 对 于 已 经 发 现 的 散在 单 群 ， 要 去 刻 划 它们 ,证 明 其 
存在 性 、 唯 一 性 、 单 性 ， 为 此 要 计算 它们 的 特征 标 表 或 置换 表 
示 。 另 外 更 令 人 困 感 的 是 ， 是 不 是 还 有 ， 是 否 还 有 无 穷 多 ， 如 
何 对 它们 进行 统一 的 处 理 。 现 在 我 们 知道 ， 散 在 单 群 只 有 这 
26 个 ， 不 过 我 们 还 没有 城 到 对 这 26 个 单 群 的 统一 刻画 。 

(3) 1980 年 以 后 ， 实 际 上 ，1970 年 以 后 ， 群 论 专家 就 已 
经 酝酿 有 限 单 群 完全 分 类 的 网 领 。 这 个 分 类 网 领 的 总 设计 师 是 
美国 数学 家 商 林 斯 坦 (Gorenstein，Daniel，1923 一 1992)。 他 
是 代数 几何 学 大 家 查 瑞 斯 基 的 学 生 ，1950 年 获得 博士 学 位 。 
他 在 论文 中 引进 一 种 交换 环 ， 后 来 就 以 他 的 名 字 命 名 ， 他 很 快 
地 就 转向 研究 编码 理论 ， 由 于 解码 的 问题 ， 他 于 1957 年 被 引 
向 有 限 群 论 ， 从 此 开始 他 毕生 献身 于 研究 有 限 单 群 的 生 举 。 而 
真正 的 工作 到 1960 年 才 开 始 ， 这 对 一 位 数学 家 来 讲 ， 真 是 太 


晚 了 。 作 为 一 位 专家 ， 高 林 斯 坦 与 众 不 同 的 另外 一 个 特点 ， 就 
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是 他 具有 非 几 的 战略 上 服 光 ， 能 够 综观 全 局 ， 指 挥 若 定 。 而 这 个 
SE JC Bi TA BY OK ce HAE aS TE, TEEMA ak aR a 
领 。 早 在 1968 年 出 版 的 《有 限 群 论 》 一 书 中 ， 他 就 已 经 指出 
有 限 群 论 的 主要 目标 是 分 类 有 限 单 群 ， 并 且 设 计 通 向 成 功 之 
路 。 这 种 大 的 网 领 即使 在 现代 数学 中 也 是 不 多 见 的 。 

1972 年 夏天 ， 这 个 纲领 终于 成 形 了 。 他 在 美国 的 代数 学 
研究 中 心 一 一 芝 加 芭 大 学 所 做 的 一 系列 报告 中 ， 提 出 了 一 个 
16 步 的 可 操作 方案 ， 这 种 理想 主义 的 司法 真是 史无前例 。 怪 
不 得 当时 就 被 一 些 专家 议 讽 为 科学 绍 配 。 就 连 比 较 乐 观 的 认为 
计划 基本 可 行 的 人 ， 也 认为 需要 到 2000 年 之 后 才能 完成 。 可 
是 ， 没 有 料 到 ， 不 出 5 年， 几乎 所 有 群 论 专家 都 认为 分 类 是 完 
全 可 行 的 。 这 主要 是 一 批 年 轻 人 ， 尤 其 是 阿 什 巴 赫 尔 对 高 林 斯 
坦 方 案 中 一 些 关 键 问题 取得 突破 。1976 年 到 1980 年 5 年 间 ， 
3000 页 的 论文 发 表 ， 到 1981 年 2 月 ， 高 林 斯 坦 正 式 宣布 有 限 
单 群 的 分 类 业已 完成 。 当 然 还 有 不 少 论文 没有 印 出 来 ， 这 个 问 
题 已 经 公认 为 完全 解决 ， 而 且 非 常 接近 高 林 斯 坦 原来 的 方案 。 
尽管 其 中 不 可 避免 有 些 错 误 及 不 足 需 要 修正 ， 高 林 斯 坦 的 大 方 
向 是 正确 的 。 

从 20 上 世纪 50 年 代 中 期 到 80 年代 中 期 这 30 年 闻 ， 有 限 单 
群 的 分 类 从 取得 突破 到 最 终 分 类 完成 ， 其 间 涉 及 分 类 的 论文 约 
有 几 百 箱 ， 共 10000 到 15000 页 ， 这 是 有 史 以 来 从 未 有 过 的 情 
E. EATER, DALE CHERAB, 它 的 规模 真 
是 本 大 本。 

单 群 分 类 的 总 设计 珊 高 林 斯 坦 在 1972 年 提出 一 个 16 步 方 
案 ， 当 时 许多 人 抱 怀 疑 态度 ， 即 使 乐观 的 人 也 认为 得 到 20 tt 
纪 末 才能 完成 。 没 想到 1981 年 初 ， 他 们 就 可 以 庄严 宣告 有 限 
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单 群 分 类 大 功 告 成 。 

我 们 还 很 少 对 问题 进行 历史 的 分 析 。 实 际 上 ， 历 中 的 经 验 
很 值得 深思 ， 单 群 分 类 是 有 限 群 论 的 核心 ， 但 是 由 于 问题 难度 
太 大 ， 许 多 人 只 是 在 它 的 周围 转 转 ， 很 难 深入 下 去 。 长 期 以 
来 ， 人 们 只 是 列举 一 些 单 群 ， 姑 看 非 阿 贝尔 单 群 有 什么 特殊 的 
阶 数 。 有 的 计算 其 特征 标 表 ， 这 样 ， 我 们 对 于 单 群 有 一 定 的 感 
性 认识 。 

第 二 步 实 际 上 是 一 种 突破 ， 即 抓 住 主要 的 特征 ， 从 而 可 能 
对 整理 已 知 的 单 群 和 发 现 未 知 的 单 群 有 所 贡献 。 

第 三 步 对 于 大 多 数 单 群 有 一 个 统一 的 认识 ， 而 且 对 例外 情 
BTA. 

第 四 步 是 分 类 问题 最 难 的 一 步 。 因 为 这 时 首先 要 知道 ， 已 
知 的 这 些 单 群 是 足够 了 ， 特 别 是 散在 单 群 ， 直 到 20 世纪 70 年 
代 中 后 期 ， 还 很 难说 散在 单 群 到 此 为 止 只 有 26 个 ， 因 为 有 可 
能 又 出 现 新 的 散在 单 群 ， 基 至 说 不 定 有 无 穷 多 个 。 

其 次 ， 必 须 把 分 类 问题 归结 为 有 限 多 种 情况 ， 了 逐一 加 以 解 
次。 这 么 一 个 大 阿 题 往往 不 可 能 和 人手， 这 时 就 必须 限制 研究 对 
象 的 范围 。 分 类 有 限 单 群 就 先 从 分 类 特 萄 类 型 的 单 群 做 起 ， 这 
些 都 是 大 论文 ， 我 们 把 箱 幅 也 记 上 : . 

ORME 1968 年 到 1974 年 发 表 6 篇 论文 分 类 极 小 单 
群 ， 即 这 些 单 群 的 任何 直子 群 都 是 可 解 群 ， 全 文 共 410 页 。 

QIK (Walter, Johh) 1969 年 分 类 西 洛 2 子 群 都 是 阿 
贝尔 群 的 单 群 ， 共 109 页 。 

OMA MU CAlperin, . Jonathan). 布 劳 尔 和 高 宁 斯 坦 在 
1970 年 分 类 西 殖 2 子 群 都 是 氢 二 面体 群 的 单 群 ， 共 261 页 。 


@ 高 林 斯 坦 和 原田 耕 一 郎 在 1971 年 分 类 这 类 单 群 ， 其 2 
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子 群 最 多 由 4 个 元 素 生 成 ， 共 461 页 。 

到 了 1970 年 一 般 有 限 单 群 的 分 类 还 是 溉 有 起 色 ， 而 由 于 
1971 年 以 来 一 系列 工作 ， 特 别 是 阿 件 巴赫 尔 、 森 德尔 (Ben- 
der，Helmut)、 费 会 尔 、 梯 莫 斯 费 尔 德 等 人 的 工作 ， 加 上 20 
世纪 60 年 代 局 部 分 析 的 方法 以 及 高 林 斯 坦 的 信号 化 函 于 
(Signalizer functor) 方法 ， 到 710 年 代 中 期 ， 结 果 十 分 明朗 。 
这 时 出 现 一 系列 新 概念 ， 它 们 对 于 之 前 的 套 论 专家 也 难以 党 
握 ， 对 于 外 行 来 讲 ， 就 更 不 用 说 了 。 

从 方法 上 来 讲 ， 通 过 汤姆 阜 、 高 林 斯 坦 、 瓦 尔 特等 人 的 局 
部 分 析 方 法 与 费 合 尔 、M':* 浩 尔 、 舒 尔 特等 人 的 几何 方法 结合 
起 来 ， 从 1972 年 到 1976 年 5 年间， 阿 什 巴赫 尔 一 举 解决 ; 

OB 猜想 。 

OH (thin) 群 问题 。 

OR PRA 2 局 部 问题 。 
同时 1976 年 梯 莫 斯 费 尔 稚 证 明了 关键 的 散在 单 群 有 限 性 定理 。 
因此 ， 在 杜 鲁 特 群 论 会 议 上 就 可 以 把 有 限 单 群 的 分 类 方案 分 分 
工 ， 把 剩余 的 部 分 解 快 掉 。 这 时 分 类 的 路 线 十 分 明确 ， 经 过 邢 
次 一 分 为 二 ， 就 可 以 灰 功 告 成 。 首 先 有 限 单 群 的 分 类 分 为 组 分 
型 群 和 特征 2 型 群 两 大 类 。 组 分 型 群 分 为 一 般 型 和 低 a KH 
两 类 。 特 征 2 型 铬 分 为 一 般 型 和 氢 菠 群 两 类 。 前 一 部 分 问题 归 
结 为 组 分 型 群 猜 想 ， 它 曾 涵 不 平衡 群 犹 想 ， 而 不 平衡 群 狂想 又 
可 推出 B 狂想。 最 后 这 个 猜想 归结 为 标准 型 问题 而 被 解决 ， 
从 而 问题 转向 特征 2 型 群 。 对 特征 2 型 ， 可 引 人 和 人 e (G) e 
(G) >3 由 高 林 斯 坦 和 药 昂 斯 解决 ，e =3 hi ERRER, 
ex2 MR, RP e=1 为 薄型 。 高 林 斯 坦 部 分 300 页 在 
1983 年 发 表 ， 但 梅森 (Mason, Geoffrey) 拟 薄 型 手稿 800 T, 
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A Se BY 1989 年 发 现 ， 阿 人 慎 巴 赫 尔 1992 年 于 以 补充 。 
早 在 1978 年 ， 阿 什 巴 赫 尔 已 用 了 100 页 解决 薄型 问题 。 

在 这 个 伟大 定理 还 没有 尘埃 落 定之 时 ， 已 经 引起 群 论 界 的 
一 和 阵 恕 懂 ， 将 来 的 出 路 在 那里 ? 近 20 年 的 实践 证 明 ， 群 论 正 
如 许多 数学 领域 一 样 ， 仍 然 有 解决 不 完 的 问题 ， 它 的 前 景 依然 
TH: 

(1) 有 限 单 群 分 类 的 修正 方案 用 10000 页 到 15000 页 证 明 
一 个 数学 定理 实在 不 可 想象 ， 它 引起 一 种 不 信任 感 。 设 计 师 高 
林 斯 坦 最 先 深 切 地 感到 ， 有 必要 摘出 一 个 独立 的 、 不 人 异 助 其 它 
结果 的 完整 而 简单 的 证 明 。 他 1982 年 就 担 出 了 这 个 新 的 覆 正 
FR. AMBER MHI (Solomon, Robert) 两 人 的 
合作 ， 计 划 用 3000 页 到 4000 页 写 出 全 部 证 明 。 他 们 计划 出 十 
几 卷 分 成 五 个 部 分 ， 而 且 完 成 大 量 工 作 。 第 1、2 卷 已 经 分 别 
在 1994 年 和 1996 年 出 版 。 遗 二 的 是 ， 高 林 斯 坦 患 癌症 于 
1992 年 政 去 世 ， 其 余 两 位 仍 在 坚持 ， 继 续 这 个 工作 ， 直 到 最 
后 完成 。 

另 一 方面 ， 个 别 定 理 以 及 单 群 分 类 的 个 别 部 分 早已 在 不 断 
修正 ， 当 然 许 多 人 和 希望 人 们 能 从 一 种 统一 的 角度 特别 是 几何 的 
观点 来 理解 全 部 有 限 单 群 ， 这 样 就 会 使 全 部 证 明 更 为 透明 ， 使 
认识 大 大 提高 一 步 。 

(2) 有 限 单 群 分 类 定理 推论 的 证 明 。 分 类 定理 毕竟 是 20 
世纪 数学 的 里 程 碑 之 一 ， 它 的 证 明 导 致 许多 推论 ， 也 得 出 许 才 
问题 有 待 解 决 。 

巴 施 莱 尔 猜想， 即 每 个 单 群 的 外 自 同 构 群 都 是 可 解 群 。 

由 于 每 个 单 群 的 自 同 构 群 都 已 得 出 ， 由 分 类 定理 自然 推出 


ERA. 
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OQSEVCRHAE, 6ER 6 重 以 上 可 迁 群 只 有 对 称 群 
S, 和 交错 群 4,， 而 4 重 和 5 重 可 迁 群 除 3 对 称 群 及 交错 群 外 ， 
还 分 别 有 4 个 和 2 个 马 丢 群 。 

(3) 期 罗 华 理论 的 道 问题 。 有 理 数 域 Q 的 每 一 有 限 代 数 
PRAM PP eH, RKB ARH G 或 者 更 具体 
每 个 单 群 是 否 都 是 Q 上 的 某 一 有 限 代 数 扩张 的 其 罗 华 群 呢 ? 
20 世纪 80 年 代 这 个 问题 引起 大 量 研 究 ， 得 出 一 系列 令 人 惊叹 
的 结果 。 例 如 汤姆 和 证 明 大 麻 群 是 Q 上 的 匣 罗 华 群 ， 但 一 般 
问题 尚未 完全 解决 。 

5.， 单 群 的 表 出 

利用 生成 元 和 关系 可 把 抽象 群 第 一 步 具 体 化 。 对 于 有 限 
群 ， 显 然 有 有 限 多 个 生成 元 和 有 限 多 个 关系 。 当 然 我 们 希望 把 
生成 元 的 数目 降 至 最 低 ， 而 且 生 成 元 尽 可 能 “简单 ”， 也 就 是 
满足 比较 简单 的 条 件 。 

很 早 人 们 就 狂想 (二 生成 元 猜想 ) 所 有 有 限 非 交 换 单 群 均 
可 由 两 个 适当 的 元 素 生 成 。 

本 世纪 初 许多 数学 家 对 这 个 间 题 进行 研究 ， 特 别 是 美国 数 
学 家 GA Æ$ (Miler, G. A. 1863 一 1951)， 他 从 1901 年 
到 1928 年 发 表 不 少 这 方面 的 论文 。 实 际 上 ， 不 难 证 明 对 于 n 
之 5， 交 错 群 4。 可 由 两 个 元 兹 生成 ， 这 只 需 对 奇数 n, RE 
成 元 为 : 

a=.(123), b=(34- n); 
而 对 偶数 *， 取 生成 元 为 
a= (123), 6=(12) (34… n) 
a of 取 a WIM, RNAP 
“on AM, (f) lab = (1, 2, 3+7), ORiSn—-3; 
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X n Hit, (6) tab = (2, 1, 3+i), OSiSn-3, 
而 这 些 3 轮换 ， 显 然 生 成 A,。 

米 勒 不 仅 得 出 这 个 结果 ， 他 还 能 把 生成 元 的 阶 降 得 最 低 ， 
具体 地 讲 ， 他 证 明 ， 除 了 n=3, 6, 7, 82s, A, 可 由 一 个 
2 阶 元 和 一 个 3 阶 元 生成 。 到 1928 年 ， 他 又 进一步 证 明 ， 对 
于 任何 正 整 数 :>3, W A, 包含 一 个 * 阶 元 素 ， 则 A, 可 由 一 
个 对 合 CRT) 和 一 个 适当 的 * 阶 元 生成 。 但 米 勒 还 没 能 给 
出 具体 的 生成 元 ， 这 到 近 二 三 十 年 才 得 到 。 

而 一 个 具体 证 明 A;(n 之 5) 可 由 一 个 对 合 和 一 个 适当 元 素 
生成 , 到 1984 年 由 群 论 大 家 阿 什 巴 严 尔 和 古 拉 尔 尼克 (Gural- 
nick) 4, 当 n 为 奇数 时 , 取 生 成 元 为 
l a=(,n)(2,n2-1), 5=(1,2,", n- 2); 

当 n 为 偶数 时 , 取 生 成 元 为 ' 
2=(1,2)(n—-i,2), b=(1,2,°--,n-1), 

SE RS FE BE, EBA a PE eG A EA 
世纪 。 草 尔 证 明 射 影 特殊 线性 群 PSL (2, p) PHATE 
生成 ， 而 统一 证 明 任 何 射 影 特殊 线性 群 可 由 两 个 元 豪 生 成 一 直 
到 1959 年 才 出 商 位 大 家 阿尔 伯 特 和 汤姆 避 完 成 。 辛 群 也 大 约 
同时 得 到 证 明 。 而 统一 证 明 所 有 薛 华 荡 锋 和 扭 型 李 型 单 群 的 是 
斯 坦 因 伯 格 ， 他 在 .1962 年 构造 两 个 生成 元 是 通 过 对 角 型 元 紊 
和 根 元 素 ， 它 们 被 称 为 斯 坦 因 怕 格 生成 元 ， 但 这 两 个 元 素 一 般 
都 不 是 对 合 。 这 样 一 个 自然 的 问题 是 ， 李 型 单 群 是否 可 由 两 个 
元 素 生 成 ， 其 中 一 个 是 对 合 ， 另 一 个 阶 数 疡 3。 除 了 An Cn 
在 20 世 纪 50 FRESE, B, Cg) (423, g FH) 到 
1984 年 才 由 玩 尔 特 证 明 ， 另 放 还 有 一 些 零 星 结果 。 

更 进一步 ， 除 对 合 外 ， 另 一 个 生成 元 是 否 3 阶 元 ? 这 个 问 
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题 更 难 。 除 了 射影 特殊 线性 群 之 外 ， 几 平 没 有 什么 结果 。 第 一 
个 特殊 结果 是 辛 可 夫 【Sinkov) 于 1938 年 证 明 的 ， 他 证 明 
PSL (2, 2") 是 @, 3 生成 的 。 这 里 2, m) 表示 两 个 生 
成 元 的 阶 数 分 别 为 2 和 zm。 

1969 年 麦克 比 斯 证 明 PSL (2, q4) (9 天 9) 是 (2, 3) 
生成 的 ， 而 更 难 的 情形 PSL (n, q) (n225) 一 直到 1987 
年 才 由 坦 布 里 尼 (Tamburini) 所 证 明 。 值 得 注意 的 是 ， 不 是 
所 有 李 型 单 群 都 能 2, 3 生成 ， 已 经 证 明 PSU (3, 3*) 和 
RRE B, (q) 《如 阶 不 能 被 3 整除 ) 不 可 能 (2, 3) ER, 
显然 这 不 是 容易 解决 的 问题 。 

散在 单 群 的 情况 最 近 已 经 园 满 解决 。1984 年 阿 什 巴 赫 尔 
和 古 拉 尔 尼克 证 明 ， 每 一 散在 单 群 都 由 一 个 对 合 和 另外 一 个 适 
当 元 素 生成 。 但 有 是， 他们 应 用 有 限 单 群 分 类 定理 ， 这 是 有 限 单 
群 分 类 定理 的 应 用 之 一 。 这 样 ， 对 单 群 来 讲 ，2 生成 元 猜想 得 
到 完 侈 证明， 不 过 显然 这 不 是 一 个 统一 的 群 论证 明 ， 因 此 ， 完 
全 由 纯 群 论 来 证 明 这 个 猜想 仍 是 一 个 未 解决 的 重要 问题 。 

更 进一步 ，1989 年 沃 尔 达 (Woldar) 证 明 ， 除 了 4 个 群 
Mi, Mr, Myt MeL 外， 其余 22 个 散在 单 群 均 可 (2, 3) 
生成 ， 而 且 这 4 个 群 不 可 能 2, 3) 生成 。 

RT RAR, MH Sa URE SL 
Cn, q), Sp (2m, q), SU (n, £), O (a, Q EMIS 
是 单 群 PSL (a, q), PSp (n, q), PSU (n, g°), PQ 
(n, 4) 的 完全 中 心 扩 张 ， 它 们 也 可 由 两 个 元 素 生 成 。 

另外 一 种 简单 的 生成 元 组 是 群 由 一 组 对 合生 成 。 当 有 限 群 
由 一 个 对 合生 成 , 当然 是 2 阶 循环 群 , 由 两 个 对 合生 成 , 只 有 二 面 
体 群 ,而 定 出 所 有 三 个 对 合生 成 的 有 限 群 , 则 是 一 个 极 复杂 的 问 
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题 . 近 十 多 年 对 这 个 问题 进行 许多 研究 并 取得 一 系列 成 果 ; 
下 列 群 可 由 三 个 对 合生 成 { 略 去 取得 结果 的 作者 名 字 ， 只 
列 其 论文 发 表 的 年 代 ) 


A. S, n>3 (1982) 
B. A, n>4 (1982) 
C. SL (n, q) n23 (1982) 
D. PSL (n, q) q#3 (1982) 
E. SU (2h, 2,) R22 (1989) 
F. PSU (3, 9°) gg 天 3 (1978) 
G. PSp (2n, q) n>2 (1982) 
H. PSp (4, q} (1989) 
I. O (n+l, qg) n3 (1990) 
J. Q* (2n, g) nB3 (1990) 
K. Q7 (2n, q) n=4, ¢ @% (1990) 
L. O7 (dn, 2") n22 (1989) 
M. BARB, lq) (1982) 
N. PRR (1985) 
4.6 HETE 


群 论 的 一 个 基本 工具 是 线性 表示 的 观念 。 一 个 群 G 在 一 
TREK 上 的 向 量 空间 w 上 前 线性 表示 是 G AV 的 自 同 构 群 
GL (V) 中 的 一 个 同 态 p: G>GL (V). 

这 样 一 来 ， 难 以 把 所 的 抽象 的 群 ， 包 括 抽 象 的 元 素 ， 抽 象 
群 的 乘法 运算 ， 以 及 抽象 群 的 元 素 和 子 群 之 间 关 系 与 种 种 性 
质 ， 都 可 以 用 具体 的 对 象 、 有 基体 的 运算 来 表示 或 实现 ， 这 样 大 


大 有 助 于 我 们 了 解 抽象 群 的 各 种 性 质 ， 特 别 是 它 的 结构 ， 同 时 
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由 于 它 有 许多 具体 的 标记 ， 我 们 就 可 以 对 它们 加 以 区 别 和 辩 
认 ， 我 们 最 熟悉 的 具体 对 象 就 是 数 与 筷 阵 〈 线 性 变换 )， 它 们 
之 间 的 运算 我 们 都 可 以 机 械 地 去 做 ， 因 此 完全 可 以 具体 地 操 
作 。 在 有 限 群 的 研究 中 ， 特 别 是 散在 单 群 的 结构 确认 中 ， 用 电 
子 计算 机 计算 特征 标 等 等 是 常见 的 。 这 样 一 来 ， 我 们 对 不 同 的 
fhe BA Sie AAT. 
线性 表示 不 仅 计 算 比较 方便 ， 而 且 最 重要 的 是 它 保持 群 的 
结构 ， 也 就 是 对 于 g1，g2&€ G， 总 有 
p (81) p (g2) =p (g1g2)0 
它 还 有 比较 大 的 肌 活 性 ， 由 于 涉及 域 上 的 线性 空间 ， 我 们 对 域 
以 及 其 上 线性 空间 及 其 子 空间 可 以 加 以 变化 以 抽取 尽 可 能 多 的 
信息 。 实 际 上 ， 通 过 表示 ， 也 就 是 使 群 G 的 每 一 个 元 素 ; 实 
现 为 向 量 空间 的 一 个 自 同 构 或 非 奇异 线性 变换 ， 即 G 作用 在 
向 量 空间 上 
p: GX V—YvV, 
(s, x) p (s) x, sEV, sEG. 
下 面 我 们 定义 子 表示 和 表示 的 直 和 。 
通过 表示 p, GU (s, x) Fr” p Cs) z 的 方式 线性 地 
作用 于 Y E. WR W 是 Y 的 子 空间 ， 在 这 个 作用 下 是 稳定 
i, BGxwWwow, 那么 G 到 GL CW) 中 的 映射 s p 
(s) IW 称 为 p 的 子 表示 。 我 们 称 p 是 子 表示 p;: G 一 *GL 
(WO) HEA, WR VEW 的 直 积 。 这 样 一 来 ， 对 于 某 一 个 
群 G， 我 们 可 以 得 到 许多 线性 表示 ， 我 们 也 希望 对 这 些 表 示 
加 以 分 类 。 两 个 囊 示 p: G 一 GL (V), p: G ——GL 
(VO 称 为 等 价 ， 如 果 存 在 VY 到 VW 上 的 同 构 8， 使 得 对 于 所 
Bis, po (G) =Oep (s) 1。 一 个 表示 p 称 为 不 可 约 的 ， 
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如 果 对 于 GEV 上 的 作用 ， 不 存在 任何 Y 的 不 变 子 空间 。 也 
就 是 说 ， 在 所 有 表示 当中 ， 不 可 约 表示 是 最 基本 的 ， 也 可 以 说 
是 构成 所 有 线性 表示 的 原子 或 模块 。 因 此 ， 对 每 个 有 限 群 ， 求 
出 所 有 的 不 可 约 表示 是 表示 论 的 头等 大 事 。 一 个 线性 表示 p: 
G—GL (V) 称 为 完全 可 约 表示 ， 如 每 个 不 变 子 空间 UC 
V 都 有 一 个 不 变 补 空间 古 ， 使 VY = U 田 W。 对 于 表示 空间 具 
有 某 种 结构 ， 例 如 实 欧 氏 空间 及 复 埃 尔 米 待 空间 ， 如 果 表 示 保 
持 这 种 结构 不 变 ， 就 称 为 酉 表示。 酉 表示 是 完全 可 约 表示 。 由 
此 可 得 出 有 限 群 的 实 和 复 表 示 都 是 完全 可 约 表示 。 这 样 问 题 就 
归结 为 找 出 所 有 不 可 约 表示 。 到 底 有 多 少 不 等 价 的 不 可 约 表示 
E? 可 以 证 明 ;， 只 有 有 限 多 不 可 约 表 示 ， 它 的 数 自 正 好 等 于 有 
限 群 G 的 共 思 类 的 数目 。 为 了 找 出 这 些 不 可 约 表示 ， 我 们 引 
入 表示 p 的 特征 标 。 对 于 EG, o (G) 是 一 个 矩阵 ， 和 矩阵 
的 迹 Tro (g) 就 称 为 表示 的 特征 标 。 重 要 的 是 ， 有 限 群 的 不 
可 约 复 表示 完全 由 其 特征 标 所 决定 。 

这 样 一 来 ， 决 定 G 的 所 有 表示 问题 简化 为 找到 的 所 有 
AR AY SOE RAY PL. CH RE SINSA E 19 世纪 未 解 
决 如 下 的 基本 问题 : 

中 不 可 约 (表示 ) 特征 标的 刻画 问题 ; 

外 不 可 约 特 征 标 的 关系 ; 

OPES RE; 

@ 不 同 构 的 不 可 约 表 示 的 数目 。 

对 于 这 些 问题 我 们 有 如 下 的 结果 : 

中 如 果 x 是 一 个 不 可 约 表 示 的 特征 标 ， 则 (yig) =L 

加 如 果 y 与 "是 两 个 不 同 构 的 不 可 约 表 示 的 特征 标 ， 则 


(ylz) =0 ( 正 交 关系 )。 
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DWR Xi yo “e ÆG 的 所 有 两 两 不 同 的 不 可 约 特 

征 标 ， 则 G 的 每 个 表示 的 特征 标 yp， 
P= mixi t+ MaYa» 

这 里 m= (plx) 是 非 负 整 数 ， 
(ele) = Simi?» 

我 们 有 一 个 一 般 的 定理 : 

如 果 p 是 G 的 一 个 表示 的 特征 标 ， 则 (ple) 是 一 个 正 
整数 ， 旧 表示 不 可 约 当 且 仅 当 〈9p19) =1。 

那么 G 有 多少 互 不 相同 的 不 可 约 特征 标 呢 ? 实际 上 这 也 
就 是 G 的 不 同 构 的 不 可 约 表示 的 数 昌 ， 它 正好 等 于 G HIER 
类 的 数目 。 

G 中 的 共 思 类 是 按照 G HIRT SRR CHM) 所 
划分 的 等 价 类 。G 中 两 个 元 素 * Se RAH, MRE s 
GG， 使 得 :' = sts“!。 在 这 种 等 价 关 系 之 下 ，G 划分 为 Cl， 
Ca s, Co BC (a) 表示 G 中 含有 a RRX, g, HC 
(a) 中 元 素 的 数目 ， 我 们 有 下 面 的 正 交 关系 成 立 : 

be 

10, x x00 
这 是 对 G 中 所 有 元 素 求 和 的 。 另 一 个 是 对 所 有 不 同 的 不 可 约 
特征 标 来 求 和 : 


ZSx(a)x(a = 


xcs E 
x lo Cla) # C8). 
表面 上 我 们 不 太 需 要 群 的 不 可 约 表示 的 知识 ， 实 际 上 ， 还 
是 有 关系 : 每 一 个 不 可 约 特征 x; 对 应 一 个 不 可 约 表 示 po R 
表示 的 向 量 空间 维 数 n 称 为 表示 o HER. HARA BHA 
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可 约 表 示 的 维 数 之 间 有 如 下 关系 ; 
n+ n+ -+n go . 
这 个 关系 式 足 以 决定 一 批 不 同 构 的 不 可 约 表示 是 和 否 全 部 。 另 一 
个 更 困难 的 定理 是 每 个 n 都 整除 =， 这 就 大 大 降低 我 们 定 出 
全 部 不 可 约 特征 标的 难度 。 例 如 ， 对 称 群 S 共有 6 hI, 
因此 不 可 约 表示 的 维 数 只 可 能 是 1 和 2， 或 者 
1+1+1+14+14+1=6 
或 者 
14+1+2?=6, 
前 者 显然 不 可 能 (不 可 能 两 两 不 同 还 都 正 交 )， 因 此 ， 它 只 有 
3 个 不 可 约 特征 标 ， 不 难得 出 其 特征 标 表 : 


同样 可 知 对 称 群 S4 共有 24 TPR, ASTRA, STH 


可 约 表 示 的 维 数 分 别 为 1，1，2，3，3， 
1+1+27+374+3*=24, 


(ab) (ab){cd) (adc) (abcd ) 


MS; Ss 的 特征 标 玫 可 以 看 出 ， 它 们 的 对 称 标 都 是 整 
数 ， 实 际 上 这 也 是 对 称 群 特征 标的 普遍 性 质 。 

群 特征 标 和 群 表示 论 从 一 开始 就 是 群 论 研究 最 重要 的 工 
具 ， 它 在 决定 群 的 结构 上 起 着 重要 作用 ， 而 且 从 20 世纪 20 年 
代 起 ， 群 表示 论 从 数论 到 物理 学 的 广泛 领域 显示 其 威力 ， 从 而 
成 为 一 个 相对 独立 的 分 支 。 从 这 时 起 ， 群 表示 论 沿 着 四 个 互相 
有 关 的 方向 发 展 ， 

(1) 对 于 有 限 群 具体 计算 特征 标 。 

(2) 建立 更 一 般 的 表示 理论 ， 特 别 是 模 表 示 及 模特 征 标 理 
论 。 

(3) 研究 表示 的 代数 结构 。 

(4) 把 表示 论 的 思想 推广 到 一 般 群 及 其 他 代数 结构 之 上 。 

我 们 分 别论 述 如 下 : 

(1) 诱导 表示 理论 。 

虽然 有 限 群 的 通常 表示 理论 及 特征 标 理论 极为 简单 而 涯 
亮 ， 但 具体 求 一 个 群 的 不 可 约 特征 标 极为 困难 ， 特 别 当 群 是 一 
个 阶 数 很 高 的 单 群 时 ， 计 算 往 往 要 求助 于 计算 机 。 一 个 十 分 漂 
亮 的 想法 也 是 弗 洛 宾 尼 乌 斯 发 现 的 ， 即 所 谓 诱导 表示 方法 ， 它 
已 经 是 决定 有 限 群 G 的 特征 标 最 常用 的 方法 。 这 个 方法 是 从 
GMFRH MS, WH 的 线性 表示 已 经 知道 ， 然 后 考虑 由 H 
的 表示 所 诱导 的 G 的 表示 。 对 于 有 限 群 ， 布 劳 尔 的 基本 定理 
就 是 G 的 所 有 特征 标 都 是 由 G 的 初等 子 群 所 诱导 的 G 的 表示 
的 特征 标的 整 系数 线性 组 合 ， 而 初等 子 群 根据 定义 是 一 个 循环 
群 和 一 个 p 群 的 直 积 。 这 个 结果 在 有 限 群 论 和 数论 中 L 函数 
的 研究 上 都 有 重要 的 应 用 。 

AIR, IER ELAN, BR 
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{THY CARTER AAR. BPRHEGHTHR, CAH 的 类 函数 
f, 则 和 定义 GHARA AH 


f s) = THe Mt), 271s € H, 


我 们 说 广 是 三 所 诱导 的 ， 记 作 Ind (O 或 简写 为 Ind (A), 
DR Ind (F) 是 G 的 类 函数 。 


Cpl p2 = TET Se {s 1) ps (so 
HS RE Gate 1898 年 发 现 著名 的 弗 洛 宾 尼 乌 斯 互 反 律 
(p, Resp) y= (Indx, pcs 
其 中 Resg 表示 把 G 上 的 类 函数 yp MEH 上 所 得 的 类 函数 。 
进一步 我 们 可 以 考 虚 群 的 诱导 表示 。 
WR p: G 一 >=GL (V) 是 G 的 一 个 线性 表示 ，p EG 
的 子 群 与 上 的 限制 是 五 的 一 个 线性 表示 。 如 p 是 不 可 约 的 ， 
一 般 它 到 H 上 的 限制 不 一 定 还 是 不 可 约 的 。 反 之 ， 设 e: H 
—~GL (W) 是 末 的 一 个 线性 表示 ， 设 工 是 这 些 映射 g: G 
一 >W 的 向 量 空间 ，g REN FMA CH, g (su) =a 
(a!) g《(s)。 对 于 所 有 的 sEG， 如 果 gEIL， 则 函数 二 (s) 
g: tig (st) MPL, 且 gm 一 rr (s):'g 是 LL 到 L 
Payee, FE, st r (Cs) 显然 是 G 到 工 中 的 一 个 
线性 表示 ， 称 为 由 AHR MARSH. 
(2) 表示 论 与 结合 代数 的 联系 。 
在 论述 1935 年 由 布 劳 尔 并 创 的 模 表 示 论 之 前 ， 我 们 先 按 
历史 上 顺序 讲 一 下 抽象 代数 学 之 母爱 米 ' 诺 特 的 工作 。 她 的 思想 
方法 是 发 现 用 简单 的 代数 结构 来 表述 复杂 数学 对 象 中 的 内 在 结 


构 ， 这 是 一 个 需要 非凡 眼力 的 事情 。 按 费 特 的 话 讲 ， 她 对 于 有 
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表示 变 成 非凡 的 理论 。 她 的 技术 在 这 方面 也 多 有 展现 ， 

中 集合 化 。 

回 一般 化 。 

ORB. 

这 一 次 她 把 群 表示 论 和 结合 代数 联系 在 一 起 。 实 际 上 ， 曲 
在 1925 年 ， 她 在 德国 数学 联合 会 上 的 报告 ， 已 经 指出 群 表 示 
论 的 核心 部 分 一 一 群 特征 标 理 论 与 理想 理论 有 关系 。 后 来 在 
1927—1928 年 度 的 讲课 中 又 对 这 些 过 去 认为 互 不 相同 的 领域 
的 统一 性 加 以 深刻 的 阅 明 和 推广 。 结 果 她 把 以 前 的 表示 论 从 复 
数 域 直 接 推广 到 一 般 的 域 上 。 而 表示 论 中 的 分 异域 可 以 用 “ 代 
数 ” 的 语言 来 刻画 。 反 过 来 ， 分 裂 域 与 向 罗 华 群 的 交叉 积 成 为 
研究 代数 结构 的 重要 工具 。1929 年 她 发 表 题 为 “ 超 复 量 和 表 
示 论 ”的 重要 论文 ， 一 下 予 把 表示 论 由 一 个 群 论 工具 提高 到 一 
般 数学 理论 的 高 度 。 她 的 思想 莫 定 了 一 般 表示 论 的 基础 。 

首先 ， 她 把 有 限 群 在 一 个 复 向 量 空间 GL (V) 的 表示 推 
广 为 群 坏 KG EK 模 上 的 表示 。 对 于 有 限 群 ， 我 们 可 以 考虑 
任意 域 上 的 群 环 KG， 其 元 素 可 形式 写 为 

argi HU + aBn 
其 中 g.EG, a4,€K, CAR- AEREE, PMR, ER 
元 素 还 有 结合 乘法 
(ag) (bh) = (ab) {gh} g,hEG, a, bEK. 

显然 其 乘法 是 结合 的 ， 且 其 积 仍 可 写成 上 述 形式 ， 因 此 属于 
KG. 

Hye, UFR G 的 每 一 个 表示 

T: G—GL (VY, 
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她 在 了 于 定义 一 个 KG 模 结构 ， 对 于 
a = Bae € KG, 
ary = BaT le) -v, vE Ve 
反 过 来 ， 每 一 个 左 KG 模 W， 定 义 一 个 表示 
T: G— GL (V). 
不 难 证 明 两 个 表示 等 价 当 县 仅 当 它们 对 应 的 KG 模 同 构 。 
这 样 一 来 ， 表 示 论 的 中 心 问题 ， 即 把 G 的 所 有 表示 在 等 
价 意义 下 分 成 等 价 类 以 及 分 类 的 问题 ， 以 及 把 表示 分 解 成 为 不 
可 约 表 示 直 和 的 问题 ， 都 变 成 相应 的 群 代数 的 模 的 结构 与 分 类 
问题 。 当 K 为 特征 0 的 域 或 域 特征 p KERRI Gia, RST 
IEH, Æ KG 模 均 为 半 单 的 ， 即 单 模 的 直 和 ， 这 将 洱 群 代 
数 是 半 单 的 。 从 而 半 单 代数 的 结构 定理 均 可 直接 应 用 ， 而 有 限 
群 的 常 表示 理论 成 为 结构 定理 的 自然 推论 。 
(3) 模 表 示 论 。 
当 五 为 特征 户 的 域 ， 且 p11G1 时 ， 这 时 表示 出 现 较 复 杂 
的 情形 。 这 种 情况 下 ， 布 劳 尔 创造 了 模 表 示 论 。 
早 在 布 劳 尔 之 前 ， 狭 克 进 早 在 1907 年 已 经 考虑 模 表 示 论 。 
他 也 首先 明确 指出 p11G| 的 情形 ， 表 示 论 与 通常 表示 论 有 本 
质 不 同 。 从 诺 特 的 观点 着 ， 这 车 群 代数 KG 不 是 半 单 的 。 
1935 年 布 劳 尔 证 明 ; ARE G 在 特征 p>0 的 域 上 的 绝 
对 不 可 约 表示 的 个 数 等 于 G 的 p' 类 的 个 数 。 这 里 p' 类 即 含有 
正则 元 的 共 思 类 ， 而 p 正则 元 则 是 G 中 一 个 元 ， 其 阶 数 与 p 
互 索 。 他 还 证 明 ， 模 表示 也 有 类 似 于 常 表示 之 处 ， 即 绝对 不 可 
约 模 表 示 由 其 迹 函 数 也 就 是 模特 征 决 定 。 
很 快 ， 他 意识 到 要 得 出 进一步 结果 ， 非 研究 群 代数 不 可 。 


1937 年 他 同 他 的 学 生硬 斯 比特 (Nesbitt, Cecil James, 
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1912—) 合作 写 了 两 篇 论文 ， 引 进 模 特征 标 及 块 《bliocg) 的 
概念 ， 他 还 定义 嘉 当 不 变量 oc 和 分 解数 d;， 证 明 两 者 之 间 存 
在 关系 
Raui duj = Cyo 

1941 年 ， 他 在 与 耐 斯 比特 合作 的 论文 中 建立 了 模特 征 标的 系 
统 理论 ， 特 别 是 证 明 两 个 正 交 关系 。1946 年 布 劳 尔 证 明了 块 
论 的 第 一 和 第 二 主 定理 ， 但 是 在 10 年 之 后 才 发 表 ， 这 时 其 它 
数学 家 已 发 表 了 证 明 。 其 后 对 于 具有 亏 数 1 的 块 的 特征 标 理 
论 ， 他 又 研究 小 亏 群 情形 ， 并 由 此 得 出 单 群 结构 的 许多 成 果 。 
1967 年 他 发 表 第 三 主 定理 的 证 明 。 

” 模 表 示 理 论 是 单 群 分 类 理论 的 重要 工具 之 一 ， 许 多 问题 至 
今 尚未 解决 。 
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5 无 限 群 


从 抽象 群 的 观点 看 ， 有 限 群 、 阿 贝尔 群 、 置 换 群 都 未 是 真 
EMR, CARR Lee. RPE 
该 是 无 限 群 ， 了 但 是 从 一 开始 ， 无 限 群 的 研究 难以 着 手 ， 因 此 我 
们 又 必须 回来 同 已 经 知道 的 理论 ， 特 别 是 有 限 群 论 和 阿 贝 尔 群 
的 理论 取得 联系 ， 看 看 有 是否 可 能 把 它们 的 结果 推广 到 一 般 情 
展 。 这 种 推广 大 多 数 并 不 成 功 ， 因 此 ， 我 们 总 得 找到 无 限 群 的 
男 有 的 特殊 之 处 ， 引 进 新 的 方法 来 研究 。 在 这 方面 ， 用 生成 元 
与 关系 来 表 出 群 成 为 最 重要 的 手段 。 这 个 领域 通常 称 为 组 合群 
论 。 由 于 涉及 无 穷 多 元 素 ， 因 此 这 种 问题 很 不 简单 ， 它 关系 到 
重要 的 基础 问题 ， 也 是 数理 逻辑 中 的 判定 问题 。 从 历史 上 看 ， 
这 部 分 理论 与 拓扑 学 的 关系 十 分 密切 ， 几 乎 到 了 不 可 分 的 程 
度 。 最 早 的 研究 者 如 怎 恩 (Dehn，Max，1878 一 1952)、 维 尔 
迁 格 《Wirtinger，Wilhelm，1865 一 1945 )、 梯 Æ (Tietze, 
Heinrich，1880 一 1964)、 尼 尔 森 (Nielsen，Jjakob，1890 一 
1959), SEMA WIP. (Reidemeister, Kurt, 1893—1971) 万 至 
WE (van Kampen, E. R. 1908—1942) 大 都 是 对 拓扑 学 
做 出 贡献 的 数学 家 ， 其 后 才 从 代数 学 方面 来 研究 。 

其 实 早 在 庞 加 药 提 出 基本 群 之 前 、 许 多 数学 家 已 经 在 研究 


无 限 群 ， 不 过 那 时 既 布 谈 群 ， 也 对 这 些 群 的 结构 问题 没有 特别 
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的 认识 。 他 们 只 关注 比较 具体 和 实际 的 问题 ， 这 方面 的 群 有 : 

(1) 品 体 群 ， 即 格子 群 ; 

(2) 模 群 ， 即 复 平 面 上 整数 系数 分 式 线性 变换 群 ; 

(3) 虎 加 莱 引 进 的 窜 克 斯 群 和 克 葬 因 群 ; 

(4) 一 些 整数 矩阵 群 ， 特 别 是 典型 群 。 

除 此 之 外 ， 无 限 群 另 一 大 方面 是 连续 群 ， 它 们 和 完 由 车 尔 当 
在 1868 年 引入 运动 群 ， 后 由 李 在 1874 ESA BRR, E 
它们 并 不 纯粹 是 群 ， 而 且 李 的 有 限 连续 群 和 无 限 连续 群 只 是 讲 
群 流 形 和 维 数 ， 而 不 是 群 的 阶 。 另 外 ，1881 FEME EMR 
自 秆 函数 时 ， 也 引入 连续 群 的 离散 子 群 问题 ， 它 在 近 40 年 有 
非常 大 的 进展 。 近 20 年 由 于 拓扑 和 几何 的 发 展 ， 无 限 群 论 的 
研究 又 高 涨 起 来 ， 特别 是 格 洛 莫 夫 (Gromo, Mihai, 
1943—) 在 1986 年 引入 双 曲 群 和 比 观 曲 群 更 一 般 的 自动 群 
(automatic group)， 它 们 对 妃 何 有 重要 作用 ， 自 动 群 还 对 计算 
机 科学 和 形式 运算 有 重要 意义 。 

无 限 群 的 另 一 方面 是 沿 着 有 限 群 论 推广 的 方向 进行 抽象 结 
构 的 研究 ， 这 方面 在 苏联 积极 地 进行 。 在 十 月 革命 前 ， 〇 -: 施 
密 特 就 已 经 从 事 这 方面 前 工作 ， 其 后 他 也 是 苏联 代数 界 的 领袖 
人 物 。 他 的 一 个 重要 贡献 是 在 1926 年 把 德国 数学 家 雷 马 克 
(Remak, Robert, 1888—) 1911 年 证 明 的 有 限 群 直 积 分 解 的 
同 构 定理 推广 到 一 般 的 (无限) 群 上 (当然 具有 一 定 的 链条 
件 )， 这 是 从 有 限 群 过 渡 到 无 限 群 的 标准 推广 。 其 后 直 积 分 解 
定理 又 由 库 洛 什 (Kurosch，Alexe，1908 一 1971) 等 人 进一步 
推广 。 沿 着 这 个 方向 从 20 世纪 20 年 代 起 ， 无 限 阿 贝尔 群 、 无 
限 p 群 、 无 限 和 之 零 群 及 元 限 可 和 解 群 等 的 牢 究 逐渐 开展 ， 这 时 
对 于 有 限 群 中 自然 的 条 件 ， 如 群 的 阶 数 ， 元 过 的 阶 数 ， 西 洛 子 
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群 等 在 一 般 无 限 群 中 一 般 不 存在 ， 为 了 处 理 无 限 群 ， 我 们 需要 
加 一 些 新 的 条 件 ， 使 我 们 能 够 更 接近 比较 熟悉 的 群 或 较为 成 熟 
的 一 些 特殊 群 理论 。 

我 们 要 加 上 什么 条 件 呢 ? 

(1) 有 限 性 条 件 ; 由 于 我 们 对 无 限 群 的 认识 往往 要 通过 生 
成 元 及 关系 具体 表 出 ， 因 此 最 重要 的 一 类 条 件 是 生成 元 及 关系 
子 的 数目 有 限 ， 由 此 得 出 有 限 生 成 群 及 有 限 表 出 群 。 

元 素 阶 的 有 限 性 与 某 些 子 群 的 有 限 性 也 常用 ， 特 别 是 p 
群 定义 中 只 对 元 素 的 阶 加 以 限制 ， 即 每 个 元 率 的 阶 均 为 p 的 
Fo 

(2) 结构 性 条 件 : 主要 是 子 群 或 正规 子 群 等 满足 链 OE 
或 降 链 ) 条 件 或 相应 的 极 大 或 极 小 条 件 ， 它 们 往往 也 是 有 限 性 
条 件 。 另 外 还 有 对 合成 因子 、 主 因子 等 加 的 条 件 。 

(3) 局 部 性 条 件 : 对 于 群 中 所 有 子 群 、 所 有 正规 子 群 、 所 
有 商 群 或 其 它 类 型 的 子 结构 所 给 的 条 件 。 

(4) 构造 性 条 件 : 通过 构造 它们 可 由 某 些 简 单 的 群生 成 或 
扩张 而 得 ， 或 者 属于 一 定 的 类 和 簇 。 


s.1 自由 群 与 自由 积 


应 该 说 ， 自 由 群 是 无 限 抽象 群 的 第 一 个 研究 对 象 。 有 限 群 
都 是 不 自由 的 ， 也 就 是 它 的 阶 数 受到 限制 ， 对 于 有 限 群 的 任 一 
元 素 zr，xx = zz，xzzz= xz3， 不 能 无 限制 的 延续 了 下去， 总 有 
一 个 aa， 使 x" = 1。 对 于 无 限 群 就 没有 如 此 限制 。 另 外 ， 无 限 
群 的 生成 元 数 央 也 没有 限制 ， 而 且 它 们 构成 新 的 元 率 的 方式 也 
RAR. Ha, 是 群 中 两 个 不 同 元 素 ， 目 arb*ab*l, 


那么 由 a b 出 发 就 可 以 构成 无 穷 多 个 元 素 。 例 如 ad, ba, 
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aba, bab, abaab, o RABSPARKZAMRRA AX 
系 ， 例 如 abaab = babp， 自 然 它 们 的 元 素 之 间 就 没有 任何 平凡 
的 约束 ， 它 们 是 自由 的 ， 这 样 的 群 也 就 是 自由 群 了 。 不 这 群 的 
元 素 之 间 也 不 是 绝对 的 自由 ， 它 们 也 有 着 平凡 的 约束 ， 即 存在 
么 元 1，la=a，1:1=1， 以 及 存在 道 元 aa '=1。 

要 研究 抽象 群 ， 首 先 要 符号 化 。 对 具体 群 来 说 ， 它 是 半 抽 
象 化 ， 而 对 抽象 群 来 说 ， 它 是 半 具 体 化 。 怎 么 半 具 体 化 呢 ? 那 
就 是 把 群 G 中 的 元 宗 表 示 成 为 字 ， 好 像 英 文字 由 字母 组 成 。 
我 们 把 G PRABSRAX F, HEX GRA X’) 起 着 字 
母 表 的 作用 。G 记 作 gpX。 

X 字 只 不 过 就 是 XU"! 中 元 素 的 一 个 序列 。 这 里 天" 就 
是 集合 IX '|ceX], BOXERGH, PUB xF? 


w > xy La, 
RRS RBFHR GS, RR g PREG 中 ， 这 时 我 们 记 作 
Ww ge? 
一 个 X 字 
weary (XENX, €;= +1) 


称 为 既 约 的 ， 如 果 相 邻 的 字母 x; 与 zx; +1 不 相 志 是 道 元 。 

如 果 G = PX BETERRI F 

w #1, 

MX HG 的 自由 生成 元 组 ， 也 称 X 自由 生成 G 或 G 在 X 
上 是 自由 的 ， 这 时 G 称 为 自由 群 。 如 果 G 是 自由 群 ， 则 两 既 
QX FEG 中 取 相 同 的 值 当 且 仅 当 这 两 个 字 恒 等 。 因 此 ， 自 
由 群 也 就 是 元 案 以 及 元 率 之 间 没 有 任何 约 东 ， 也 没有 任何 美 系 
{当然 ， 除 去 zr "1= 1 这 种 基本 的 关系 之 外 )}。 显 然 ， 对 于 任 
REX, RMRE—-TPHX 自由 生成 的 自由 群 G， 称 为 XX 上 
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HAAR. RMGEX FBAREY Faw, W 
1X|=1Y|。 
这 个 共同 基数 称 为 自由 群 的 秩 (rank)， 这 是 自由 群 的 不 变 
基 。 很 明显 ， 自 由 群 的 秩 可 以 是 有 限 数 或 无 限 数 ， 如 果 是 有 
限 ， 则 称 自由 群 是 有 限 生 成 的 。 有 限 生成 当然 是 一 个 重要 的 有 
限 性 条 件 。 
虽说 有 限 生成 育 由 群 是 个 有 限 性 条 件 ， 但 是 它 也 同 任 何 自 
由 群 一 样 是 无 限 群 。 首 先 它 是 无 挠 的 ， 即 每 个 非 么 元 元 素 都 是 
无 穷 阶 元 ， 也 就 是 不 存在 正 整 数 x， 使 x" =1， 因 此 即使 自由 
群 G 由 一 个 元 素 z 生成 ， 它 也 含有 无 穿 多 元 素 x, x’, x’, 
~~ 并 且 ， 如 果 c” =y”, WOE x = y. 这 说 明 自由 群 是 具 
有 唯一 二 次 根 的 群 。 
这 么 看 来 ， 自 由 群 实 际 上 是 比较 简单 的 一 种 群 ， 不 过 它 具 
有 一 个 重要 的 万 有 性 质 : 
如 G 是 王 上 的 自由 群 ， 妞 是 任意 群 ， 则 对 任何 映射 
a:X—H, 
存在 唯一 同 态 
~ a: G—H, 
CE a 的 扩张 。 换 操 话 说 ， 每 个 群 都 是 某 自 由 群 的 因子 群 。 
这 个 性 质 也 是 自由 群 的 刻画 性 质 。 
自由 群 的 结构 性 质 中 茹 重要 的 是 尼尔森 一 廊 莱 尔 定 理 : A 
由 群 的 任何 子 群 也 是 自由 群 。 这 定理 对 有 限 秩 自 由 群 由 尼尔森 
在 1921 年 证 明 ，1927 年 施 羔 尔 证 明 一 般 情形 ， 也 就 是 去 掉 有 
限 生成 的 假设 。 这 个 重要 的 定理 后 来 又 有 许多 新 证 明 ， 特 别 是 
几何 的 证 明 。 第 一 个 吃 他 证 明 是 白 尔 (Baer, Reinhold, 


1902—1979) 在 1936 年 给 出 的 ，1970 年 塞 尔 用 群 作用 于 树 
301 


(tree) 上 的 方法 给 出 一 个 漂亮 的 几何 证 明 。 

由 于 自由 群 定义 比较 宽泛 ， 不 足以 详细 描述 各 种 各 样 的 
群 ， 我 们 把 它 加 以 推广 ， 推 广 的 方式 有 许多 。 一 种 是 加 进 一 些 
关系 ， 成 为 有 有限 或 递归 的 表 出 群 ; 一 种 是 引进 一 些 构造 方法 ， 
得 出 新 的 结构 。 自 由 《 乘 ) 积 就 是 后 面 的 一 种 。 

1924 年 ， 阿 廷 引入 如 下 自由 积 : 

车 IAEI 是 一 族群 ，A; 的 自由 积 是 一 群 已 和 一 族 
群 同 态 

到 一 一 
使 得 对 于 和 任 何群 G 和 任何 一 族 同 态 
Fit A; OG 
存在 唯一 同 态 
gp: P-—>G, 
CHEN i, of = fo AMBP 可 记 作 +A, BRAS j, 
BRA, RINWEARA. 

根据 这 个 定义 ， 自 由 群 无 非 是 无 限 循环 群 的 自由 积 。 

对 于 给 定 一 族群 14;1ziE 了}， 总 存在 一 个 自由 积 ， 任 何 
两 个 自由 积 都 同 构 ， 而 且 自 由 积 中 的 每 元 素 g 都 具有 唯一 因 
子 分 解 ， 即 . 

B= a," 本 

MF aR, SER ITE 1934 年 推广 自由 群 的 
FRE: 

库 洛 什 定理 ”自由 积 的 子 群 也 是 自由 积 。 

自由 积 G= * G 的 每 个 子 群 可 分 解 为 一 些 子 群 的 自由 积 ， 
每 个 子 群 或 者 与 某 个 G HR, RHE. 

子 群 定理 有 许多 应 用 ， 例 如 白 尔 和 FF*W: 列 维 (Levi, 
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Friedrich Wilhelm, 1888—1966) 证 明 一 个 群 不 可 能 同时 非 平 
凡 地 表示 为 直接 积 和 自由 积 。 另 一 个 重要 定理 是 苏联 数学 家 格 
{tf (Grushko, Igor, 1912—1941) 在 1940 年 证 明 的 ; 

BEHAE 如 下 是 有 限 生成 自由 群 ，y 是 下 到 自由 
积 G= *G, EMAS, M F= x F He CF) = Gio 

UFARERR G, RNA o (G) 表示 其 生成 元 的 最 小 
个 数 ， 这 样 ， 苏 联 数学 家 格 重 什 柯 在 1940 年 证 明 : A HB 
BEARER, m 

uw (A*B) =p (A) ta (B)o 
它 不 难 推广 到 有 限 多 自由 积 情 形 。 

无 限 群 论 及 其 应 用 需要 两 类 重要 的 构造 ， 一 是 具有 融合 
(amalgam) 自由 积 ， 它 是 施 莱 尔 在 1927 年 首先 引入 的 ， 一 
是 HNN 构造 。 ECZG-#HE. BH: if fF (Neumann, 
Bernhard Hermann, 1909—) #2 1% AB - if  & (Neumann, 
Hanna) 在 1949 年 引入 的 ， 其 名 称 来 自 他 们 姓 的 首 字母。 

具有 了 禹 合 的 自由 积 ， 为 了 简单 起 见 ， 我 们 只 考虑 两 个 群 
G1，Gz， 它 们 是 有 限 表 出 群 < zi| Ri1>，< zz1Rz>， 各 具 
有 两 个 同 构 的 子 群 A, A RW ¢:A,—A2, WG, G 
的 具有 了 融合 的 自由 积 定义 为 群 G= Gi * G2， 上 其 有 表 出 < XU 
Xal RURU fa=$ (a) la€Ail >. 它 可 以 记 作 G1 * 
BF, 

不 难 证 明 ， 具 有 融合 的 自由 积存 在 且 叭 一 ， 而 且 每 个 元 素 
具有 正则 表示 。 

GHB. BH RP SALI EHS 1949 年 在 著名 的 


CRPAABS RE AERA RACE: 
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EGER, 9 EG 中 子 群 A、B 的 同 构 ，p: A 一 =B， 

WFE- EGG 和 EGG， 使 得 对 任何 ac A, 

p (a) =t late 
HHEH, SACRA RACH, KPA AAE EAS 
EHHH, SRUCHBAAMABAR. STORM GCA 
嵌入 具有 两 个 生成 元 的 群 友 中 ， 而 且 对 于 每 a 闻 1，G 包 会 一 个 
nE, KHA G 包含 一 个 阶 元 素 。 由 前 一 个 嵌入 定 
理 可 得 到 G 的 HNN PSK. HNN PSE XH MBG 中 
所 生成 的 群 (+ 称 为 G 的 稳定 元 素 )。 

HNN 扩张 与 融合 自由 积 具 有 一 定 相似 性 ， 它 们 都 应 用 一 
对 同 构 的 子 群 ， 只 是 融合 积 使 两 个 子 群 恒 同 ， 而 HNN 扩张 使 
两 个 子 群 共 罗 ， 这 种 观点 对 于 以 后 的 研究 很 重要 。 

HNN 扩张 可 推广 到 多 个 稳定 元 素 上 面 ， 得 到 广义 HNN 
PRG, WAG 总 可 以 幅 入 到 这 样 的 广义 HNN 扩张 GE 内 ， 同 
时 忆 移 元 素 具 有 某 种 正规 形式 。 

布 恩 具 体 造 有 限 生 成 群 但 不 是 有 限 表 出 群 。 例 如 ， 若 下 
为 具有 基 ja, b) 的 自由 群 ， 其 换 位 子 群 F 为 具有 ley, 
e, wa i, BY 

G la, b, plp ‘wap = w, n=l} 
是 有 限 生成 群 ， 但 不 是 有 限 表 出 群 。 

B-H PRE 1953 年 进一步 证 明 存 在 不 可 数 无 穷 多 互 
不 同 构 的 有 限 生成 群 ， 这 样 我 们 的 注意 集中 在 有 限 表 出 群 
上 。 


5.2 有 限 表 出 群 


有 限 表 出 群 的 研究 实际 上 主要 来 自 几 何 ， 特 别 是 拓扑 学 以 
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及 分 析 和 算术 的 研究 。 它 的 主要 来 源 是 自 守 一 数 论 ， 其 最 简单 
情形 是 在 复数 平面 C 的 分 式 线性 变换 


—azté 
cz+d 


FRE GR. ERA RL RH AREER. E 
WH, A HERE (Schottky, Friedrich Hermann, 1851—1935) 
SA, TRA SERRA UE EAA BINS. NARS . 
性 著作 都 是 在 1882—1883 年 发 表 的 。 

但 是 ， 早 期 不 连续 群 的 理论 并 没有 刺激 群 的 表 出 问题 ， 当 
时 不 连续 群 的 定义 是 通过 复 平 面 的 保 角 映射 或 者 2x2 矩阵 实 
现 的。 而 第 一 个 向 群 的 表 出 方向 迈 出 重要 一 步 的 是 克 莱 因 的 学 
ERE. E 1882 年 的 论文 中 明确 提出 用 分 析 (实际 上 是 组 
合 的 ) 语言 来 代替 几何 的 描述 。 他 在 第 一 节 的 题目 中 就 显示 出 
这 个 意图 :“ 定 义 一 个 群 作为 研究 的 出 发 点 。” 他 进而 通过 生成 
元 和 关系 定义 群 。 这 不 仅 是 一 种 方便 的 描述 ， 而 且 作 为 一 种 特 
殊 的 符号 化 ， 向 抽象 群 论 迈 出 重要 的 一 步 。 而 对 抽象 群 来 说 ， 

它 又 是 一 种 可 操作 的 具 蛋 表示 。 

这 种 简洁 的 方式 立刻 引起 注意 ， 对 于 过 去 用 置换 和 矩阵 定 
义 的 有 限 群 ， 现 在 也 开始 用 生成 元 和 关系 来 表 出 。 这 立即 显示 
出 表 出 法 的 优越 性 。 代 克 在 1883 年 给 出 两 个 最 小 阶 的 非 交 换 
的 有 限 单 群 A, 《60 阶 ) 和 168 阶 群 的 表 出 式 。 伯 思 塞 德 和 井 
里 克 (Fricke, Robert, 1861—1930) 独立 在 1899 年 给 出 504 
阶 群 的 表 出 式 。 伯 思 骞 德 在 1897 年 给 出 所 有 对 称 群 的 表 出 式 。 
后 来 的 群 论 发 展 显示 出 表 出 式 的 威力 。 当 然 最 主要 用 途 还 是 在 
无 限 群 论 及 其 应 用 方面 。 


一 连 串 的 几何 和 招 扑 的 工作 把 群 的 表 出 式 推 向 前 台 。 首 先 
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ERE 1895 FEMA Th BIC Pe i E E 
的 概念 ，1904 EAE IH REISE, RE SRARR, Alay 
以 转化 为 一 个 等 价 的 群 论 问题 。1905 年 ， 奥 地 利 数学 家 维尔 
廷 格 引入 纽 结 群 的 概念 ， 这 也 是 一 种 基本 群 。1908 年 ， 梯 采 
证 明 ， 有 限 维 紧 、 弧 连 道 流 形 的 基本 群 是 有 限 表 出 群 。 这 就 直 
接 揭 示 出 有 限 表 出 群 的 根本 重要 性 ， 从 而 把 有 限 表 出 群 推 向 前 
台 。 而 系统 深化 有 限 表 出 群 理 论 的 则 是 希 尔 伯 特 的 学 生 德 恩 。 
严格 讲 ， 德 恩 不 是 一 位 代数 学 家 ， 而 是 一 位 几何 学 家 。 他 在 
1900 年 就 给 希 尔 伯 特 第 3 问题 举 出 一 个 反例 。1907 年 他 为 德 
国 《 数 学 百科 全 书 》 撰写 位 置 分 析 的 综述 ， 他 还 是 一 位 十 分 博 
学 的 数学 史家 。 因 此 ， 他 很 快 就 能 够 把 一 个 领域 中 关键 的 问题 
提出 来 。 

德 恩 承 斌 席 加 莱 的 基本 群 是 他 研究 有 限 表 出 群 的 动机 ， 他 
一 共 发 表 4 篇 论文 ， 分 别 于 1910 年 、1911 年 、1912 年 、1914 
年 出 版 。1911 年 的 论文 完全 是 讲 有 限 表 出 群 的 ， 其 中 提出 三 
大 问题 

d) 字 的 问题 。 由 有 限 表 出 群 G 的 任何 由 生成 元 表 出 的 
字 ， 找 出 一 个 方法 能 在 有 限 步 内 判定 它 是 将 等 于 么 元 。 

(2) FA. SEG 的 两 个 元 素 * 和 +:， 找 出 一 个 方法 
判定 它们 是 将 共 邦 ， 即 是 否 存 在 xE G， 使 得 

s= u ltuo : 

3) 同 构 问 题 。 给 定 两 个 群 ， 判 定 它们 是 否 同 构 (以 及 一 
种 给 定 对 应 是 同 构 )。 

第 三 问题 梯 采 在 1908 年 也 已 提出 ， 它 们 具有 明显 的 拓扑 
学 背景 。 

经 过 第 一 次 世界 大 战 及 战 后 的 发 展 ， 德 恩 把 自由 性 定理 
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(Freiheitssatz) 作为 博士 论文 题目 给 他 的 学 生 马 格 努 斯 
《Magnus， 友 ilhelm，1907 一 )。 虽 然 他 本 大 考虑 过 这 个 问题 ， 
但 他 的 档案 中 没有 资料 显示 他 写 下 这 个 定理 的 证 明 或 摘要 。 
1930 年 马 格 努 斯 在 他 的 博士 论文 中 完成 了 这 个 定理 的 证 明 。 

自由 性 定理 G 为 有 限 表 出 群 有 具有 一 个 关系 子 

G=<ri, , xglr>. 
假设 > 是 循环 可 约 的 ( 即 x 中 首 字母 与 末 字 和 母 彼此 不 是 互 道 
元 素 )， 假 如 每 个 xf，…，z 都 出 现在 > 中 ， 则 lx, oy 
zo| 的 任何 真子 集 自由 生成 一 个 自由 群 。 

接着 马 格 努 斯 在 1932 年 取得 字 的 问题 的 突破 。 他 证 明 具 
有 一 关系 子 的 群 ， 字 的 问题 有 肯定 解 。 

但 是 ， 对 一 般 情 形 结果 却 是 否定 的 。 

1954 年 ， 苏 联 数 学 家 PS' 诺 维 科 夫 证 明 字 的 问题 不 可 解 
定理 ， 存 在 有 限 表 出 群 具有 不 可 解 的 字 的 问题 。 而 且 有 不 可 解 
字 的 何 题 的 群 也 有 不 可 解 的 共 罗 问 题 。 诺 维 科 夫 的 证 明 运 用 非 
常 第 杂 的 组 合 技巧 。 后 来 美国 数学 家 布 思 (Boone，William 
Werner, 1920—1983) 在 1959 年 ， 英 国 数学 家 布 里 顿 (Brit- 
ton, Lucy, 1927—1994) 在 1961 年 给 出 新 的 简化 证 明 。 

诺 维 科 夫 的 结果 引起 另 一 位 苏联 数学 家 阿 基 延 (Adian, 
Sergei，1931 一 ) 的 注意 ， 他 大 大 推动 了 有 限 表 出 群 的 一 系列 
否定 结果 的 证 明 ， 他 引起 所 谓 马 尔 科 夫 性 质 ， 有 限 表 出 群 的 某 
种 代数 性 质 ERM TREE) 称 为 马尔 科 夫 性 质 ， 如 
果 

中 存在 一 个 有 限 表 出 群 具 有 这 种 性 质 ; 

多 存在 一 个 有 限 表 出 群 不 能 嵌入 一 个 具有 这 种 性 质 的 群 


( 即 不 同 构 该 群 的 子 群 )。 
307 


Be SHEE 1957 年 ， 以 色 列 数学 家 拉 宾 (Rabin, Michael) 
在 1958 年 证 明 : 如 M 是 马尔 科 夫 性 质 ,. 则 不 存在 算法 能 判定 
是 否 一 个 有 限 表 出 式 能 定义 一 个 具有 M 性 质 的 群 。 

马尔 科 夫 性 质 包 括 : 

OFA, PSSA 

DAMH 

时 交换 性 

名 具有 可 解 的 字 的 问题 

OME 

OHH 

DEFE 

®t 

OPR AeA 
等 等 。 由 此 可 以 推 册 有 限 表 示 群 的 同 构 问题 不 可 解 。 央 此 ， 这 
个 定理 给 我 们 一 个 相当 悲观 的 结论 ， 即 对 群 的 几乎 任何 性 质 ， 
判定 任何 有 限 表 出 是 否定 义 一 个 具有 该 性 质 的 群 都 是 算法 不 可 
解 的 。 . 
1959 年 ， 鲍 姆 斯 拉 格 (Baumslag，Gilbert)、B'H-: 诺 恨 曼 
证 明 有 限 几 出 群 的 元 素 和 子 群 的 类 似 定理 : 

，{1) 存在 有 限 表 出 群 G， 使 得 不 存在 有 效 的 步 又 来 决定 
由 G 的 生成 元 组 成 的 字 表 示 ; 

OG 的 中 心中 的 元 素 ; 

四 与 各 给 定 元 素 互 换 的 元 素 ; 

D—T n kH, n 为 整数 >>1; 

@O—-PREBAA HICH ; 

OG 中 一 个 给 定子 群 的 元 素 ; 
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O—TREF 

D—-T ARR ZL. 

(2) 设 P 为 群 的 代表 性 质 ， 假 设 

全 存在 一 个 有 限 表 出 群 具有 性 质 P; 

名 存在 一 个 整数 上， 使 得 如 ren, FRE > 秩 自 由 群 具 
有 性 质 P， 则 存在 有 限 表 出 群 C， 使 得 不 存在 算法 能 决定 G 
的 任何 有 限 多 元 素 和 集合 是 否 生成 具有 性 质 P 的 子 群 。 例 如 ， 
存在 有 限 表 出 群 如， 不 存在 算法 能 够 判定 任何 有 限 生 成 子 群 
是 否 有 限 群 。 


5.3 伯 恩 塞 德 问题 


1902 年 英国 的 群 论 大 家 伯 层 塞 德 提出 一 个 问题 : 如 果 一 
个 有 限 生成 的 群 G 中 每 个 元 素 均 为 有 限 阶 的 ， 那 么 这 个 GE 
否 为 有 限 群 ?这 个 问题 称 为 一 般 怕 思 塞 德 问题 。 

这 是 一 个 提 法 极为 简单 ， 但 是 又 难 以 解决 的 大 问题 ， 它 的 
EEA (Chandler, Bruce) 和 马 格 努 斯 在 《组 合群 
论 忠 》 一 书 中 所 讲 的 伯 思 塞 德 问题 对 组 合群 论 的 影响 足 可 以 
同 费 尔 马 大 定理 对 代数 数论 的 影响 相提并论 。 他 们 讲 这 话 时 ， 
费 尔 马 大 定理 远 未 解 天 ， 但 推动 代数 数论 的 作用 有 明 共 睹 。 但 
是 伯 轴 讲 德 问题 却 很 少 为 人 所 知 。 一 直到 20 世纪 90 年 代 伯 思 
塞 德 问题 取得 重要 突破 ， 其 中 一 位 俄国 数学 家 齐 尔 曙 诺 夫 
(Zelmanov, Efim I: 1955—) 荣获 4 年 一 次 的 在 国际 数学 家 大 
会 上 颁发 的 非 尔 茧 奖 ， 这 个 问题 才 引 起 数学 界 的 注 
Ho 

伯 思 塞 德 是 现代 群 论 的 英 基 人 之 一 ， 他 取得 一 系列 漂亮 结 


果 ， 也 提出 不 少 简洁 而 明快 的 问题 。 越 是 简明 ， 这 类 问题 越 不 
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容易 解决 ， 因 为 它们 很 难 与 其 它 领 域 挂 上 钩 。 

G 是 有 限 生成 群 ， 每 元 素 都 是 有 限 阶 ，G 是 否 有 限 群 ? 
肯定 回答 例如 G 是 阿 贝 尔 群 。1964 年 苏联 数学 家 高 洛 德 
(Goled, A. S.) 否定 回答 ， 对 每 个 票数 p22, FE-TA 
REREH, CEAR. AEE thE H eN 
BP Gh. 1972 F, HERFRA (Aliochin, S. V.) 
用 两 个 有 限 自 动机 阶 p 和 阶 p? 构造 反例 。1983 Re 
(Gupta, Naresh) MEWE (Sidki) 构造 一 个 最 简单 的 反例 ， 
他 们 证 明 : 对 每 个 素数 p23, WEE p 群 ， 具 有 两 个 p RE 
成 元 。 更 进一步 ，1989 年 ， 他 们 构造 一 个 子 群 有 两 个 生成 元 ， 
一 个 是 2 阶 ， 另 一 个 是 4 阶 。 以 上 的 群 都 可 看 成 在 某 些 正则 树 
上 忠实 地 作用 的 群 。1986 年 格 洛 黄 夫 引 入 双 曲 群 ， 其 中 引进 
方法 构造 出 各 种 一 般 伯 层 塞 德 问题 的 反例 、， 由 此 产生 大 量 否定 
eR. AME RRR HAAR AAR, CAR 
群 。 

首先 我 们 考虑 相对 容易 的 有 和 愉 的 伯 轧 塞 德 问题 。 说 B 
(n, e) 表示 n 个 生成 元 的 群 ， 其 所 有 由 生成 元 组 成 的 字 z， 
都 满足 s=1, RE n Me REREH. GERENA EN: 
WARE n Me, B (n, e) BARE. 

BR, MAR n, e=1, ¢=2, B (n, 1), B (n, 2) 
EAR. GAWEN, e=3ft, B (n, 3) 也 是 有 限 群 。 
1904 FEA AFHR ERE. EHER RB (2, 4) BA 
限 群 。 

其 后 F: 列 维和 范 : 德 :瓦尔 登 证 明 : 

[B (a, 3) | = 34， 
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其 中 局 = (") + Cy) + E 
1 2 3 

1940 年 苏联 数学 家 萨 诺 夫 (Sanov, Ivan, 1919—) 证 明 
B (n, 4) 是 有 限 群 。1957 F P ERA G HH BWR 1957 
年 M: 洲 尔 独 立 得 出 B (n, 0) 是 有 限 群 ， 并 给 出 它们 的 阶 。 

1959 年 P'S: 诺 维 科 夫 宣 称 他 证 明 对 于 e 是 大 奇数 时 ，B 
(n, e) 是 无 限 群 ， 不 过 他 的 证 明 到 1968 FA AB BES HE 
发 表 。 详 细 的 证 明 发 表 在 1975 年 由 阿 基 延 单独 撰写 的 专著 中 ， 
共 335 页 。 除 了 有 限 单 群 的 分 类 定理 之 外 ， 超 过 所 有 大 定理 的 
证 明 。 在 这 个 专著 中 ， 他 给 出 了 一 个 界 ， 对 于 nd, e 是 奇 
数 芝 665，B (an, e 是 无 限 群 ， 他 的 证 明 极其 复杂 难 懂 。 
1982 年 苏联 数学 家 奥 尔 出 斯 基 《〈Ol'shanskii，Aleksandr) 给 出 
一 个 简单 的 几何 证 明 ， 他 的 。 是 奇数 闻 104。 对 于 侦 教 指数， 
直到 最 近 才 取得 突破 。 场 国 数学 家 S PJER (Ivanov, S.) 
在 1994 FHE B (n, 2*m) RARR, RP eas, ml 
是 奇数 。 

狭义 伯 恩 塞 德 问题 也 称 限制 性 伯 思 塞 德 问题 对 于 4 个 
生成 元 ， 具有 有 界 指 数 n 的 有 限 群 是 否 其 阶 有 界 。 实 际 上 也 
就 是 讲 ， 这 种 有 限 生 成 的 有 限 群 是 否 只 有 有 限 儿 个 。 

这 个 问题 在 20 世纪 30 年 代 已 流传 过 ， 但 是 首先 是 马 格 努 
斯 1950 年 在 论文 中 正式 提出 来 。 很 快 ，1956 年 P: 浩 尔 和 和希 格 
曙 就 把 狭义 伯 恩 塞 德 问题 归结 为 素数 需 指 数 情形 和 有 限 单 群 的 
施 莱 尔 猜想 。1959 年 苏联 数学 家 科斯 特 里 金 〈Kostrikin， 
Aleksei, 1929—) 对 素数 指数 肯定 解决 狭义 伯 轧 塞 德 问题 ， 他 
说 ， 即 配 这 个 情形 也 决 不 简单 ， 而 且 不 恰 人 们 期 望 的 那样 ， 能 


自动 推 向 带 数 筹 指 数 问题 的 解决 。 他 发 表 的 论文 中 仍 有 许多 错 
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误 ， 一 直到 1979 年 完全 解决 ， 最 后 写 到 他 的 专著 (1986) 中 
去 。 这 本 专著 的 出 版 推动 了 专家 对 这 问题 的 兴趣 。1990 HH 
联 数 学 家 齐 尔 曼 诺 夫 对 奇 案 数 筹措 数 肯定 解决 狭义 伯 息 寒 乱 问 
题 。1991 年 对 2 小 指数 同 祥 得 到 肯定 结果 。 他 的 结果 加 上 有 
限 单 群 分 类 完成 及 施 某 尔 猜 想 的 证 明 就 完全 肯定 地 解决 狭义 伯 
EEEE, 

下 一 步 当 然 是 对 于 这 些 有 限 群 求 出 其 上 界 ， 不 过 现在 的 结 
果 还 是 大 得 惊人 。 值 得 注意 的 是 ， 这 个 证 明 用 到 的 知识 和 技巧 
并 不 是 群 论 方面 ， 而 是 李 环 理论 。 


5.4 无 限 壬 零 群 和 可 解 群 


对 于 抽象 群 ， 我 们 失去 了 有 有限 群 具有 的 许多 数值 不 变量 ， 
例如 群 的 阶 数 和 元 素 的 阶 数 ， 这 给 我 们 了 解 抽象 群 造 成 困难 。 
为 了 克服 这 些 困难 ， 我 们 仿照 有 限 群 一 些 自 然 满 足 的 条 件 把 它 
们 推广 到 一 般 的 群 上 。 这 些 条 件 主要 包括 两 类 : 一 类 是 有 限 性 
链条 件 ; 一 类 是 直 积 分 解 。 

在 代数 结构 的 研究 中 ， 有 限 性 链条 件 同 极 大 条 件 、 极 小 条 
FAX. l . 

先 讲 各 种 有 限 性 链条 件 ， 我 们 有 下 面 的 子 群 序列 : 

(1) 正规 列 : G 的 子 群 列 

G=Gi b Gibe DG = {1}, 
其 中 G 2G, WERTE, KA G 的 正规 列 。 
G 的 两 个 正规 列 
G=Gi bG bG, = HH, 
G=H,PH,b>--DPH,= 11} 
称 为 同 构 ， 如 果 m=n, HAME 
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Gof Gi, Gy/Gy, +, Gy-1/ Gas 
Ho/ Ai, Hy/Hs, oos Hy -1/ He 
按照 适当 的 顺序 分 别 对 应 同 构 。1928 年 施 葬 尔 证 明 :G 的 两 
个 正规 列 可 以 通过 加 细 而 同 构 。 
(2) ARN: G 的 正规 列 
G=G bG PGG = 和 |， 其 中 对 每 一 i，G,_1/ 
Gi HAEN, FA G 的 合成 因子 。 
车 尔 当 一 荷 尔 德 定理 ”一 个 群 的 任何 两 个 合成 列 都 等 价 。 
若 尔 当 在 1868 FiEW, ARR SRAT HH AKT 
G， 而 荷 尔 德 在 1889 年 证 明 ， 合 成 因子 本 身 (到 群 同 构 之 下 ) 
也 都 只 依赖 于 人 女 。 这 定理 实际 上 可 以 看 成 唯一 因子 分 解 定 理 。 
(3) 主 组 成 列 ，G 的 正规 列 
G=G,)PG,D>+-PG,= 1 
且 每 个 G; 还 是 G 的 正规 子 群 ,而且 在 G;，G,-! 之 间 不 存在 
G 的 其 它 正 规 了 于 群 。G;/ G; -1 称 为 主因 子 。 
我 们 对 有 限 阿 贝尔 群 和 秦 零 群 的 结构 知道 得 很 清楚 ， 但 是 
对 于 无 限 阿 贝尔 群 ， 我 们 都 所 知 其 少 。 因 此 ， 对 于 矫 零 群 ， 许 
多 对 有 限 群 成 立 的 条 件 ， 对 无 限 群 不 成 立 。 典 型 的 是 有 限 p 
FERTH, BAR p ET- EERTH, HET- ERA 
部 矫 零 群 。 因 此 ， 我 们 有 必要 对 等 零 群 和 可 解 群 的 概念 敌 一 些 
推广 。 i 
FR ESS 7 种 推广 ， 如 图 所 示 : 


313 


局 部 符 等 群 


格 卢 恩 伯 格 群 


正规 化 子 
条 件 ARE 
Ehi 费 廷 群 


EE FF 


这 8 种 群 的 类 互相 有 所 区 别 ， 处 于 上 面 的 群 一 般 不 一 定 具 
有 连 线 下 方 的 群 的 性 质 ， 例 如 局 部 需 零 群 不 一 定 震 零 ， 但 下 方 
的 群 类 一 定 真 包含 在 上 方 的 群 类 当中 ， 其 中 最 重要 是 局 部 徐 零 
群 。 

所 谓 局 部 短 零 群 ， 就 是 指 每 有 限 生成 的 子 群 都 是 塞 零 的 
群 。 它 虽然 “局 部 ”是 竺 零 的 ， 但 是 ， 整 体 上 不 一 定 是 短 零 
群 。 实 际 上 由 一 族 敌 零 群 的 直 积 ， 只 要 其 直 积 因子 的 短 零 类 是 
无 界 的 ， 则 其 直 积 是 户 部 寒 零 而 不 是 敌 零 群 。 

RMELRATRAADR WEA 

局 部 短 零 群 的 结构 类 似 于 阿 贝尔 群 。 若 G HARSH, 
则 G 中 所 有 有 限 阶 元 素 形成 一 个 完全 不 变 子 群 卫 《G HRT 
群 )， 使 得 G/T BARR, T Ep 群 的 直 积 。 
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SUF REGIE, AP EMESTRHRELEEST 
Hf. weft (Hirsch) 和 普 劳 特 金 (Plotkin, Boris, 1925—) 证 
明 局 部 徐 零 群 也 有 同样 情形 : 若 G 的 子 群 H AK 是 其 正规 局 
部 子 群 ， 则 乘积 HK 也 是 局 部 一 零 子 群 。 这 样 G 中 存在 唯一 
极 大 正规 局 部 畴 零 子 群 ， 称 为 赫 什 一 普 劳 特 金 根基 。 

局 部 寡 零 群 的 结构 还 具有 如 下 性 质 : 

(1) 白 尔 一 填 克 雷 恩 定理 

局 部 者 零 群 的 极 大 子 群 是 正规 子 群 ， 即 

Gg (G6). 

HTAR, HG’ <9 (G) 可 推出 G 是 者 零 。 但 一 般 
由 OG’<o (G) 并 不 能 推出 GEFF, WHR G 是 局 部 
FF. 

(2) BDORXK-BABRED 

局 部 寡 零 群 的 主因 子 都 是 中 心 子 群 ， 即 包含 在 群 G 的 中 
心 C (G) 中 。 

(3) MBB (Mclain, D..H.) EA: MARSH G 
对 正规 子 群 满足 极 大 条 件 ， 则 G RARERESH. BME 
零 群 对 正规 子 群 满足 极 小 条 件 ， 当 生 仅 当 它 是 有 限 多 切 尔 尼 可 
夫 (Cemikov, Sergei, 1912—) p #o 

正规 化 子 条 忻 是 指 所 有 真子 群 小 于 其 中 心 化 于 ， 普 劳 特 爹 
证 明 满 足 正规 化 子 条 件 的 群 是 局 部 知 零 群 ， 反 之 ， 麦 克 备 恩 群 
M (Q, F) 是 局 部 筹 零 群 但 不 满足 正规 化 子 条 件 。 

这 里 不 能 介绍 所 有 的 推广 ， 只 是 略 讲 其 中 两 种 ， 

(1) 和 白 尔 群 ， 邵 每 循环 子 群 均 为 了 正规 子 群 。 对 于 一 类 日 
尔 群 ， 我 们 有 如 下 结构 定理 ， 如 G 是 对 正规 子 群 满足 极 小 条 


件 ， 则 G 是 知 零 群 ， 其 中 心 具 有 有 限 指数 。 
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(2) REP, H G= FG, 

费 廷 群 有 如 下 的 刻画 定理 : RGARER, HERSE 
个 元 素 包 含 在 一 个 正规 乔 零 子 群 之 中 。 每 费 廷 群 是 白 尔 群 。 

局 部 可 和 解 群 更 进一步 推广 是 恩格尔 (Engel, Friedrich, 
1861—1941) 群 ， 它 来 自 李 代数 ， 对 于 解决 伯 因 素 德 猜想 至 关 
重要 。 

对 于 可 解 群 ， 我 们 相应 可 有 局 部 可 甫 群 ， 它 的 研究 要 比 局 
部 赦 零 群 困难 得 和 多， 因为 其 有 限 生 成 群 未 必 满 足 。 

对 于 无 限 可 解 群 ， 我 们 仿照 诺 特 的 链条 件 提 出 相应 的 极 大 
条 件 ， 来 研究 有 限 生成 的 可 解 群 。 

tH (Hirsch, K.) 从 1938 年 到 1954 年 研究 这 种 类 型 
的 群 ， 发 表 了 5 篇 论文 ， 他 得 到 许多 结果 ， 其 中 包括 1938 年 
的 定理 。 这 样 的 群 G 具有 一 个 子 群 的 升 链 

Go= ill GLG G, =G, 
SStTHRET -TTRAERTR, HAR G,.1/G, 8 
为 循环 群 ，i = 0，~…，n -1。P. 浩 尔 把 这 种 群 称 为 多 循环 群 
( Polycyclic group). f 1 

多 循环 群 的 类 在 形成 子 群 ， 同 态 象 和 扩张 是 封闭 的 。1951 
FL JER, MERRE (Ausland, Louis, 1928—1997) 
HHT (Swan, Richard, 1933—) 独立 于 1967 年 得 出 多 循环 
群 类 与 所 有 n x n 整数 矩阵 的 可 解 寿 类 重合 。 
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6 李 群 


6.1 ERAS RRA SE 


19 世纪 70 年 代 ， 李 在 构思 所 谓 率 群 时 ， 正 是 几 位 数学 大 
师 热 囊 于 探讨 数学 中 峙 新 而 又 有 用 的 “ 群 ” 的 观念 的 时 期 。 他 
们 中 间 首 先是 若 尔 当 ， 然 后 是 克 药 因 和 李 ， 最 后 是 斋 加 莱 真 正 
把 群 的 威力 显示 出 来 。 但 是 ， 他 们 那个 时 代 对 于 抽象 的 概念 并 
不 太 感 兴趣 ， 结 构 的 观念 更 是 十 分 模糊 ， 除 了 非常 繁复 的 表示 
之 外 ， 对 于 群 和 流 形 之 类 的 基本 对 锭 干脆 就 设 有 什么 于 净 利落 
的 表示 方法 。 另 外 除了 中 体 的 运算 之 外 ， 也 难以 用 概念 去 四 又 
像 李 群 这 种 比 置 换 群 远 为 复杂 的 李 群 。 尤 其 是 李 的 实用 主义 态 
度 难 以 对 新 的 方向 考虑 和 适应 ， 这 样 就 失去 发 展 理论 的 主导 力 
重 。 

只 有 我 们 回 过 头 来 看 这 100 多 年 错综复杂 的 历史 ， 我 们 才 
能 理 清 这 个 伟大 理论 的 米 龙 去 脉 。 

李 群 的 发 展 历史 大 至 可 分 为 四 个 时 期， 每 个 时 期 部 有 自己 
的 方向 延续 到 后 世 。 

1. 李 的 连续 变换 群 时 期 (1871 一 1900) 

李 的 思想 来 源 主 要 是 他 前 两 个 时 期 的 工作 ，1869 一 1871 
SEM ILA, MORRIE MRR, mA 


触 变换 的 概念 。1872 一 1873 年 的 偏 微分 方程 时 期 ， 特 别 是 考 
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在 这 两 个 时 期 工作 的 基础 上 ， 他 形成 了 一 个 连续 变换 群 的 
观念 ， 而 且 他 的 主导 思想 完全 是 把 情 罗 华 在 代数 方程 上 的 工作 
撒 到 微分 方程 上 来 。 另 外 ， 不 变 式 和 微分 不 变 式 的 观点 也 影响 
他 的 方向 。 

他 的 研究 方向 为 他 的 学 生 恩格尔 所 坚持 ， 他 的 工作 还 影响 
了 如 史 图 迪 (Study, Eduard, 1862—1930) 和 布 劳 威 尔 等 人 。 
但 李 去 世 后 这 个 方向 很 快 就 衰微 了 ， 一 直到 本 世纪 70 年 代 ， 
从 变换 群 的 观念 研究 徽 分 方程 又 重新 活 夏 起 来 。 

2. 基 灵 (Killing, Wilhelm, 1847—1923) M E- 嘉 当时 

期 (1888—1925) 

基 灵 曾 是 德国 中 学 教师 ， 主 要 兴趣 是 几何 ， 他 完全 不 受 李 
的 影响 ， 只 着 眼 于 群 本 身 。 他 完成 了 从 变换 群 到 局 部 李 群 研究 
的 过 访 ， 把 研究 代数 化 ， 成 为 独立 的 代数 结构 。 但 是 由 于 他 的 
主要 对 象 是 复 和 实 的 有 限 维 李 代数 结构 和 表示 理论 ， 李 群 整体 
OTS LARS. 

由 于 他 们 的 工作 ， 李 代数 后 来 发 展 成 为 一 个 独立 的 领域 ， 
它们 的 研究 完全 不 涉及 李 群 ， 更 不 涉及 变换 群 及 其 种 种 应 用 ， 
成 为 纯 代 数 的 一 个 分 支 。 

从 本 记 纪 初 起 ， 对 于 李 代 数 的 研究 有 三 个 方向 ， 

(1) 对 半 单 李 代 数 寻求 简化 的 研究 方法 。 

对 可 解 李 代数 及 矫 零 李 代数 的 进一步 研究 。 

(2) 向 一 般 域 推广 。 

中 夫人 代数 封闭 起 到 非 代 数 闭 城 ; 

加 从 特征 0 到 特征 p: 
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(3) 向 无 穷 维 推广 。 

无 穷 维 李 代 数 早 在 1909 FO HE MAM, HAA 
从 1968 FF? (Kac, Victor, 1943—) 和 穆 迪 (Moody, 
Robert, 1941--) 独立 发 现 所 谓 卡 获 一 称 迪 代数 后 ， 才 形成 热 
潮 ， 并 且 纳 入 数学 物理 大 统一 网 领 之 中 ， 与 数学 及 物理 许多 领 
域 有 着 多 方面 的 联系 。 

3， 外 和 尔 一 上 ' 嘉 当时 期 (1925—1955) 

这 一 时 期 的 主要 特点 是 整体 李 群 开始 成 为 主要 的 研究 对 
象 。 在 这 之 前 由 于 缺乏 流 形 的 概念 和 拓扑 群 的 概念 以 及 组 合 拓 
扑 工具 不 够 成 熟 ， 李 群 的 研究 大 都 局 限于 局 部 李 群 。 尽 管 李 等 
人 从 变换 群 的 角度 对 于 典型 群 的 整体 性 质 也 有 有 初步 认识 ， 但 完 
整 的 观念 只 有 外 尔 在 1925 年 才 正 式 提出 。 实 际 上 ， 现 代 的 解 
析 流 形 观念 的 萌芽 已 显示 在 外 尔 1913 年 出 版 的 《 黎 受 面 的 观 
念 》 一 书 中 。 一 般 拓 扑 学 的 观念 ， 特 别 是 紧 的 观念 业已 成 熟 。 
1927 年 ， 施 莱 尔 建立 了 抽象 拓扑 群 的 理论 ， 这 些 都 为 一 个 完 
整 而 独立 的 整体 李 群 观念 产生 葛 定 基础 。 另 一 方面 ， 李 群 如 何 
构造 表示 的 技术 也 已 经 在 1924 Æ SF AR (Schur, Isaac, 
1875 一 1941》 得 出 ， 这 就 为 紧 李 群 的 表示 指出 了 方向 。 

外 尔 这 种 整体 观点 的 转换 把 李 群 从 局 部 的 代数 的 观点 中 解 
放出 来 ， 与 拓扑 学 和 微分 几何 联系 在 一 起 。 这 促使 E* 嘉 当 建 
立 起 半 单 李 群 及 其 相应 的 对 称 空间 理论 。 更 进一步 ， 李 群 的 齐 
性 空间 成 为 拓扑 学 和 多 复 变 函 数论 许多 研究 对 象 的 典型 ， 其 中 
SRM. HSH. 格拉 斯 曼 流 形 以 及 多 复 变 函数 论 中 的 有 
界 对 称 域 。 而 且 它 们 的 拓扑 及 表示 论 在 纤维 从 特别 是 示 性 类 理 
论 中 起 着 决定 性 作用 。 这 一 下 子 使 李 群 真正 成 为 数学 的 中 心 。 


E: 豪 当 有 李 民 数 的 一 套 工 共 在 手 ， 建 立 李 群 的 拓扑 不 变 
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量 与 代数 不 变量 的 关系 以 及 用 不 变 微分 形式 来 表示 实 〈 上 ) A 
调 ， 这 直接 促使 德 - 拉 姆 理论 的 产生 。 这 种 拓扑 学 与 代数 的 结 
合 ， 同 时 也 是 李 人 代数 上 同调 的 来 源 。 李 代数 上 同调 和 群 的 上 同 
调 一 起 成 为 同调 代数 学 这 一 新 兴 代 数 领 域 的 原型 。 

4. 扩展 与 多 样 化 时 期 (1955 年 一 ) 

到 20 世纪 50 年 代 中 期 ， 复 和 实 的 李 群 、 李 代数 理论 显示 
出 它们 在 数学 中 核心 的 地 位 。 它们 的 理论 、 技 术 及 成 果 在 理论 
上 和 应 用 上 已 经 产生 多 方面 的 影响 。 从 这 时 起 ， 李 群 理论 已 经 
向 纵深 发 展 ， 除 了 以 前 三 个 大 的 方向 重新 形成 新 的 热点 之 外 ， 
李 群 理论 本 身 也 得 到 全 新 的 扩展 。 

(1) 代数 群 ， 如果 一 个 群 同时 又 是 上 的 代数 艇 (有 即 以 六 
为 系数 的 多 项 式 方程 组 的 零点 )， 就 称 为 代数 群 。 许 儿 实 、 复 
线性 李 群 都 是 代数 群 ， 而 代数 群 由 于 域 远 远 超 出 实数 域 和 复数 
域 ， 形 成 一 系列 新 的 代数 群 。 同 时 它们 又 具有 李 群 的 理论 框 
架 ， 这 就 形成 一 个 丰富 的 理论 ， 而 且 在 类 域 论 、 自 守 函 数论 、 
数论 等 领域 具有 广泛 的 应 用 。1955 FRR (Borel, Ar- 
mand，1923 一 ) 对 线性 代数 群 研究 起 着 决定 性 作用 。 

(2) BRR. RB 1955 年 从 复 单 村 代数 出 发 ， 构 
造 出 统一 的 李 型 单 铬 序列， 是 有 限 群 论 最 重要 的 突破 之 一 。 其 
后 这 纳入 一 般 域 & 上 的 代数 群 G (2) 的 研究 ， 从 1957 年 起 
形成 了 一 般 域 上 半 单 群 及 可 约 群 的 结构 理论 ， 其 中 也 有 经 典 理 
论 中 的 嘉 当 子 群 、 根 、 外 尔 群 、 布 日 阿 〈Hruhat， Francois, 
1929 一 ) 分 解 等 概念 ， 但 早已 超出 复 李 群 闻 代 数 的 范围 了 。 

(3) HERRAMME: BRI 20 世纪 50 年 代 中 期 开始 研 
究 群 与 几何 学 的 新 关系 ， 他 的 目的 是 使 复数 域 C 上 几何 公理 
化 。 过 去 克 某 因 把 上 几何 学 看 成 是 研究 在 变换 群 下 的 不 变性 质 
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的 。 而 蒂 获 则 完全 改变 这 种 观点 ， 他 由 一 个 群 G 出 发 ， 通 过 
具有 某 些 性 质 的 子 群 来 定义 几何 学 。 其 中 关键 的 概念 是 BN 
对 ， 现 称 为 蒂 获 系 统 ， 其 中 包括 李 群 中 保 莱 尔 子 群 、 抛 物 子 
群 、 外 尔 群 等 等 ， 明 显 地 显示 李 群 理论 的 痕迹 。 对 于 每 个 BN 
对 ， 对 应 一 个 几 条 对 象 一 一 单纯 复合 形 ， 现 在 称 为 建物 
(building)。 避 作用 在 建物 上 ， 这 就 是 对 应 于 G 的 几何 学 。 
这 样 不 仅 得 出 域 上 上 各 种 经 则 几何 学 ， 如 实 射影 儿 何 学 、 复 
射影 几何 学 、 有 限 域 上 射影 几 柯 学 ,而 且 产 生 一 系列 新 几何 
学 。 例 如 例外 群 的 几何 学 。 通 过 观点 的 变换 ， 还 得 到 许多 具有 
特色 的 几何 学 。:1979 年 布 肯 浩特 (Buekenhout, Francis) 沿 着 
蒂 欧 的 道路 把 邓 金 图 加 以 推广 ， 得 到 新 的 几何 学 。 因 此 ， 有 人 
讲 ， 蒂 欧元 何 是 第 二 次 几何 革命 。 

(4) 离散 子 群 理论 : 正如 正 多 面体 群 是 转动 群 的 有 限 子 群 
一 样 ， 在 李 群 及 其 各 种 推广 中 也 有 离散 子 群 。 它 们 在 数论 、 自 
守 函 数理 论 、 廊 访 理 论 等 领域 共有 重要 意义 。 它 的 历史 很 悠 
A, AMNBRAKRY RRBRE 19 世纪 重要 的 研究 课题 ， 但 
是 一 般 的 南 征 子 群 理论 一 直到 20. 世 纪 50 年 代 中 期 由 塞 尔 伯 格 
开始 建立 ， 得 到 一 系列 重要 结果 。 

(5) 表示 理论 ， 李 群 特别 是 半 单 李 群 的 结构 理论 比较 清 
楚 ， 但 是 除了 紧 群 和 交换 群 之 外 , ,表示 理论 是 数学 前 沿 的 难 
题 。 这 主要 由 于 一 般 非 紧 群 的 表示 均 为 无 限 维 表示 ， 因 此 需 动 
用 分 析 的 工具 。 这 祥 它 们 形成 相对 独立 的 研究 领域 。 这 个 理 
论 ， 公 认为 当前 数学 最 为 艰深 的 部 分 之 一 。 


6.2 FERRE 


连续 变换 群 的 概念 是 李 一 人 的 独创 ， 在 此 之 前 有 三 股 潮流 
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引 向 这 个 概念 的 产生 。 

(1) 置换 群 观念 。 

置换 群 观念 米 自 代数 方程 论 ， 后 来 逐步 成 为 一 般 的 独立 的 
研究 对 象 。 它 可 看 成 是 有 穷 集 合 到 自身 的 变换 的 集合 。1860 
年 经 塞 尔 、 克 洛 耐 克 、 马 丢 特 别 是 车 尔 当 的 研究 ， 已 经 逐步 系 
统 化 ， 并 开始 在 其 它 领域 应 用 。 李 本 人 在 1863 ROTA 
罗 华 理论 。 l 

(2) 几何 变换 及 不 变 式 观念。 

1841 年 起 ， 英 国 数学 家 布尔 开创 了 不 变 式 论 的 研究 。 几 
何 上 它 来 源 于 图 形 在 坐标 的 线性 变换 下 不 变 的 特性 ， 并 据 此 如 
以 分 类 ， 代 数 上 它 考 虑 的 是 线性 变换 或 变换 的 无 穷 集 含 ， 当 时 
AMER RAS “A” HERS PH BM, MBE 1854 
年 就 是 根据 这 点 来 定义 “抽象 群 ” 的 。 

(3) 运动 群 的 观念 。 

第 二 个 明确 提出 的 连续 变换 群 是 若 尔 当 在 1868 年 提出 的 
“运动 群 *， 这 是 三 维 欧 氏 空间 中 平移 群 ， 不 过 他 并 没有 把 它 作 
为 一 个 独立 的 研究 对 象 , 也 没有 把 它 与 上 面 两 股 潮流 联系 起 
来 。 

真正 引导 李 到 过 续 变 换 群 的 是 1869 一 1872 年 他 独立 并 和 
克 药 因 合 作 得 出 的 一 系列 富有 成 果 的 概念 。 

(1) 几何 元 素 观 念 的 扩张 。 通 常 认为 几何 的 元 素 是 点 ， 也 
就 是 线 、 面 、 体 是 点 的 集合 。 普 昌 克 和 尔 第 一 个 把 线 作 为 几何 元 
素 ， 建 立 线 几 何 学 ， 其 基本 对 象 是 线 复 形 。 交 莱 因 是 普 旦 克 尔 
的 学 生 ， 他 的 博士 论文 也 是 普 电 克 尔 指导 的 ， 而 李 是 通过 读 普 
旦 克 尔 的 著作 而 进入 数学 领域 并 自 认 为 是 普 昌 克 尔 的 学 生 的 。 
因此 ， 他 们 的 变换 观点 就 不 仅 限 于 点 点 变换 ， 而 大 大 扩张 了 。 
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1870 年 李 创 立 切 触 变换， 特别 是 直线 到 球面 变换 ， 创 立 了 李 
球 几何 学 。 

(2) 把 不 变性 及 不 变 式 的 观念 推广 到 分 析 及 微分 几何 学 。 

他 发 现 通 过 求 积 法 解 微分 方程 的 经 典 方法 实际 上 完全 依赖 方程 
在 “连续 ” 族 变 换 下 的 不 变性 质 。 作 为 这 个 思想 的 应 用 ， 李 的 
第 一 篇 论文 中 研究 “瑞雪 (Reye，Theodor，1838 一 1919) 复 
形 "， 这 复 形 是 与 四 面体 的 面 交 截 于 给 定 交 比 的 四 点 的 四 直线 
集合 。 他 的 方法 就 是 运用 珊 伊 复 形 ， 在 3 参数 交换 群 (PGL 
(4, C) 的 极 大 环 面 ) 《使 四 面体 顶点 不 变 ) 下 的 不 变性 质 。 
1870 年 春 ， 他 和 克 汪 因 合作 基 本 上 定 出 平面 射影 群 PCL (3, 
C) 的 所 有 连通 变换 子 群 。 
” (D) 克 莱 因 的 埃 尔 兰 根 纲领 。1871 年 后 ， 克 莱 因 的 兴趣 . 
转向 非 欧 几 何 ， 进 而 以 变换 群 为 分 类 几何 学 的 基础 。 其 后 ， 克 
莱 因 主要 研究 离散 变换 群 ， 李 主要 研究 连续 变换 群 ， 但 他 们 以 
群 统一 数学 的 观点 是 -一 致 的 。 

(4) 无 穷 小 变换 。 在 微 积 分 发 展 初期 ， 已 有 无 穷 小 变换 的 
炉 念 。 例 如 笛 卡 尔 已 有 了 瞬时 转动 中 心 的 概念 。 这 样 ， 从 无 穷 小 
观点 看 ， 平 面 每 个 运动 都 可 看 成 一 个 转动 。 拉 格 朗 日 的 解析 力 
学 也 有 类 似 的 观点 。1851 年 西 尔 维 斯 特 为 了 求 一 般 线性 群 GL 
(3，C) 的 不 变 式 ， 给 他 的 矩阵 元 一 个 无 穷 小 增 量 adi, TE 


式 (zy)) 满足 
f< (2; + a (dt))) =f ¢ (z,;)}o 
从 而 /满足 线性 偏 微分 方程 
Xf = 2a of -0。 


aay Fe, 
XSRLBRARAHMSRHAGART, KBAR HRH HH 
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无 穷 小 变换 对 应 的 微分 算 子 。 其 后 凯 雷 在 计算 特殊 线性 群 SL 
(2，C) 的 不 变 式 时 ， 也 采用 这 种 方法 计算 两 个 无 穷 小 变换 得 
出 微分 算 子 X，Y， 特 别 他 还 明显 算出 XY— Yx, ERE 
可 由 一 个 无 穷 小 变换 导出 。 不 过 算 子 的 括号 运算 在 一 阶 偏 微分 
方程 的 雅 可 比 一 克 葬 布什 理论 中 已 经 有 了 。 当 X, YRR 
时 ， 熟 知 有 波 瓦 松 括号 及 雅 可 比 会 式 ， 这 些 相似 之 处 李 是 非常 
熟悉 的 ， 他 是 依照 这 个 模式 来 建立 自己 的 理论 的 。1868 年 若 
尔 当 在 论 运 动 群 的 论文 中 也 从 几何 的 观点 使 用 “无 穷 小 变换 " 
的 概念 。 他 首先 引进 由 一 个 无 穷 小 变换 生成 的 单 参数 群 的 概 
念 。 他 把 它 证 义 为 “适当 重复 ”该 无 穷 小 变换 。 这 种 观念 在 克 
莱 因 及 李 合 著 的 论文 (1871) 中 也 用 过 ， 得 他 们 研究 的 是 微分 
. 方程 的 积分 曲线 。 | 
OMOEA 1874 年 发 表 ， 他 自己 曾 多 次 谈 到 
他 是 在 1873 年 开始 研究 连续 变换 群 的 ， 不 过 在 他 1873 年 给 近 
耶 尔 (Mayer，Adolph，1839 一 1908) 的 一 封 信 中 ， 说 他 1870 
年 在 巴黎 时 已 有 变换 群 的 概念 。 在 1871 年 一 篇 论文 中 他 明确 
地 提出 “ 变 接 群 ” 这 个 词 ， 并 且 明 显 提出 问题 : 决定 GL (a, 
C) 的 所 有 连续 及 不 连续 的 子 群 。 不 过 显然 这 个 新 领域 对 他 们 
并 不 容易 ， 正 如 克 莱 因 后 来 说 ，“ 李 无 疑 创造 连续 算 子 群 的 想 
法 ，…… 不 过 在 当时 一 切 还 处 于 蝴 苏 状态 ……” 
经 过 刀 年 的 考虑 ，1873 年 李 把 自己 的 想法 通信 告诉 迈 耶 
尔 。 他 由 变换 
x =f; (ert, te ap > a) ASi<n) 

的 “连续 ” 群 开始 ， 其 中 x’, 依赖 于 + THM, a a, 而 . 
当 参 数 为 af，…，a! 时 ， 此 变换 是 恒 等 变 换 。 从 而 在 参数 变 
化 时 ， 他 进行 泰勒 展开 i 
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Ki (aa ty Ena alt zis mts a? +2z,) 


_ z 1 OT 


把 上 式 写 成 
z'=G (a, z), 

其 中 
z= (x, £a) 
z= (zi Eads 


由 变换 的 组 合 
G (G (z, u) V) =G (a, H (u, 2)), 
B+ H= (H o H) 不 依赖 于 x， 因 此 
| H (a, 0) =u, 
H (0, v) =v, 


H; (a, v) = U; + Vit EX Castio + ~ 
于 是 李 得 出 关系 


+ Ox ` ox : F 
ZTk L p hiy = oors 
> (ayy ax; T ax; ) re 
+ 
= a 
A; (f) = Zau5l, 
他 得 出 


[An Ag] = ECA 
开始 他 称 算 子 A 7) 为 无 穷 小 变换 
| dx; = tydi, li 
的 “象征 ”(sym5ol1)， 不 久 他 就 不 加 区 别 地 称 算 子 A (让) 为 
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无 穷 小 变换 了 。 他 通过 切 触 变换 及 偏 微分 方程 得 到 这 个 无 穷 小 
变换 群 ， 实 际 上 是 现在 的 李 代数 ， 后 来 他 就 抛 开 这 些 背 景 专门 
研究 这 些 “ 群 ”了 。 

1874 年 以 后 ， 李 和 研究 变换 群 。 一 方面 ， 他 研究 一 般 理论 ， 
最 后 总 结 在 三 大 卷 《 恋 换 群 理论 》 (1888, 1890, 1893) 中 。 
另 一 方面 ， 他 得 出 许多 特殊 的 结果 ， 其 中 包括 定 出 直线 及 平面 
的 连续 变换 群 并 加 以 分 类 。 他 还 在 1883 年 引进 无 限 连续 群 ， 
并 开始 涉足 常 微分 方程 。 从 1874 年 到 1880 年 ， 他 发 表 了 十 几 
篇 连续 群 的 论文 ， 但 同时 研究 一 阶 偏 微分 方程 特别 是 普法 夫 问 
题 。 从 1877 年 到 1881 年 他 还 研究 极 小 曲面 。 

FH (ERRE) 第 工 卷 及 第 看 卷 中 5 章 是 讨论 所 谓 
“连续 有 限 群 ”的 ， 其 余部 分 讨论 切 触 变换 ， 在 当时 与 连续 群 
理论 密切 相关 。 现 在 看 来 ， 已 经 属于 另外 的 学 科 了 。 第 工 卷 中 
总 结 的 变换 群 理 论 ， 主 要 集中 于 李 的 三 大 定理 ， 而 现在 这 三 大 
定理 成 为 李 代数 的 公理 。 

李 第 一 定理 是 指 函 数 f 满足 下 列 偏 微分 方程 组 


sa = Se (f (x, a)) zy (a) A<i<n), 
其 中 矩阵 (Sy) RAR, de (xy) 400 BZ, MRM 
A 满足 该 方程 及 条 件 ， 则 上 式 定义 变换 群 的 一 个 群 芽 。 
李 的 第 二 定理 给 出 各 :之 间 以 及 zy 之 间 的 关系 ，é&: 间 关系 
为 
5 (eag - bet) = Che 


(i, j<r, Ilsa), 
其 中 仿 是 常数 《后 称 结构 常数 )，zs 之 间 关 系 按照 毛囊 尔 
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(Maurer, Ludwig, 1859—1927) 在 1890 年 论文 中 所 表述 的 ， 
可 以 写 为 


Ax, dxrim_ 1 ` 
Pan da; T 2 ae: (itrim Titim )， 
tsk, L, maro 


引入 无 穷 小 变换 X, 及 A， 可 得 现在 熟知 的 形式 ， 令 
X= Stage OLL), 
A, = Fag a<r), 
上 面 两 式 分 别 成 为 
[Xi, X] = DCX Si, j<r), (+) 


TA, Aj] =È CA 
反之 ， 如 果 r SKADERX, OSSO 线性 无 关 且 满足 条 
件 (x )， 这 些 变换 生成 的 单 参数 子 群 就 生成 一 个 r+ 参数 变换 
群 。 
李 的 第 三 定理 是 结构 常数 C3 之 闻 关 系 
Œ + CL=0, 
È (CIC + Cht GIG) =0 
(Li, j, k, mr). 
反之 ， 如 上 两 式 满 足 ， 则 存在 无 穷 小 变换 系统 满足 
[Xs Xj} =UChX, AS, jS) 
用 现代 语汇 ， 这 些 xX, 形成 李 代 数 ， 反 过 来 ， 每 个 有 限 维 李 代 
数 均 可 如 此 得 出 。 这 后 半 结 果 由 下 - 舒 尔 在 1889 年 证 明 。 
李 仿 照 置 搞 群 理论 对 变换 群 的 结构 问题 也 进行 初步 研究 。 


他 引进 两 变换 群 相似 的 概念 ， 即 存在 一 个 变 元 的 可 首 坐 标 变换 
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R—-PTHRH YELPER -TERFERA—T. hae 
两 变换 相似 的 必要 条 件 是 其 相应 的 李 代 数 辣 构 ， 由 于 他 没有 李 
代数 观念 ， 他 称 两 群 等 连 (gieichzusammengesetxt }， 但 这 条 
件 不 充分 。 他 证 明 两 群 等 连 的 充 要 条 件 是 两 群 一 一 同 态 ， 这 词 
KETER. AR RBA BAY HBP AIM RELA 
态 ， 而 且 知 道 其 典型 例子 一 一 伴随 表示 ， 以 及 它 与 群 的 中 心 的 
关系 。 他 证 明 这 些 定 理 的 主要 工具 都 是 雅 可 比 一 克 药 布什 的 一 
阶 偏 微分 方程 组 的 完全 可 积 性 定理 ， 但 没有 引用 弗 党 宾 尼 乌 斯 
的 更 一 般 的 定理 。 

李 还 花 了 很 大 力气 把 置换 群 的 可 迁 人 性 及 本 原 性 概念 搬 到 变 
换 群 上 ， 他 还 看 出 点 的 稳定 子 群 与 齐 性 空间 概念 的 关系 ， 不 过 
他 始终 在 交换 群 中 打 团 子 ， 滩 能 过 渡 到 抽象 群 。 同 桩 ， 他 基本 
上 在 局 部 打转 ， 难 得 从 大 范围 来 考虑。 更 有 甚 者 ， 他 始终 在 微 
分 方程 及 几何 的 应 用 中 考虑 问题 ， 而 不 能 跳出 来 对 结构 及 分 类 
问题 进行 研究 。 真 正 现代 李 群 、 李 代数 的 研究 却 木 是 他 和 他 的 
学 生 的 成 果 。 这 就 是 基 灵 由 1888 年 开始 后 由 下- 嘉 当 所 继续 的 
结构 数学 的 主流 。 可 翡 的 有 是， 他 对 于 离开 他 的 路 线 的 基 灵 恨 之 
AA 他 告诉 他 的 学 生 ， 你 们 碰 到 基 灵 ， 就 把 他 杀 了 了 )。 因 此 ， 
他 离开 这 个 极 富有 创造 性 的 方向 越 来 越 远 了 。 

李 的 理论 紧密 地 与 微分 方程 相 联系 ， 他 始终 没有 把 他 的 李 
群 同 变换 群 分 开 。 用 现代 语言 讲 ， 他 多 示 少 少 认识 到 : 每 个 李 
群 定义 一 个 李 代数 ， 反 过 来 ， 给 定 李 代数 ， 李 群 的 局 部 结构 就 
完全 决定 ， 也 就 是 两 个 具有 同 构 李 代数 的 李 群 局 部 同 构 。 李 群 
的 局 部 李 于 群 由 李 代 数 的 子 代 歼 次 定 。 如 果 李 群 是 局 部 单 群 ， 
PRA RRB LAER, WER, PRB ATE 
平凡 理想 。 
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不 过 “ 李 代 数 ” 一 词 一 直到 1934 年 才 由 外 尔 首先 提出 来 。 
在 他 以 前 的 论文 中 ， 他 也 用 “无 穷 小 群 ” 这 个 词 。 实 际 上 ， 他 
BIC NR “DRIER” rifo oo. of. PEEM 
恩格尔 常 把 它 简 称 为 群 。 

李 在 这 个 时 期 的 思想 ， 实 际 上 还 停留 在 列举 阶段 。1883 
年 他 决定 出 所 有 n 维 单 李 代数 ， 它 们 有 具有 n -1 维 2-24 
或 nn--3 维 的 极 太 子 代数 ， 后 来 他 应 用 美国 数学 家 佩 奇 
(Page, M.) 的 结果 ， 成 功 地 讨论 n -4 维 的 情形 。 

1885 年 ， 李 指出 有 4 个 类 型 局 部 单 李 群 ， 

A 型 : 射影 一 般 线 性 群 PGL (n, C), n>1, 

BRM, 射影 正 交 群 PO (2n, C), 2n>4, 

CH: 射影 辛 群 PSp (2n。C)， 它 保持 交错 双 线 性 型 

(xiy xay) Ft Crag-1 20 T TX2ny25 1) 

不 变 。 i 

DD 型 ， 射影 正 交 群 PO (2n-1, C), 2n-1>1, 

他 还 引进 可 解 李 代数 的 概念 ， 如 果 它 具有 合成 列 

ADAIDDA, = 101， 

其 中 每 合成 因子 Ai-174; 是 一 维 李 代数 ， 他 称 为 可 积 《inze- 
gral) 李 代 数 。 

1887 FAHRER: 每 不 可 积 李 代数 包含 一 个 三 维 单子 
代数 ， 反 之 也 对 。 

1886 年 春天 ， 李 从 挪威 来 到 项 国 ， 就 任 菜 出 锡 大 学 教授 ， 
接 符 克 菜 因 的 空缺 。 这 大 大 改善 了 李 的 处 境 ， 其 中 最 重要 的 
是 ， 他 的 许多 王 作 得 到 了 传播 ， 而 在 以 前 十 多 年 ， 李 的 论文 常 
常用 挪威 文 发 表 在 克里斯蒂 安 尼 亚 〈《 今 奥斯陆 ) 科学 院 的 院 报 


上 ， 因 此 极 少 有 人 知道 他 的 工作 。 在 禾 国 的 十 几 年 ， 李 的 工作 
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ASEH. HARB, EAB IE RR (Scheffers, 
Georg, 1866—1945) 帮助 他 写 书 ， 甚 至 从 来 不 到 德国 留学 的 
法 国 年 轻 人 ， 也 有 两 位 来 到 芋 比 锡 ， 他 们 是 维 西 奥 和 特 雷 斯 
(Tresse, A.), (RITES BRT, RSE. ES 
关于 李 的 理论 就 是 从 特 电 斯 那里 听 说 到 的 。 

a, FSR 《注意 他 不 是 研究 天 示 论 的 工 舒 尔 ， 也 和 
他 没有 亲戚 关系 ) MAREP, E 1890 年 发 表 的 题 为 “有限 变 
换 群 理论 前 新 基础 ”一 文中 。 他 证 明 ， 在 李 变 换 群 的 定义 中 ， 

Ti=f (rs Ip €p 【1 
RETIRE 方 是 二 次 连续 可 微 的 ， 则 该 变换 群 即 可 同 构 于 一 个 
解析 群 。 他 的 结果 促使 希 尔 伯 特 提出 他 的 著名 第 问 题 ; 是 否 
只 假定 fE, BIBAR. 


6.3 BRARSH LHF 


BR 1847 年 5 月 10 日 出 生 在 德国 威 斯 特 伐 利 亚 的 布尔 巴 
赫 ，1923 年 2 月 11 日 于 明 斯 特 去 世 。1865 年 人 明 斯 特大 学 学 
习 ， 后 转 到 柏林 大 学 ， 成 为 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 学 生 。 在 魏 尔 斯 特 
拉 斯 的 指导 下 ，1872 年 获得 博士 学 位 。 在 博士 论文 中 ， 他 用 
魏 尔 斯 特 拉 斯 在 1868 年 发 展 起 来 的 矩阵 的 初等 因子 理论 来 研 
究 二 次 曲面 。 其 后 他 在 布 里 隆 教 中 学 ， 开 始 自己 的 几何 研究 工 
作 。1882 年 在 瑶 尔 斯 特 拉 斯 的 推荐 下 ， 他 到 东 普 鲁 士 布 劳 因 
斯 伯 格 任 一 所 天 主教 女子 中 学 数学 教授 。 从 1882 年 起 这 十 年 
中 ， 他 在 完全 孤立 的 条 件 下 独自 研究 数学 ， 主 要 是 几何 基础 以 
及 李 代数 的 研究 。1892 年 他 被 任命 为 明 斯 特大 学 教授 ， 一 度 
出 任 大 学 校长 。 

基 灵 的 工作 是 从 高 维 非 欧 几何 开始 的 ，1884 年 他 对 于 空 
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间 问 题 的 研究 产生 出 地 代数 的 原始 思想 。 他 关于 几何 的 自 同 构 
群 的 想法 受到 克 莱 因 的 影响 ， 在 1884 年 系统 地 提出 无 穷 小 自 
同 构 群 来 对 几何 学 进行 分 类 。 他 把 他 的 纲领 寄 给 克 药 因 ， 克 莱 
因 建 议 他 注意 李 的 工作 。 他 给 当时 在 挪威 的 李 写 信和 后 ， 收 到 李 
在 挪威 杂 志 刊 载 的 论文 的 复印 本 。 他 不 慌 李 关于 可 解 李 代数 的 
定理 ， 而 把 复印 本 退还 ， 这 使 得 他 和 李 的 关系 非常 不 好 ， 以 致 
李 对 他 和 他 的 工作 评价 极 坏 。 

不 过 ， 李 的 学 生 恩格尔 却 一 直 鼓 励 他 ， 而 且 对 他 发 表 自己 
的 论文 起 着 决定 性 的 作用 。 这 时 基 灵 所 研究 的 问题 完全 超出 李 
的 范围 之 外 ， 完 全 是 自己 提出 来 的 问题 ， 用 的 也 是 从 魏 尔 斯 特 
拉 斯 处 学 来 的 线性 映射 的 本 征 值 分 解 方法 。 他 的 论文 以 “连续 
有 限 恋 换 群 的 关系 ”为 题 ， 共 4 篇， 发 表 在 《数学 年 刊 》 第 
31, 332, 34 卷 和 36 卷 上 。 在 这 些 论文 中 ， 他 对 于 复 半 
单 李 代 数 的 结构 做 出 完全 的 分 类 ， 即 在 李 的 4 个 单 李 群 系列 之 
外 ， 还 有 6 个 例外 单 群 Go Fy Ep Es, Ex, Ego EM, 
他 还 说 明 ， 每 不 可 积 李 群 由 可 积 不 变 子 群 和 另 一 个 子 群 构 成 ， 
后 者 是 单 李 群 的 直 积 。 正 如 下 . 嘉 当 正确 指出 的 ， 基 灵 的 工作 
首先 对 李 群 理论 “和 迈 出 巨大 一 步 *， 其 次 也 指出 他 的 种 种 错误 ， 
并 加 以 修正 ， 特 别 是 指出 他 的 .6 TRS, APT (Es 
F,) 是 同 构 的 。 

工事 当 在 他 的 博士 论文 中 ， 逐 点 把 这 篇 错误 很 多 的 论文 
加 以 改正 。 实 际 上 早 在 嘉 当 之 前 ， 轩 格 尔 已 指出 其 中 关于 乾 零 
李 群 的 错误 。 

尽管 这 4 篇 论文 错误 很 多 ， 近 年 来 对 数学 中 的 研究 表 次 揭 
RWS tre. RB (Coleman, A. John) 说 ， 他 的 第 


Hf 篇 论文 是 千古 之 作 。 
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这 篇 划时代 的 论文 究竟 有 什么 重大 的 历史 元 义 呢 ? 

首先 ， 在 思想 方面 ， 这 篇 论文 对 于 后 来 对 任何 数学 对 象 的 
所 有 可 能 的 结构 进行 分 类 树立 了 一 个 范例 ， 而 这 正 是 结 梅 数学 
的 中 心目 标 所 在 。 研 究 结构 的 初期 ， 往 往 只 局 限于 列举 ， 这 对 
于 结构 和 分 类 的 道路 影响 不 大 。 而 基 灵 的 结果 第 一 次 树立 了 一 
个 非 平凡 分 类 的 榜样 ， 其 中 结构 的 思想 起 着 决定 性 的 作用 。 它 
对 于 后 来 更 为 容易 的 结合 代数 的 结构 和 分 类 也 有 一 定 的 影响 。 
把 代数 结构 划分 为 半 单 和 可 解 两 部 分 也 来 源 于 此 。 

其 次 ， 研 究 结 构 及 其 分 类 的 确 是 有 中 以 来 第 一 次 ， 因 此 需 
要 极 太 的 创造 性 。 实 际 上 ， 对 于 有 限 维 复 半 单 李 代 数 的 分 类 有 
多 条 途径 ， 但 本 盾 上 都 有 5 全 组 成 部 分 : 

(1) g 中 嘉 当 子 代数 上 的 存在 性 ; 

{2) 基 灵 形式 及 其 在 天 AMZER” HHEN; 

(3) g HT h" APRS ae 

(4) g 半 单 性 判 据 ( 基 灵 形式 非 退 化 ); 

(3) 半 单 代数 分 解 为 单 代 数 直 和 。 

实际 上 嘉 当 子 代 教 和 豆 当 矩阵 、 嘉 当 整 数 都 来 自 基 灵 。 他 
断言 嘉 当 子 代数 是 交换 的 。 他 也 引入 穆 及 半 单 代数 的 概念 ， 而 
且 根 系 的 慨 仿 以 及 外 和 尔 群 元 素 和 考 克 斯 特 变 换 在 他 的 论文 中 都 
有 萌芽 。 他 的 分 类 结果 极为 重要 ， 他 发 现存 在 极 大 可 解 理想 ， 
李 代 数 的 导 代数 可 分 解 为 可 解 和 半 单 两 个 部 分 ,但 证 明 不 完 
全 。 他 还 发 现 半 单 李 代 煞 可 分 解 为 单 代数 直 和 ， 而 基 灵 发 现 例 
外 李 代 数 的 功劳 更 是 不 可 埋没 。 

不 可 否认 ， 基 灵 的 论文 有 许 壳 错误 和 不 足 之 处 ， 他 不 知道 
Co HE, MF 摘 重 复 ， 而 且 短 零 李 代数 。 他 的 错误 先后 被 
恩格尔 指出 ， 恩 格 尔 的 学 生 乌 姆 劳 夫 《Umlauf，Arthur) 在 他 

332 


HEHE PPE RA Re ee, Re E- 
嘉 当 所 弥补 。 

E: 嘉 当 是 20 世纪 前 半 叶 最 伟大 的 数学 家 ， 他 承认 基 灵 的 
工作 迈 出 了 巨大 的 一 步 ， 对 于 其 中 的 错误 加 以 改正 。 他 的 博士 
论文 成 为 复 半 单 李 代 数 分 类 的 完整 论述 。 他 证 明 “ 嘉 当 子 代数 
是 交换 的 ”这 个 结果 ， 他 在 论文 中 才 真 正 引 和 所谓“ 基 灵 形 
式 "， 而 且 建 立 两 个 基本 判 据 ， 即 通过 基 灵 形式 来 判定 李 代 数 
的 可 解 性 及 半 单 性 。 他 推广 基 灵 的 命题 ;任何 李 代 数 均 为 其 根 
基 和 半 单 子 代数 之 和 ， 但 没有 证 明 。 第 一 个 发 表 的 证 明 是 下 ' 眉 
: 列 维 在 1905 年 给 出 的 。 

20 世纪 前 25 年 ， 对 李 群 的 贡献 主要 局 限于 李 群 ， 也 就 是 
复 和 实 李 代数 ， 在 这 方面 做 出 巨大 贡献 的 是 玉 : 嘉 当 。 

1914 年 ， 他 完成 实数 域 上 有 限 维 单 李 代数 的 分 类 。 

1913 年 ， 他 引入 权 系 方法 ， 对 所 有 复 和 实 单 李 代数 定 出 
所 有 不 可 约 表 示 ， 特 别 是 对 正 交 群 得 出 二 值 旋 表 示 。 

1909 年 ， 他 发 展 了 李 的 无 穷 维 无 穷 小 李 群 理论 ， 实 质 上 
是 无 穷 维 丰 代 数理 论 。 

在 1925 年 外 尔 建立 了 整体 李 群 的 理论 之 后 ， 李 群 理论 一 
方面 沿 普 这 个 方向 大 步 前 进 ， 另 一 方面 ， 李 民 数 作为 独立 的 领 
域 仍然 沿 着 自己 的 道路 发 展 ， 在 这 方面 ， 有 一 些 重 要 的 结果 。 

(1) 庞 加 莱 一 伯 克 霍 夫 一 维特 定理 ”任何 李 代 数 可 怠 入 在 
TREBA t. EMET 1899 年 对 特殊 情形 进行 了 证 明 ， 
1937 年 ， 美 国 数学 家 G. fh wE R (Birkhoff, Garrettt, 
1911-1996) 和 德国 数学 家 维特 独立 给 出 代数 证 明 。 

(2) 阿 杜 定理 ”所 有 李 代 数 都 同 构 于 线性 李 代 数 。 李 在 引 


入 李 群 时 ， 已 经 考虑 过 这 个 问题 。 他 以 为 通过 伴随 表示 可 以 肯 
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定 解决 这 个 问题 ， 但 很 快 就 认识 到 证 明 只 对 具有 O 中 心 的 李 
代数 才 对 。 其 后 60 年 一 直 未 能 解决 ， 直 到 1935 年 才 为 苏联 数 
me ele (Ado, Igor Dmitrievich) 所 攻克 。 

(3) 列 维 一 马力 茨 夫 定 理 ” 李 代数 可 分 解 成 根基 和 半 单 子 
代数 的 直 和 。 基 灵 和 嘉 当 都 认识 到 这 个 定理 。 对 复 李 代 效 ， 王 
"EJIRE 1905 年 首先 发 表 证 明 。1936 FRANK J H C 
+649 (Whitehead, John Henry Constantine, 1904—1960) 
给 出 又 一 证 明 ， 它 对 实 李 代数 也 适用 。1942 年 ， 苏 联 数 学 家 
马力 欧 夫 证 明 列 维 分 解 的 唯一 性 。 

(4) 完全 可 约 性 定理 半 单 李 代 数 的 线性 表示 是 完全 可 约 
的 。 这 个 定理 最 早出 现在 李 和 恩格尔 合 著 的 《变换 群 理论 ) 第 
开卷 中 ， 其 中 提 到 中 图 迪 在 一 份 未 发 表 的 手稿 中 证 明 SL (2, 
C) 的 李 代 数 具 有 这 个 性 质 ， 并 且 得 到 SL (3, C), SL (4, 
C) 部 分 结果 。 李 和 恩格尔 猜想 对 任何 n, SL (n, C) BA 
有 这 个 性 质 。1925 年 外 尔 通过 整体 观点 证 明了 这 个 结果 。 
1935 年 范 * 德 瓦尔 登 和 卡 西 米尔 (Casimir, Henk, 1909—) 
给 出 第 一 个 纯 代 数 证 明 。1936 年 布 劳 尔 和 1937 E JHC 怀特 
海 给 出 其 它 代 数 证 明 。 

这 样 ， 李 代数 形成 自己 独立 的 代数 理论 ， 远 离 李 群 的 复杂 
背景 ， 向 无 穷 维 及 一 般 域 推广 。 这 个 方向 是 美国 数学 家 页 柯 比 
孙 (Jacobson，Narhan，1918 一 ) BAF OH, Bk, RNA 
以 说 1934—1935 年 是 李 代 数 独立 的 年 份 。 


6.4 李 代 数理 论 


对 于 李 群 来 讲 ， 过 波 到 李 代数 是 一 种 简化 ， 而 且 这 种 简化 
不 仅 保留 李 群 的 局 部 信息 ， 而 且 可 以 避 开 解析 的 和 几何 的 方 
334 


法 ， 完 全 使 用 代数 的 方法 去 研究 。 李 群 作为 群 ， 虽 然 是 比较 纯 
粹 的 代数 结构 ， 但 作为 李 群 实际 上 相当 复杂 ， 具 有 拓扑 的 解析 
结构 。 李 代数 作为 一 种 代数 ， 表 面 上 比较 复杂 ， 实 际 上 相当 单 
纯 ， 尤 其 是 我 们 把 造成 麻烦 的 成 分 用 比较 简单 的 特殊 对 人 象 来 代 
替 ， 我 们 就 可 以 得 到 完满 的 结果 ， 而 且 为 比较 困难 的 推广 树立 
了 榜样 。 
一 个 代数 ， 为 一 个 具有 人 么 元 交换 环 上 上 的 上 模 ， 而 且 给 定 
一 个 点 双 线 性 映射 
AXA— A, 
(z, y) lx, y) 
而 形成 上 上 的 环 。 
上 上 的 李 代 数 即 满足 下 列 公理 的 线性 非 结合 代数 ; 
公理 1 ( 反 交 换 性 ) 对 任 一 rzE 4， 
(xz, x) =0。 
由 公理 1 可 得 (x, y) = -~ Cy, zo 
公理 2 〈 雅 可 比 恒等式 ) 
(lz, yl, z) + Cl z], z) + Cle, a), y) 
=. 
李 代 数 有 许多 例子 ， 特 别 是 如 果 A 是 上 上 线性 结合 代数 ， 
我 们 可 以 定义 
(2, y] = xy— yr, 
WA 在 括号 积 [,】 之 下 戌 为 李 代数 。 
如 A 为 上 代数 ， 则 代数 A 的 所 有 导 微 算 子 也 构成 一 个 
李 代 数 。4 的 导 微 D， 是 A We 线性 映射 D:A 一 ~A4， 满 足 
D (x 'y)= Dre:yt+z*Dyo 
李 代 数 A 中 最 重要 的 导 微 ， 是 伴随 映射 adr， 其 定义 为 
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adz (y) = [zx, yo 
代数 A 的 所 有 导 微 的 集合 记 作 Der (A)}， 其 括号 乘积 定义 为 
(D, D) =DD -DD, 
注意 由 结合 代数 构成 的 李 代 数 和 由 导 微 代数 构成 的 李 代 数 并 不 
一 样 ， 尽 管 造 法 有 类 似 之 处 。 | 

如 是 具有 公元 的 交换 环 ， 则 以 上 的 元 素 为 矩阵 元 的 n x 

n 矩阵 的 集合 M, (2) 也 构成 一 个 李 代 数 ， 其 括号 乘积 为 
[X, Y) =XY- YX. 

为 了 研究 李 代 数 的 结构 ， 我 们 只 考虑 为 复数 域 C 和 实 
SRR 的 情形 ， 而 且 维 数 为 有 限 维 。 我 们 在 熟悉 了 群 的 结构 
:分 类 和 表示 理论 的 框架 之 后 ， 就 不 难 理解 相应 李 代 数 的 结构 、 
分 类 和 表示 理论 了 。 只 是 对 应 于 正规 子 群 的 是 李 代 数 中 的 理 
想 ， 而 理想 a 是 李 代 数 g 中 满足 于 la, g) Ca 的 子 代数 。 

仿照 群 的 线性 表示 ， 我 们 可 以 定义 李 代 数 的 线性 表示 。 如 
V 是 上 上 线性 空间 ，Y 到 V 上 所 有 线性 上 映射 构成 上 的 矩阵 
代数 ， 它 可 以 产生 李 代 数 gt (V). PREAS 

pig —sgl (V) 
称 为 李 代 数 & 的 表示 ， 特 别 以 & 为 V 时 ， 
adx: g ——g! (g), 
ym [z, y) 
KA g 的 伴随 表示 。 
对 于 每 个 表示 都 对 应 一 个 对 称 双 线性 型 
B, (z, y) = Trp (x) p Cy), 
它 满足 不 变性 条 件 
B, ( lz, z), y) =B, (x, lz, »)), 
4 p 为 伴随 表示 时 ， 其 不 变 双 线性 型 称 为 李 代数 g HERE 
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Io 
HRT rEg, + 
det (il -ad (x)) = Sep, (x), 
其 中 n HERR HER, P,=1. Ri 是 使 已 夭 0 的 最 小 整 
数 ， 则 | Ae WR. g 的 元 > 称 为 正则 元 ， 如 果 已 O) 天 
0， 和 否则 称 为 奇异 元 。 
李 代 数 的 结构 理论 : 
(1) 变换 李 代 数 
李 代 数 称 为 交换 的 ， 如 lg, g) =0. 
(2) BERR 
e 的 降 中 心 列 是 s 的 一 系列 理想 (Cg), n>1, EE 
列 公式 递归 的 定义 
CEFE, 
Cg= (g, Ct 'g], W n22, 
显然 ， ` 
Cig= lg, g), 
(Cg, Cg) CC"* "ge 
如 果 存 在 一 个 整数 n, E Cg=0, WH g HESERM, R 
有 类 志 n 一 1。 由 定义 ， 交 换 李 代数 是 ORRSERM, BE 
李 代 数 可 以 由 交换 李 代 数 通 过 逐次 中 心 扩张 得 到 。 
对 于 短 零 李 代 数 g, 有 如 下 的 刻画 定理 ， 
g 是 筹 零 的 当 且 仅 当 对 每 个 zEg，adz BREN. 
证 明 下 列 著名 的 恩格尔 定理 ; 
如 pig——End (V) 为 李 代 数 g 的 线性 表示 ， 设 对 于 每 


rEg, p(x) BARFE, WARFARE oC V 在 g 下 不 
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T, tM rEg, p (2) uvu=0。 二 维 乔 零 李 代数 一 定 
是 交换 李 代 数 ， 三 维基 零 但 非 交换 李 代数 有 基 |r, y, z|) H 
Æ lz, y) =2, (x, z) = ly, z) =0。 

(3) 可 解 李 代数 

可 解 李 代 数 是 笑 零 李 代 数 的 推广 。 对 g 存在 g 中 的 理想 
构成 的 导出 列 (D'e), BLH: > 

Dg=g, 
D'g= (D'"'g, D" !g), n22, 

如 果 g TEn 使 Drg =0， 则 称 g 为 可 解 的 。 可 解 李 代数 基本 
定理 是 李 证 明 的 。 

FER Fo 是 复 可 解 李 代 数 在 V 上 的 线性 表示 ， 则 存 
在 VE V，v 关 0， 使 得 对 每 一 rEg, v 都 是 p (2) 的 本 征 向 
量 。 其 等 价 形式 为 ， 若 g 是 复 可 解 李 代数 ， 则 其 不 可 约 表示 
是 一 维 的 。 由 此 可 知 ，g 是 可 解 的 当 上 且 仅 当 le, e) BBS 

的 。 

EMHI HF g Cn, k) 的 子 代 数 g, g 
可 解 当 且 仅 当 对 任何 zEg，yE lg, g), T-(x-y) =0. 

不 过 可 解 李 代数 的 分 类 至 今 仍 存在 困难 。 

(4) 半 单 李 代 数 

ARM, FRAKA SHARD: 一 部 分 可 解 ， 一 部 
分 半 单 ， 后 者 是 这 理论 的 重点 所 在 。 这 部 分 结构 可 以 说 已 经 研 
究 得 比较 清楚 ， 而 且 影 响 到 广大 领域 。 

任何 一 个 李 代 数 g 中 的 理想 a，& 如 果 是 可 解 的 ， 则 a + 
b 也 是 可 解 的 。 因 此 ，g 中 存在 一 个 最 大 的 可 解 理 想 ， 称 为 g 
的 根基 。 

李 代 数 g 称 为 半 单 ， 如 其 根基 为 0。 这 样 ， 对 任意 李 代 教 
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g， 为 其 根基 ， 则 商 代数 g/r 为 半 单 李 代数 ， 同 时 g PRE 
一 个 子 代 数 * Br 的 补 集 ， 这 就 是 ， 

列 维 分 解 定 理 ” 如 g 的 根基 为 -， 则 存在 g 的 半 单 子 代数 
s ER g=str AsMr=0, 

关于 半 单 李 代 数 有 : 

E: 嘉 当 判 所 李 代 数 g 为 半 单 当 且 仅 当 其 基 灵 形式 是 非 
退化 。 

对 于 半 单 李 代数 ， 已 有 漂亮 的 结构 定理 : 半 单 李 代 数 同 构 
于 单 李 代数 的 直 和 。 

有 限 维 单 李 代数 正如 有 限 单 群 一 样 ， 是 建筑 半 单 李 代数 的 
基本 模块 。 它 们 的 定义 也 很 类 似 。 单 李 代 数 * 就 是 没有 lol 
和 自身 * 之 外 的 理想 。 另 外 我 们 也 要 求 * 是 非 交 换 的 。 除 掉 这 
些 平凡 的 情形 之 外 ， 它 是 李 代数 中 最 单纯 的 组 成 部 分 。 这 样 ， 
我 们 的 下 一 步 集中 于 决定 所 有 的 复 和 实 的 单 李 代 数 ， 它 要 比 决 
定 所 有 有 限 单 群 容易 得 多 。 

(5) BMARR 

有 限 维 复 单 李 代 数 共 有 4 个 无 穷 系 列 A, Bo Cao Dys 
其 中 下 标 a 表示 李 代 数 的 秩 。 它 们 也 称 为 典型 (经典 ) FR 
数 。 另 外 还 有 5 个 “例外 ” 单 代 数 G2, Fa, Eg, Ez, Es, 
它们 的 维 数 分 别 是 14，52，78，133，248。 

对 于 nl, A*s (n+1)， 蚌 =+1 个 变 元 的 特殊 线性 
群 SL (n +14) ERR. 

对 于 n22, B,=so (2n+1), 是 24 +1 个 变 元 的 特殊 下 
交 群 SO (2a +1) 的 李 代 数 。 

对 于 mn 芒 3，C= 芭 (22)， 是 2n 个 变 元 的 辛 群 S (a) 


的 李 代 数 。 
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对 于 n24, D,=so Qn), Be 2n 个 变 元 的 特殊 正 交 群 
SO (2n) HERR, 
我 们 去 掉 了 B. C, Co Di, D2, D, 是 因为 有 如 下 的 
重复 
A=B =C, 
B,=C, 
A;= D}, 
MAD, D: FERERM, D, 是 一 维 交换 李 代 数 ， 
Ds 二 Al+ Ape 
另外 Ga 有 较为 简单 的 定义 ， 它 是 凯 需 八 元 数 代 数 的 导 微 代 
数 。 
(6) 根系 与 外 尔 群 
李 代 数 再 一 次 简化 就 形成 “根系 ”及 其 有 关 的 群 〈 考 克 斯 
特 (Coxeter, Harold Scott Macdonald, 1907—) 群 ， 外 尔 群 ) 
URAR ( 考 克 斯 特 图 、 邓 金 图 ) 等 ， 它 们 直观 而 简明 ， 使 得 
整个 结构 和 分 类 理论 一 目 了 然 ， 而 且 这 套 理论 已 经 发 展 成 为 新 
理论 的 基础 。 
如 前 所 述 ， 基 灵 已 有 根 的 概念 ， 他 的 根 是 特征 方程 
det (adg (x) -1) =0 
的 根 ， 它 们 形成 婚约 根系 。 外 尔 在 1925 年 引入 外 尔 群 ，1933 
年 范 : 基 - 瓦 尔 登 据 此 证 明 复 李 代 数 分 类 问题 等 价 于 既 约 根系 的 
分 类 。1934 年 考 克 斯 特 正 式 引 入 一 般 的 反射 生成 的 群 ， 后 称 
HSA, SHA PARED EMI R; 《由 对 合 组 成 ) 
和 关系 (RR) = 1， 并 加 以 完全 列举 。1941 年 史 梯 费 尔 
(Stiefel, Edward, 1909—1978) 证 明 外 尔 群 正好 就 是 有 限 考 
克 斯 特 群 。 考 克 斯 特 图 式 不 足以 区 别 所 有 李 代 数 。 邓 金 在 
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1946 年 引入 邓 金 图 ， 完 整地 简化 复 半 单 李 代 数 的 分 类 。 其 后 
邓 金 图 又 加 以 改动 ， 最 后 完成 实 半 单 李 代数 的 分 类 。 


6.5 整体 李 群 


虽然 从 李 构 思 李 变换 群 的 时 代 (19 世纪 70 年 代 ) 起 ， 李 
就 认为 他 的 李 群 只 不 过 是 一 个 群 。 然 而 后 来 发 现 李 群 是 一 个 极 
为 复杂 的 对 象 ， 对 于 它 的 认识 一 直到 半 个 世纪 后 才 逐 步 擂 脱 局 
部 观点 ，20 世纪 20 年 代 对 李 群 究 况 是 什么 逐渐 有 些 巾 目 。 李 
群 同时 其 有 三 种 结构 : 群 ; 拓扑 空间 ; 流 形 。 这 三 者 在 李 群 身 
上 既是 独立 的 ， 又 是 相互 关联 的 ， 共 同 生存 在 一 个 集合 之 上 。 
在 李 群 研究 中 ， 我 们 具有 纯 属 群 论 的 概念 ， 例 如 子 群 、 正 规 子 
TE BH. RRR (RR). BER. TER, FER, 
单 群 、 同 态 、 同 构 、 自 同 构 、 群 直 积 等 等 。 同 样 ， 我 们 有 一 般 
拓扑 学 的 概念 ， 例 如 拓扑 空间 、 邻 域 、 训 斯 道夫 空间 、 开 集 、 
闭 集 、 闭 包 、 连 通 、 局 部 连通 、 紧 、 局 部 紧 、 拓 扑 直 积 等 。 流 
形 虽 然 有 支持 它 的 拓扑 空间 ， 但 是 李 群 的 流 形 引入 许多 特殊 而 
具体 的 结构 。 首 先是 定义 流 形 的 局 部 坐标 块 引进 域 上 的 向 量 空 
间 ， 这 样 在 李 群 中 出 现实 李 群 、 复 李 群 的 字样 。 其 次 是 坐标 块 
之 间 的 映射 出 现 连 续 、 可 微 、 实 解析 及 复 解析 的 映射 。 李 群 作 
为 解析 流 形 ， 有 一 系列 拓扑 性 质 ， 如 同调 、 同 伦 等 ， 以 及 一 系 
列 几 何 结构 ， 特 别 是 切 空 间 、 向 量 场 、 微 分 形式 等 。 

这 三 种 结构 又 有 机 地 结合 在 一 起 ， 不 但 没有 增加 其 多 样 性 
及 复杂 性 ， 反 而 大 大 人 简化 了 它 的 品种 。 

群 和 拓扑 空间 的 结合 即 所 谓 拓 扑 群 ， 其 集合 G 同时 是 群 
( 称 为 拓扑 群 的 基础 群 )， 又 是 后 扑 空间 ( 称 为 拓扑 群 的 基础 方 


向 )。 而 且 从 直 积 拓 扑 空间 Gx G BG PARI 
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G x G —G, 


© 
(x, y) xy, 
UR G 到 G 中 的 映射 
G —C, 
-i @ 
ze x 


都 是 连续 映射 ， 则 称 G 为 拓 盾 群 。 两 个 拓扑 群 之 间 的 映射 六 
如 果 是 其 基础 群 的 同 构 映射 ， 同时 义 是 拓扑 空间 的 同 胚 映射 ， 
就 称 为 拓扑 群 之 间 的 同 档 。 
对 于 李 群 ， 由 于 它 是 解析 流 形 ， 我 们 通常 要 求 拓扑 空间 是 
豪 斯 道夫 空间 ， 而 且 是 局 部 紧 的 。 | 
如 拓扑 群 G 每 一 点 都 有 一 个 与 欧 氏 空间 某 个 开 集 同 胚 的 
邻 域 ， 就 称 之 为 局 部 欧 氏 群 。 若 G 同时 是 实 解析 流 形 ， 且 
G x G—*G, 
- D 
(x, y) — ay" 
为 实 解 析 映 射 ， 则 称 G 为 李 群 ， 因 此 李 群 是 局 部 欧 氏 群 。 反 
之 ， 局 部 欧 氏 群 是 否 为 李 群 ， 这 就 是 希 尔 伯 特 第 5 问题 。 
薛 华 荔 在 他 1946 年 出 版 的 《 李 群 理论 》 一 书 中 ， 定 义 了 
解析 群 ， 它 是 把 群 与 解析 流 形 V 联系 在 一 起 的 产物 ， 妈 映射 
Vx WU 一 一 W 
(xz, y) zy! 
FE VX WY 上 处 处 是 实 和 解析 觅 射 。 解析 群 的 优越 性 在 于 解析 群 
的 左 不 变 无 穷 小 变换 形成 一 个 实 李 代 数 ， 其 维 数 与 解析 流 形 的 
维 数 相等 。 一 个 解析 群 当然 会 有 自己 的 基础 拓扑 群 。 同 样 可 以 
定义 复 解 析 群 。 
由 于 希 尔 伯 特 第 5 问题 的 解决 ， 定 义 李 群 的 解析 流 形 和 解 


析 映 射 
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GxG—G, 
(z, y) ay", 
可 以 代 于 拓扑 流 形 及 拓扑 映射 ， 不 过 为 了 方便 ， 我 们 可 以 定 
X: 实数 或 复数 域 上 的 李 群 G 为 一 个 群 G 具有 k 上 微分 流 
形 结 构 ， 使 得 映射 
G Xx G —G, 
Cr, y) ay," 
是 可 微 的 。 
李 群 的 例子 包括 : 
(1) RA MMAR MRE”, E, MERHER 
E 也 是 李 群 。 
(2) 复 平面 上 单位 加 TELER, Tn 维 环 面 是 重 
要 的 紧 李 群 。 
(3) 有 限 群 和 可 数 离 散 群 是 0 维 李 群 。 
(4) 最 典型 的 李 群 是 线性 李 群 ， 即 域 & bn 维 向 量 空间 
可 逆 线 性 变换 构成 的 群 ， 也 就 是 nxn TAER, E GL 
Cris kh) | 
它 的 子 群 也 是 李子 群 的 有 : 
SL (2 ，&)， 人 么 模 矩 阵 群 ; 


O (n, k), EZER, Ra D, 

Sp (2n, k), FERR, SEM n(2n+1). 

BIU (a) AREEN, 是 GL' (n, C) 的 n? 维 实 
李子 群 。 还 有 GL (n, R) 表示 有 正 行列 式 的 实 矩 阵 群 。SO 
(n) 为 具有 行列 式 +1 的 正 交 矩阵 群 ，SU (n) 为 具有 行列 


式 +1 的 酉 算 阵 群 。 
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典型 李 群 的 连通 与 单 连通 性 质 ; 
(1) SL (n, k), GL (n, c), GL* (n, R), 
Sp (n, k), SO(n, k), U (n), SU (n) 均 为 
连通 的 。 
(2) GL (n, R), O (n, K) 为 具有 两 连通 组 分 的 李 
群 ， 每 个 连通 组 分 具有 正 或 负 的 行列 式 。. 
(3) 连通 李 群 的 基本 群 是 阿 贝 尔 群 。 
(4) SL (n, C), SU (n), Sp (n, C) 是 单 连通 的 李 
群 。 
(5) GL (n, C), U (n), Sp (n, R) 的 基本 群 为 无 
限 循环 群 Z。 
(6) SO (n, C}, SO (an), GL? (n, R), SL, 
(R) 4 a23 时 ， 基 本 群 为 Z2，n =2 时 ， 基 本 群 为 Z。 
不 过 ， 我 们 下 面 考虑 的 主要 是 复 李 群 和 实 李 群 ， 这 样 ， 整 
体 李 群 的 结构 问题 分 为 互相 有 关 的 两 部 分 。 一 部 分 是 拓扑 结 
H, A ERSE 20 世纪 20 年 代 末 开始 ， 是 拓扑 学 重要 的 组 
成 部 分 。 另 一 部 分 是 代数 结构 ， 其 中 相应 李 代数 结构 决定 其 局 
部 结构 ， 整 体 结构 也 比较 清楚 。 
对 任何 连通 李 群 G， 仍 存在 列 维 分 解 ， 即 
G=S-R (G), 
其 中 S 是 一 个 极 大 半 单 子 群 ，R (G) 是 G 的 根基 ， 即 G 中 
最 大 的 连通 可 解 正规 子 群 。 如 果 R (G) = 11), W C 为 
半 单 李 群 。 马 力 欧 夫 在 1942 年 证 明 ，G 中 所 有 极 大 半 单 子 群 
HAR. mE GRAE, M SNR (G) = Hl œR 
PLLA. 1945 年 马力 落 夫 证 明 : 连通 李 群 是 线性 的 ， 当 
AWw4iR R (G) MERA G/R (G) 是 线性 群 。 而 R 
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(G) 线性 当 且 仅 当 其 换 位 子 群 为 连通 的 。G/R〔〈G) BEA 
线性 表示 依赖 于 其 中 心 的 结构 。 他 得 出 了 一 般 连 通 李 群 的 拓扑 
结构 基本 定理 ,连通 李 群 同 腑 于 极 大 紧 子 群 与 欧 氏 空间 R 的 
拓扑 积 。 

这 样 一 来 ， 连 通 李 群 的 结构 同 桩 归结 为 可 和 解 和 半 单 两 个 部 
分 。 也 同 李 代数 的 情形 类 似 ， 交 换 李 群 是 每 零 李 和 群 的 特殊 倩 
形 ， 它 们 又 是 可 解 李 群 的 特殊 情形 。 

1941 SERRE EA: 任意 连通 可 解 李 群 与 R" x T” 微分 
it, RPT am 维 环 面 。1955 年 ， 他 还 证 明代 数 分解 定 
理 : 连通 可 解 李 群 间 构 于 一 个 正规 子 群 N 和 一 个 交换 子 群 4 
的 半 直 积 N x 4， 其 中 NN 由 香 么 元 素 构 成 ，4 由 半 单 元 素 构 
成 。 

半 单 李 群 G 的 分 类 归结 为 局 部 分 类 ( 即 其 李 代 数 的 分 类 ) 
与 整体 分 类 (有 即 对 应 于 同一 半 单 李 代 数 有 多 少 不 同 的 李 群 ) 两 
步 。 半 单 李 群 分 为 三 组 : 

(1) BH: GL (n, C) 

SL (n, ©) 
SO (n, C) 
Sp (n, C) l | 
Bk GL (n, C) 外 ， 所 有 群 都 具有 有 限 中 心 ， 从 而 是 半 单 的 。 
(2) BB: SO (n) 
U (2) 
SU (n} 
Sp (n) 
(3) 非 复 非 紧 群 ， 其 中 包含 极 大 紧 子 群 KETER.: 


SL (n, R) SO (n) 
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SL (n, H) Sp (n) 


SO (m, n) SO (m) XSO (n) 
SU (m, n) S (U (m) XU (x)) 
Sp (m, n) Sp (m) XSp (n) 
Sp (n, R) U (n) 

SO* (2n) U (n) 


对 于 复 群 和 紧 群 。 基 本 结构 由 邓 金 图 和 特征 格子 决定 ， 特 
征 格子 与 基本 群 有 关 。 每 个 具有 李 代 数 g 的 半 单 李 群 G 均 对 
应 g 的 嘉 当 子 代数 ”中 的 格子 了 (G) RZ, MEM 
(G), MyCr (G) Cm， 对 应 唯一 连通 李 群 G， 其 中 To 为 
当 G 为 单 连通 时 对 应 的 格子 ，P = PCg) 为 所 有 g 根 向 量 
构成 的 格子 。 这 样 ，G 的 基本 群 ， 

mi (©) =P (G) /Too 

但 商 群 C (tg) = Pre 是 具有 李 代 数 g 的 单 连 通 李 群 的 中 
心 ， 它 是 有 限 的 。 列 表 如 下 : 

g A, [BIG| Doe | Dentt|Es|E7| Es. Ea. Gz 
C (g)| Zai |Z| Z,|Z2BZ2| Z | 23} Z2 0 


这 样 就 完成 了 复 半 单 李 群 的 分 类 。 而 每 一 紧 实 李 群 均 可 作为 一 
个 极 大 紧 群 嵌入 到 复 半 单 李 群 中 去 ， 因 此 也 有 类 似 的 分 类 。 非 
复 非 紧 群 则 稍 复杂 ， 但 也 完全 解决 。 

复 半 单 李 群 理论 自然 推广 到 代数 群 理论 ( 见 下 节 }。 但 是 
在 李 群 基本 结构 理论 弄 清 之 后 ， 从 20 世纪 50 年 代 起 ， 一 般 李 
群 特别 是 非 紧 半 单 李 群 的 表示 理论 一 直 是 当代 数学 研究 的 前 沿 
课题 ， 是 一 个 技术 高 深 、 理 论 精 美 、 应 用 广泛 的 重要 领域 。 
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7 代数 群 


代数 群 从 某 种 意义 上 来 讲 是 李 群 的 代数 化 ， 这 里 代数 化 是 
指 把 复 李 群 推广 到 一 般 的 城 上 。 为 了 出 现 一 般 的 域 ， 我 们 要 求 
代数 群 不 仅 有 群 的 结构 ， 则 时 还 具有 代数 雍 的 结构 。 而 代数 能 
刚 是 系数 取 在 某 个 域 K 中 的 多 项 式 的 零点 。 研 究 代 数 复 自然 
与 域 有 较 大 关系 ， 因 此 我 们 要 求 域 是 代数 封闭 的 。 复 数 域 C 
就 是 典型 的 代 教 封闭 域 ， 但 是 我 们 还 有 许多 其 它 的 代数 封闭 
域 ， 特 别 是 特征 p >0 的 域 。 

对 于 一 般 代数 群 我 们 有 薛 华 荔 定理 : IFTE K 上 代 
WRG, FE G 的 正规 子 群 工 ， 使 得 工 是 线性 代数 群 ，G/L 
EARE. 

因此 我 们 分 开 研 究 代 数 群 的 两 大 类 : XEM NRE, É 
的 群 是 交换 群 ， 一 类 是 线性 代数 群 ， 可 以 看 成 系数 取 在 K 中 
的 nn xn TRUER REGL (n, K) 以 及 它 的 子 群 。 例 如 
EXRUBRMASERR T (n) 和 上 三 角 和 矩阵 群 B (n), HE 
线性 代数 群 的 理论 同 复 李 群 有 惊人 的 相似 之 处 。 

线性 代 教 群 正式 出 现 应 该 说 是 1955 年 左右 ， 但 是 其 前 史 
TAWH 19 世纪 。 哩 然 线 性 代数 群 可 看 成 是 复 李 群 的 代数 化 ， 
但 是 ， 在 李 的 工作 中 找 不 到 并 教 群 的 踪迹 。 这 是 因为 李 的 方法 


是 从 分 析 及 几何 角度 来 研究 问题 ， 甚 次， 他 的 局 部 观点 得 不 出 
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整 栖 的 群 的 观念 ， 因 此 最 早 代数 群 的 观念 出 现在 另 一 位 大 师 
一 一 法 国 数学 家 毕 卡 的 著作 中 。 他 也 是 想 把 若 罗 华 理论 由 代数 
方程 扩 广 到 微分 方程 上 ， 不 过 他 与 李 不 同 ， 只 是 推广 到 线性 常 
微分 方程 上 。 实 际 上 他 考虑 复 平 面 上 n 阶 线 性 微分 方程 


ff + an- 1 (2) Sof -+ ag (z) f=0, ® 
其 中 系数 均 为 2 WSR. AHORA C En 个 线性 独立 的 
BAUR A, oo. fa BL 为 在 C (x) 中 添加 f 及 其 所 有 导 
数 后 形成 的 域 ， 则 工 的 所 有 与 导 微 算 于 交换 的 C (2) 线性 自 
同 构 构成 一 个 群 ， 即 定义 为 微分 方程 怨 的 伽 罗 华 群 ， 记 作 G。 
Marea, W | 
zf = Bx 
对 于 EG, HR (r) EGL, (C) 形成 一 个 线性 代数 群 ， 
作为 群 ， 它 与 层 罗 华 群 G 同 构 。 

毕 卡 在 1882 年 宣布 他 的 缚 果 ， 并 在 1887 年 给 出 详细 证 
明 ， 他 充分 意识 到 这 种 项 轴 华 群 是 线性 群 ， 其 矩阵 元 之 间 
洪 足 代数 关系 。 而 且 他 还 明显 地 用 “代数 群 ” ( groupes alge- 
briques) 这 个 词 。 毕 卡 的 理论 从 1892 年 起 为 维 西 奥 (Vessiot, 
Ernest, 1865—1952) 等 所 发 展 ， 形 成 毕 卡 一 维 西 奥 理论 。. 

经 过 一 段 时 期 的 沉寂 之 后 ， 毕 卡 一 维 西 奥 理 论 为 李 特 
(Ritt, Joseph Fels, 1893—1951) 所 发 展 ， 他 在 1930 年 创立 
微分 代数 理论 ， 基 本 上 是 治 着 诺 特 的 理想 理论 发 展 的 。 而 从 群 
论 方面 进行 研究 首先 是 由 美国 数学 家 科 尔 钦 《Kolchin，Elis 
Robert, 1916—1991) 开始 的 ， 他 的 理论 应 该 说 是 现代 代数 群 
理论 的 起 点 ， 他 明确 研究 的 是 代数 矩阵 群 ， 并 直接 同 毕 卡 一 维 
西 奥 理 论 相 关联 。 科 尔 软 考 弄 一 般 的 代数 封闭 域 K。 由 于 考 
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E K ERR, GRATER EG. CHM 
之 下 ，G 连通 等 价 于 G ETTA, BERT G 作为 群 
没有 有 限 指 数 的 子 群 。 科 尔 软 在 1948 年 证 明 : G 具有 唯一 一 
个 具有 有 限 指数 的 连通 的 正规 代数 子 群 G*， 我 们 称 GAG 
的 么 元 组 分 。 

另 一 个 基本 定理 是 李 一 科 尔 钦 定理 ; 设 G<GL (n, K) 
为 连通 K 群 ， 而 且 作 为 抽象 群 它 是 可 解 群 ， 则 存在 x € GL 
(n, K), EA Gr !CB (n). 

这 个 定理 对 于 线性 微分 方程 很 重要 ， 由 它 可 推出 ， 线 性 齐 
次 微分 方程 的 解 是 初等 函数 当 且 仅 当 其 苑 罗 华 群 是 可 解 的 。 

.这 个 定理 标 以 李 的 和 名字 蚌 因为 李 对 复 可 解 李 代数 证 明 李 人 定 
理 ， 但 李 定 理 对 特征 >0 的 域 不 成 立 。 由 此 可 见 ， 局 部 结果 对 
特征 >0 不 成 立 ， 但 整体 结果 却 可 以 推广 到 特征 p >0 情形 。 
另外 ， 连 通 性 的 几何 假定 是 必 不 可 少 的， 例如 有 限 可 解 群 是 反 
例 。 . 

KAR RESAPE RERE 1947 
RES MRS BARRERA, GARAR 
RB, KERB AR BREN ERL 第 二 卷 (1951) 中 。 特 
SSE 1955 FRAP SALTARRMREENER, UR GER 
性 代数 群 ， 互 是 正规 代数 于 群 ， 则 G/H 也 是 线性 代数 群 。 同 
PETE 1955 年 醇 华 蓝 引 进 有 限 域 的 代数 群 ， 在 此 之 前 猴 奥 东 温 
研究 一 般 域 上 典型 群 。 

真正 现代 一 般 代数 群 理论 是 由 上 A, 保 莱 尔 和 荡 华 荔 在 1955 
年 建立 的 ， 他 们 的 共同 点 在 于 都 应 用 代数 几何 学 ， 保 莱 尔 更 侧 
重 于 建立 一 般 线性 代数 群 的 理论 基础 ， 而 薛 华 荔 则 以 复 单 李 群 


为 样板 去 分 类 任意 特征 的 线性 单 代数 群 。 
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下 面 简单 地 看 一 下 线性 代数 群 G 的 基本 结果 ， 但 要 求 域 
K 是 代数 封闭 的 ， 而 特征 可 以 >0。 

L 若 尔 当 分 解 

任何 元 素 gE G< GL (n, K) 均 可 唯一 分 解 成 两 可 交换 
CE go g 之 积 ， 其 中 g, 是 半 单 的 ( 即 可 化 为 对 角 短 阵 )， 
gs 是 军 么 的 ( 即 所 有 本 征 什 为 1)， 如 果 g€G， 则 g,，g, EE 
Gg= 8:84 = gu gro 

2. 结构 定理 

线性 代数 群 GARAM, MH TER WML, #1 
群 作为 抽象 群 是 敌 零 的 。 

由 此 我 们 有 根基 和 矫 么 根基 存在 。G 的 根基 尺 (G) 是 其 
极 大 、 连 通 、 正 则 、 可 解 子 群 ，G 的 矢 么 根基 RR。(G) 是 其 
BK. HH, EW. BASH, BRR, (G) CR (G G 
HAEA, MRR (G) = II. GRAY, MER, (G) 
C illo CHAAR, MASRHAHMEWMLH. AER 
数 群 G 称 为 环 面 ， 如 果 同 构 了 于 下 《mp)，G 的 极 太 环 面 的 维 数 
称 为 G 的 秩 。 

结构 定理 ， 

(1) 连通 群 为 半 单 群 与 根基 的 半 直 积 。 

(2) 连通 群 为 可 约 群 与 敌 么 根基 的 半 直 积 。 

(3) 可 约 群 后 构 于 半 单 群 和 中 心 的 准 直 积 。 

(4) 半 单 群 同 构 于 单子 群 的 准 直 积 。 

这 里 准 直 积 老 示 因子 丁 两 的 交 为 有 限 群 。 

3. FAKTE 

下 面 我 们 称 KK ERER H K 群 。1956 ERR 
基 性 著作 引进 关键 的 概 起 一 一 保 芋 尔 子 群 。 由 于 它 是 连通 可 解 
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群 ， 他 首先 得 出 下 列 的 定理 (连通 可 解 群 定理 ); FG AE 
ii. WRK 群 ， 则 

(1) GHEAHERS Gu 是 连通 、 正 规 、 短 么 代数 子 
群 。 

(2) GHAARAFHHBBHMIN, MT 是 极 大 环 面 ， 
W G 是 代数 群 的 半 直 积 工 x Guo 

(3) 车 SE G 是 半 单 元 素 ， 则 3 包含 在 一 个 极 大 环 面 中 ， 
S 的 中 心 化 子 是 连通 代数 群 。 

保 莱 尔 不 动 点 定理 设 G 为 连通 可 解 玉 E, REECE 
在 K KASH L, W G 在 V 中 具有 不 动 点 。 

RE, GOR AE ROR RFR B 为 G 中 极 大 的 连通 可 解 
代数 子 群 。1965 年 ， 他 和 和沙 获 在 可 约 群 的 著名 论文 中 又 引入 
抛物 子 群 这 个 重要 概念 。 抛 物 子 群 P 是 G 中 包含 保 莱 尔 子 群 
”的 任何 代数 子 群 ， 而 且 P 是 连通 的 。 

它们 的 重要 性 由 下 面 一 总 结果 可 以 看 出 ; 

(1) 抛 物 子 群 的 刻画 定理 ;P 是 抛物 子 群 当 且 仅 当 G/P 
是 射影 代数 艇 。 

由 此 可 以 得 出 ; . 

(2) MEM: GBS BiH BRIAR FEEL, 而 且 
G HARA IIE. 

(3) 正规 化 子 定理 : 抛物 子 群 P 和 保 莱 尔 子 群 B 均 分 别 
间 构 于 它们 在 G 中 的 正规 化 子 。 

(4) BEEM: :G ,为 任何 一 个 保 沫 尔 子 群 B PASE 
的 并 集 ， G 的 任何 元 素 都 属于 某 个 保 莱 尔 子 群 

由 此 可 推出 : 


(5) 连通 性 定理 : G 的 任何 子 环 面 在 G 中 的 中 心 化 子 是 
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连通 的 。 

无 性 ，K 群 结构 中 最 重要 的 是 根基 和 震 么 根基 。 薛 华 荔 
在 1957 年 证 明 如 下 的 刻画 定理 : 

it T ÆG 中 一 个 极 大 环 面 ， 则 GARBER (G) 为 所 有 
包含 工 的 保 莱 尔 于 群 6 的 交 的 么 元 组 分 。 而 G HAHA 
所 有 包含 了 的 保 莱 尔 子 群 中 贺 么 元 集合 Bu 的 交 的 么 元 组 分 。 

由 此 推出 ， 如 G A, WG 的 任何 子 环 面 的 中 心 化 
子 也 是 可 约 的 。 从 而 极 大 环 面 工 的 中 心 化 子 与 了 重合。 

4， 可 约 代数 群 的 分 类 | 

研究 可 约 代数 群 ， 最 旱 的 模式 是 参照 复 半 单 李 群 。 从 历史 
上 看 ， 复 半 单 李 群 的 复杂 性 被 简化 为 复 半 单 李 代 数 ， 继 而 复 半 
单 李 代 数理 进一步 简化 为 根系 、 邓 金 图 、 外 和 尔 群 等 十 分 单纯 的 
Re. SF, RRB Be, DE p >0 的 域 ， 
往往 出 现 病态 而 行 不 通 。 四 此 28 世纪 50 年 代 和 60 年 代 基 本 
上 是 绕 过 李 代 数 ， 直 接 定 义 根系 和 外 尔 群 。 其 后 又 通过 其 它 方 
法 定义 李 代 数 ， 因 为 它们 还 有 用 处 。 但 对 线性 代数 群 ， 采 取 了 
其 它 的 方法 。 为 此 法 国 数学 家 德 马 瑞 尔 (Demazure,. Michel) 
在 1970 FIR (root datum) 的 概念 。 

这 里 起 主要 作用 的 是 环 面 T, :对 应 于 T， 我 们 有 特征 标 
FX (T) RENAR X, (T) + 

X" (T) PAAA KARS- 

xz:T—GL (1, K) 
WR RB. X. CT) AREK RAS 
u:GL (1, K) ->T 

构成 的 抽象 阿 贝尔 群 ， 实 际 上 是 T OOH ER. 

当 THEN, X* (T) MX. (T) 都 县 有 限 秩 自由 
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阿 贝 尔 群 ， 存 在 对 偶 配 对 
P:X* (T) xX, (T) —2Z, 
(x, u) ——P (z, u) 
满足 对 于 任 一 :EK*X, z Cu 0D =P, 

X T AGORA, W G 的 伴随 表示 .Adz ET E 
HRMS THER RAO BAD, HSE ARE aE 
(T) 为 G (RFT) HR, w 

Ò acb; | 

O MS 为 a 的 核 的 么 元 的 组 分 〔 它 是 工 的 余 维 工 的 子 
环 面 )， 则 其 中 心 化 子 是 不 可 解 。 根 集 记 作 SO HaCaT, 
对 任何 ae P, FE a EX, (T), E <a, a”) =2, @”, 

i ESF APR BP REX, Xw, EM 
对 惕 配对 互相 对 偶 ，#$，# 分 别 为 XX，X 的 有 限于 集 ， 则 
= (X, $, X, P) 称 为 根 集 。 对 于 每 个 根 集 p, TUEL 
其 外 尔 群 W (p) 如下: 

假定 给 出 到 各 ERIA 

$ 一 >， 
a "o 
@MX AX 的 自 同 构 S。， 
S.X = X- (xX, a”) a, 
| SX =X- <a, X) a’, 
它们 满足 下 列 会 理 ; 

RD1 Mas, M (a, a”) =2。 

RD2 Mao, MS ACH, Spo 
WS, ES) 生成 天 的 有 限 自 同 构 群 ， 称 为 根 集 少 的 外 尔 


Ho - 
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对 于 连通 天 群 G 及 其 极 大 环 面 群 了 ， 其 外 尔 群 更 (T, 
G) 可 看 成 由 G 的 内 自 同 构 群 诱导 的 工 的 自 同 构 群 ， 而 且 


wT, © 全 六 他， 


HEN (T) ER TEG 中 的 正规 化 于 ，Z 表示 工 在 G 中 的 
中 心 化 子 。 

根 集 的 重要 意义 在 于 可 约 K 群 G 唯一 由 根 集 决定 ， 这 也 
是 焉 马 瑞 尔 证 明 的 。 另 一 方面 ， 对 于 任何 根 集 py， 都 存在 连通 
WH KRG, BARAI T, Hy (G, T) 之 y。 

由 于 存在 性 定理 及 唯一 性 定理 的 证 明 ， 可 知 连通 、 可 约 
K 群 由 根 集 来 分 类 ， 而 且 分 类 不 依赖 于 域 K。 由 此 可 知 紧 连 
通 李 群 和 复 连通 、 可 约 李 群 都 由 根 集 分 类 。 

5. AAMAS BRR 

到 现在 为 止 ， 我 们 的 线性 代数 群 还 多 少 是 复 李 群 的 影子 ， 
MARRA EN MAL, WERE RMR RS eA 
时 的 数学 家 蒂 茨 ， 他 的 大 名 我 们 在 前 面 已 多 次 见 过 。 

布 日 阿 在 1956 年 首先 对 李 群 发 现 布 避 阿 分 解 ， 其 后 盖 尔 
范 德 及 纳 伊 马克 推广 到 一 般 线性 群 GL (n, K)o IARRI 
JHA LE 1951 年 ， 薛 华 荔 在 他 著名 的 《东北 数学 杂志 》 
的 论文 中 都 引入 过 。 布 昌 阿 分 解 完全 越过 根系 的 复杂 过 程 ， 直 
接 用 群 论 的 术语 来 定义 外 尔 群 ， 并 且 得 到 一 般 的 群 的 分 解 。 

车 G 为 连通 可 约 攻 群 ，B 为 其 保 莱 尔 群 ，T 为 G 中 的 极 
大 环 面包 含 在 B 4H, NATEG 中 的 正规 化 于 ，W = N/T 
称 为 G 的 外 尔 群 。 如 w€ 玉 ， 则 有 布 吕 阿 分 解 : 

6 = LBwB, 

BwB 是 群 的 双 陪 集 ， 两 两 互 不 相交 。 
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1961 SER RY TBR A Hh eR ANHA, 51A BN 对 
理论 ， 它 不 仅 把 李 型 单 群 系统 化 ， 即 用 同一 观点 处 理 ， 而 且 使 
群 论 和 几何 建立 起 新 的 联系 ， 造 成 群 和 几何 关系 的 第 二 次 半 
命 。 布 尔 巴 基 后 来 把 BN 对 称 为 蒂 敬 系 ， 但 BN 对 更 为 直 截 了 
当 。 1 
BRR BRABR—TH G 或 四 元 组 (G, B, N, £), 
HPB, NAG HBT, W=N/BON, SHWH-tT 
FR, BEF 4 条 公理 ;: 

Tl BUN 生成 G，BNMN 是 N PERTH. 

T2 SERW, SHG 中 a 阶 元 素 构 成 。 

T3 车 ssE€S, wEW， 则 sBwC BrwB U BswB, 

T4 #sES, MBB., 

由 这 4 条 公理 ， 可 证 明 GCRAPAM SH, m EXE T HE h E 
G 是 连通 可 约 兵 群情 形 下 ，BNMN = T。 而 且 在 一 般 域 ， 特 别 
是 有 限 域 ， 它 可 用 来 证 明 GEAR, WA RET HRE 
有 B 中 包含 B 的 子 群 ， 特 别 是 抛物 子 群 ， 而 只 用 G 的 根系 即 
可 ， 这 使 结构 理论 极为 党 亮 而 简洁 地 构造 出 来 。 
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第 三 篇 ”拓扑 学 


4g 
lg 


拓扑 和 拓扑 学 来 源 于 topology 的 音译 ， 正 如 几何 学 来 源 于 
geometry 的 音 诺 一样 。 但 是 ， geometry 已 经 没有 其 它 的 含义 
T., m topology 还 有 其 它 三 种 合 义 ; 

(1) 地 形 学 、 地 志学 ; 

(2) 局 部 解剖 学 ; 

(3) 物体 的 表 观 状态 。 

这 些 语义 要 比 拓扑 学 早 得 多 ， 也 与 topos 的 本 义 更 为 接近 。 众 
所 周知 ， 几 和 何 学 的 字源 来 自 geo， 这 来 自 希 腊 文 【ge) 地 球 的 
意义 ， 地 球 科学 大 部 分 仍然 使 用 co 这 个 字 头 ， 如 地 理学 
(geography), HUF (geology), KEWER (geodesy)、 地 
S (geomorphology). WERF (geochemistry) 等 等 。 只 
有 几何 学 除了 与 地 球 测量 的 历史 渊源 之 外 ， 与 地 球 完 全 脱离 关 
系 了 。 因 此 更 正确 的 中 文 译 各 应 是 形 学 。 

拓扑 学 的 字源 来 自 topos， 原 义 为 位 置 、 地 点 、 地 方 、 场 
PR. MK, PHARM, SABER. AIL, topology 许多 其 它 
He LKRFRE, PRRENMISCAAAIR, BIR 
些 含义 很 远 了 。 不 过 在 历史 上 ，aralosis situs (位 置 分 析 ) 曾 
使 用 很 长 时 期 ， 其 中 situs 来 源 于 拉丁 语 “ 位 置 ”的 意思 。 这 
两 个 名 词 的 共同 点 是 位 或 位 置 ， 因 此 ， 拓 扑 学 的 直译 应 是 
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“位 ”学 ， 这 在 日 本 人 的 译名 中 儿 少 反映 出 来 。 日 本 人 把 涉及 
拓扑 的 往往 译 成 “位 相 "， 他 们 有 : 

位 相 数 学 一 一 一 般 拓扑 学 ; 

位 相 空 间 一 一 拓扑 空间 ; 

位 相 几 何 一 一 (几何) 拓扑 学 (一般 也 包括 组 合 拓扑 学 或 
代数 拓扑 学 ); 

位 相 和 解析 一 一 泛 函 分 析 。 
日 本 人 这 些 翻 译 多 少 避 免 拓 扑 学 两 种 来 源 和 两 条 发 展 道路 的 混 
痪 ， 即 一 般 拓 扑 学 和 代数 拓扑 学 。 前 者 来 源 于 数学 分 析 ， 最 终 
研究 一 般 的 拓扑 空间 和 一 般 的 拓扑 结构 ， 而 后 者 来 源 于 几何 ， 
实际 上 是 一 种 几何 学 的 分 支 。 虽 然 我 们 在 这 个 几何 分 支 中 也 用 
到 一 般 拓 扑 学 的 概念 ， 但 是 着 重点 是 不 相同 的 。 我 们 这 一 部 分 
讨论 的 主要 是 后 者 ， 其 重点 是 图 形 的 几何 拓扑 性 质 。 但 是 ， 拓 
扑 学 与 几何 学 所 研究 的 几何 性 质 仍 有 所 不 同 。 

19 世纪 以 前 的 几何 学 ， 用 代数 方法 和 分 析 方 法 来 研究 ， 
对 图 形 的 性 质 研究 得 十 分 精细 。 但 是 在 实际 问题 当中 ， 许 多 问 
题 无须 那 么 精细 或 者 根本 达 不 到 那么 精细 。 例 如 ， 地 球 的 形状 
说 是 球形 ， 实 际 上 有 山 有 从， 坑坑洼洼 ， 不 是 一 个 光滑 的 贺 
球 。 在 电流 产生 的 静 碰 场 中 ， 沿 着 一 条 闭 曲 线 的 磁场 强度 的 积 
分 总 等 于 零 ， 只 要 曲线 中 没有 电流 存在 。 这 个 积分 与 闭 曲线 究 
RAR, FAA, LASS AHRBRAKA, ae 
ERR SMAWRIMERAK. MAMER, REIL EE 
在 弯曲 、 变 形 、 拉 大 、 缩 小 下 仍然 保留 的 性 质 ， 只 是 在 这 种 变 
形 过 程 中 原来 不 在 一 起 的 点 不 能 烙 在 一 起 ， 原 来 在 一 起 的 点 也 
不 能 断 开 ， 也 就 是 图 形变 换 前 后 每 点 附近 的 点 在 变换 后 仍然 在 


该 点 的 附近 。 这 种 变换 和 它 的 逆 变 换 都 是 连续 的 一 一 对 应 ， 称 
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AN. ERIA PS, —TRBA SCARAB RAIS 
tr. APSARA HBIMER, LRA BAAR 
变换 下 ， 保 持 不 变 的 性 质 ， 而 不 研究 其 它 的 几何 性 质 。 

正如 群 论 不 仅 研 究 群 的 结构 而 且 研 究 群 与 群 之 间 的 映射 和 
同 构 一 样 ， 拓 扑 学 作为 一 门 结构 数学 ， 不 仅 研 究 图 形 的 拓扑 性 
质 ， 同 时 也 研究 图 形 与 图 形 之 间 的 各 种 映射 。 不 可 否认 ， 一 般 
来 讲 ， 映 射 的 研究 是 远 为 复杂 的 问题 。 


2 直观 拓扑 学 


折 扑 学 一 般 多 研究 高 维 的 空间 和 流 形 ， 这 些 我 们 较 难 有 一 
个 直观 的 形象 。 不 过 在 我 们 所 在 的 三 维 空间 中 ， 曲 线 、 曲 面 和 
各 种 立方 体 也 有 许多 直观 的 折 扑 问题 ， 王 面 举 出 一 些 例 子 。 


2.1 要 尼斯 堡 七 桥 问题 


第 一 个 拓扑 问题 是 欧 拉 在 1736 年 解决 的 哥 尼 斯 仅 的 七 桥 
问题 。 

哥 尼斯 堡 是 东 普鲁士 的 首府 ， 这 座 历史 名 城 产 生 过 大 哲学 
家 康德 和 大 数学 家 希 尔 伯 特 。 普 雷 格 尔 河 横贯 哥 尼斯 堡 城中 ， 
其 上 有 七 座 桥 ， 如 下 图 所 示 。 


问题 是 ， 我 们 能 否 散步 经 过 每 一 座 桥 ， 而 且 只 经 过 一 次 。 
欧 拉 证 明 这 不 可 能 。 他 的 数学 才能 就 表现 在 他 把 这 问题 化 成 上 


图 中 右 图 的 形式 ， 热 后 证 明 不 存在 一 笔画 法 把 这 图 画 出 。 
361 


2.2 平面 布线 问题 


另外 一 个 拓扑 性 质 的 问题 是 ， 一 个 线路 能 否 布 在 平面 上 而 
不 自 相 交叉 。 这 类 问题 称 为 嵌入 问题 ， 如 下 图 中 A，B 两 个 
线路 图 就 无 法 布 在 平面 上 而 不 自 相交 又 。 但 是 C 这 样 的 桥 形 
线路 就 可 以 通过 把 一 条 对 角 线 移 到 正方 形 外 面 而 不 自 相 交叉 
(如 图 DD)。 因 此 C 可 以 布 在 平面 上 ，A，B 就 不 行 《 要 不 交 
又 就 要 用 分 层 、 穿 孔 等 办 法 弄 到 空间 去 ， 线 路 画 起 来 、 看 起 来 
都 麻烦 )。 现 化 的 电路 十 分 复杂 ， 你 当然 希望 知道 它 能 不 能 布 
在 平面 上 而 不 自 相交 叉 ， 这 就 要 人 千 拓 扑 学 了 。1930 年 ， 波 兰 
数学 家 库 拉 托 夫 斯 基 (Kuratowski, Kazimierz, 1896—1980) 
证 明 ，A，B 两 图 是 一 个 图 不 能 能 人 到 平面 中 去 的 仅 有 障碍 。 
也 就 是 说 ， 一 个 图 能 够 杠 入 到 平面 中 去 的 充分 必要 条 件 是 它 不 
含有 像 4 AB 那样 的 部 分 图 。 


os 


2.3 ”多 面体 的 欧 拉 公 式 


欧 拉 公式 是 多 面体 的 顶点 数 、 楼 数 和 面 效 之 间 的 一 个 关 
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系 。 尽 管 多 面体 可 以 于 变 万 化 ， 这 个 关系 却 一 定 满足 ， 也 就 是 
这 个 关系 反映 了 多 面体 的 本 质 的 拓扑 性 质 。 

正 多 面体 是 最 早 的 研究 对 象 。 对 于 任何 正 多 面体 ， 若 用 
V 表示 顶点 数 ，E 表示 楼 数 ， 下 表示 面 数 ， 那 么 我 们 数 一 下 ， 
就 可 以 得 出 下 面 的 表 ; 


Es mt Y E F 
正四 面体 ”4 6 

正六 面体 8 12 6 
正八 面体 6 12 8 
正 十 二 面体 20 30 12 
正二 十 面体 12 30 20 


尽管 这 些 数 目 各 不 相同 ， 却 可 以 发 现 ， 玉 一 E+ 下 RSF 2, 
这 是 不 是 巧合 呢 ? 进一步 研究 更 复杂 的 多 面体 ， 发 现 这 公式 也 
对 。 管 卡尔 是 知道 这 个 公式 的 。1750 年 ， 欧 拉 首 先 宣布 他 发 
现 这 个 公式 ， 随 后 又 给 出 了 一 个 证 明 。 尽 管 他 的 证 明 不 对 ， 这 
个 公式 后 来 还 大 被 称 为 欧 拉 公式 。 对 于 某 些 特殊 情形 ， 有 些 数 
学 家 证 明了 这 个 公式 * 但 是 在 1813 年 ， 瑞 二 数学 家 路 易 耶 
(LEHuilier，Sinmnon-AntaineJean，1750 一 1840) 发 现 欧 拉 公 式 
并 非 对 任何 过 面体 都 成 立 。 比 如 ， 一 个 正 立 方 体 中 挖 去 一 个 小 
的 立方 体 ， 数 一 下 就 知道 V-E+F=4 (AA); 要 是 把 小 立 
方位 上 下 都 控 通 . (AB), AV-E+F=0, 

那么 欧 拉 公式 在 什么 条 件 下 才 成 立 呢 ? 经 过 许多 数学 家 研 
守 ， 发 现 只 要 多 面体 是 实心 的 《里 面 没有 空洞 )， 只 有 一 个 外 


表面 ， 并 且 这 个 表面 可 以 变形 成 为 球面 ， 那 么 欧 拉 公式 就 成 
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立 。 像 下 面 图 B 那样 的 多 面体 ， 只 有 一 个 外 表面 ， 而 且 外 表 
面 可 以 变形 为 环 面 (和 瞧 腑 相似 )， 那 么 不 管 多 面体 如 何 变形 ， 
都 有 V-E+F=0. 


2.4 Sew 


几何 学 中 最 简单 的 概念 是 曲线 ， 但 是 在 拓扑 学 里 ， 有 曲线 并 
不 太 好 定义 。 法 国 著名 数学 家 若 尔 当 在 1882 年 用 参数 方程 加 
Wet: 曲线 是 平面 上 的 点 集 ， 其 举 标 是 参数 + 的 连续 函数 

x= $#(t), 

y= ole), 
t ERF la, b) 取 值 。 所 以 若 尔 当 定义 下 的 向 线 无 非 是 区 
间 的 连续 。 曲 线 两 端 连 在 一 起 就 是 闭 曲 线 。 如 果 闭 曲线 没有 自 
交点 ， 财 称 为 简单 闭 曲线 。 简 单 闭 曲 线 实际 上 是 四 的 连续 象 。 
MRERRAMRAER RRL, SREB, HR 
的 长 度 及 包围 的 面积 可 以 改变 。 BRT, EAH 
站 性 质 不 会 改变 。 其 中 曲线 的 一 个 拓 站 性质 从 直观 上 极为 显 
R. PRL-RMBAMA C 恰好 把 平面 分 成 两 个 区 域 ， 一 
牛 是 内 部 ， 一 个 是 外 部 ， 它 们 均 以 C 为 边界 。 这 样 ， 平 面 上 
的 点 分 成 两 类 : CAMKHAAC 外 部 的 点 。 同 一 类 中 任意 两 
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点 都 能 用 一 条 不 与 C 相交 的 曲线 相连 接 ， 而 连接 分 属 两 类 的 
点 的 曲线 必定 与 C 相交 。 而 且 ， 这 两 个 区 域 一 个 是 有 界 的 ， 
一 个 是 无 界 的 。 对 于 有 界 区 域 中 任何 一 点 +， 以 及 C 上 任何 
一 点 zx0， 总 可 以 连接 一 条 简单 弧 以 x Ray 为 端点 ， 且 除了 xn 
之 外 ， 整 个 弧 都 在 有 界 区 域 之 内。 这 称 为 舍 同 夫 利 斯 定理 。 

由 于 这 个 定理 直观 上 很 显然 ， 一 直到 车 尔 当 才 认 识 到 有 必 
要 正式 表述 这 个 定理 并 如 以 证 明 。 若 尔 当 的 证 明 非常 长 而 且 复 
杂 ， 后 来 还 发 现 其 中 有 问题 ， 最 主要 是 许多 直观 的 概念 ， 特 别 
是 曲线 和 内 部 、 外 部 这 些 概念 需要 更 严密 的 分 析 ， 拓 扑 学 就 是 
考虑 这些 问题 的 。 

由 于 何 题 的 复杂 性 ， 若 尔 当 曲线 定理 一 直 芭 1905 年 才 由 
美国 数学 家 维 布 仑 (Veblen, Oswald, 1880—1960) 首先 严格 
证 明 。 这 个 定理 很 快 推广 到 高 维 ，# 维 欧 儿 里 得 空间 R 中 
(n-1) 维 子 流 形 如果 同 胚 于 《xn -1)》 ÆRE S* 1， 也 把 R” 
> RRS, RFR RRR HAW. RMS RH 
DBA n = 3 OE, HR MERA MM (Brouwer, 
Luitzen Egbértus Jan, 1881—1966) 证 明 一 般 的 情形 。 

库 拉 托 夫 斯 基 证 明了 强化 的 合 恩 夫 利 斯 定理 ， 存 在 一 个 由 
闭 单位 元 D HAE, CE DD 的 边界 5S’ 映 到 C 上 ， 把 5' 内 部 
RPC 的 内 部 上 。 但 这 定理 在 高 纵情 形 是 错 的 。 作 为 反例 ， 
SE He H.R WG he CAlexander, James Waddell, 1888— 
1971) 举 出 他 那 闭 各 的 “角球 ”。 


2.5 单 侧 曲面 
1. Bit SW (Mobius, August Ferdinand, 1790—1868) 


# : 
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葛 比 乌 斯 带 是 最 简单 的 单 侧 的 有 边缘 曲面 。 双 侧 曲 面 与 单 
侧 曲面 有 明显 的 不 同 。 设 想 曲 面 是 由 薄 有 做 成 的 。 如 果 从 薄膜 
的 一 侧 出 发 存在 一 条 道路 到 达 曲 面 的 舅 一 侧 ， 中 途 不 允许 越过 
按 综 ， 也 不 允许 穿 过 荡 膜 ， 那 么 这 种 曲面 称 为 单 侧 曲 面 ， 否 则 
称 为 双 侧 曲面 。 另 一 个 特征 是 双 侧 曲面 ， 我 们 总 可 以 分 成 内 外 
两 面 ， 各 涂 上 一 种 颜色 ， 例 如 红色 和 蓝 色 ， 它 们 不 会 相 混 ， 而 
单 侧 曲面 只 能 涂 上 一 种 颜色 。 

莫 比 急 斯 带 在 日 常生 活 中 也 可 见 到 ， 当 把 皮带 扭 个 弯 再 播 
到 孔 中 ， 就 得 到 一 个 莫 比 乌 斯 带 ， 这 时 你 会 发 现 皮带 的 反面 翻 
到 上 面 来 。 更 具体 的 做 法 是 : 找 一 张 细 长 的 长 方形 纸 条 
ABCD (如 下 图 ), 如果 把 两 边 AB 和 CD 粘 起 来 ,使 4 SDE 
合 ,B 与 C 重合 , 则 得 到 一 圈 简 形 带 .正确 的 皮带 也 是 这 样 的 ， 
它 有 一 个 正面 , 一 个 反面 ， 可 以 涂 上 两 种 不 同 的 颜色 。 可 是 要 
在 两 端 粘 在 一 起 之 前 ， 扭 转 180"， 使 得 A 与 C 重合 ， 归 与 局 

合 ， 就 得 到 黄 比 乌 斯 带 ， 显 热 这 种 曲面 是 单 倒 的 。 小 虫 沿 闭 
PP 直线 门 行 时 ， 它 不 越过 边 乡 就 从 一 仙 朴 到 另外 一 侧 。 


莫 比 鸟 斯 带 和 图 简 形 厘 还 有 两 个 明显 的 不 同 之 处 ， 

(1) MAER PP 前 开 后 成 为 两 个 贺 简 形 带 ， 而 莫 比 乌 
斯 带 沿 PP 剪 开 后 还 是 连 在 一 起 ， 成 为 更 大 的 莫 比 乌 斯 带 。 

(2) 加 简 形 送 的 边缘 是 两 条 闭 曲 线 〔 贺 周 )， 而 莫 比 乌 斯 
带 的 边缘 只 是 一 条 闭 曲 线 。 

单 侧 曲面 为 我 们 引进 一 种 最 重要 的 拓扑 性 质 一 一 可 定向 
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性 。 一 个 曲面 的 可 定向 性 ， 是 指 整 个 曲面 都 存在 一 种 相互 谐 和 
一 致 的 方向 规定 ， 这 种 规定 不 能 由 点 在 曲面 上 的 移动 而 破坏 。 
在 莫 比 乌 斯 带 上 ， 我 们 在 PP 可 以 规定 一 个 z 轴 ， 方 向 沿 PP’ 
的 走向 ， 而 y 轴 方 向 是 垂直 于 xz 轴 和 且 从 <z MEy 轴 是 逆 时 针 方 
向 的 ， 那 么 在 它们 相交 之 处 的 点 周围 的 小 闭 曲线 都 是 逆 时 针 方 
向 的 。 但 是 ， 再 次 走 到 P =P 点 时 ， 这 个 定向 反 了 过 来 ， 小 
Aa TERM, RS y 轴 由 向 上 变 成 
向 下 。 这 种 现象 在 圆 简 形 带 或 球面 上 是 不 存在 的 ， 这 些 曲 面 称 
为 可 定向 的 。 因 此 ， 不 可 定向 性 与 单位 性 是 同一 拓扑 性 质 。 

把 两 条 葛 比 乌 斯 带 沿 敬 边 界 粘 接 起 来 就 成 为 克 莱 因 瓶 (如 
图 )。 克 莱 因 抠 也 是 一 个 单 侧 曲 面 。。 KEEN, MEAM 
面 的 不 同 之 处 在 于 ， 环 面 有 里 、 外 两 面 ， 一 个 小 虫 在 外 面 息 
时 ， 水 远 也 访 不 到 里 面 去 ; 可 是 看 看 克 莱 因 瓶 ， 它 上 面 的 小 由 
可 以 从 里 想到 外 ， 又 内 外 息 到 里 ， 一 句 话 ， 这 是 一 个 不 分 里 外 
面 的 曲面 《所 以 称 为 单 侧 曲 面 )。 一 个 双 侧 曲面 ， 一 个 单 侧 曲 
面 ， 差 别 如 此 之 大 《〈 当 然 不 能 祖 互 变形 )， 可 是 欧 拉 一 庞 加 莱 
示 性 数 却 相等 ， 都 是 0。 


2. 射影 平面 
平面 上 通过 原点 的 所 有 直线 构成 了 一 个 一 维 空间 ， 称 为 身 
影 直线 。 它 到 底 是 什么 样 呢 ? 如 果 我 们 用 一 个 点 来 代表 一 条 直 


线 的 话 ， 它 就 是 一 个 图 周 ， 因 为 每 一 条 直线 都 与 一 个 圆周 交 于 
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一 条 直径 的 两 个 端点 ， 因 此 这 两 个 点 就 代表 这 条 直线 ， 把 这 两 
点 粘 合 在 一 起 看 成 一 人 点， 也 就 得 到 一 个 半圆 ， 把 两 端 粘 起 
来 ， 它 仍然 是 一 个 圆周 ， 因 此 固 周 就 是 一 维 射影 直线 的 图 象 ， 
只 不 过 这 时 以 点 为 元 素 了 。 

射影 平面 是 和 通过 三 维 空间 中 所 有 通过 原点 的 直线 构成 的 ， 
我 们 如 法 炮制 ， 它 相当 于 把 单位 球面 的 直径 对 预 点 粘 在 一 起 构 
成 的 曲面 ， 这 个 曲面 可 不 再 是 妹 面 了 ， 而 是 射影 平面 。 

射影 平面 可 以 通过 干 半 球面 加 上 赤道 直径 对 顶点 粘 合 而 
成 。 我 们 把 赤道 用 四 边 形 ABCD 表示 ， 目 的 是 把 AB 与 CD 精 
合 ，D4 与 BC HA. WE, RRA ACH, BAD hi 
F, MEE AMC, BADE, mA 4B 和 CDP，PA 
和 BC 相 重 合 ， 这 样 就 得 到 自 交 于 一 条 直线 的 闭 曲面 ， 它 就 是 
射影 平面 。 看 起 来 它 签 球面 ， 但 它 不 是 妹 面 。 如 果 我 们 切 掉 下 
半 部 分 ， 我 们 得 到 的 是 一 个 交叉 帆 ， 它 是 又 一 个 莫 比 乌 斯 带 的 
模型 。 央 此 射影 平面 也 是 单 侧 曲面 ， 奴 不 可 定向 曲面 。 

RRA -RARVRAATH A. BRIN FENE 
(Boy, W.) #H—-THE ER, ERETTA, HHRABR 
留 ， 这 实际 上 是 不 能 去 掉 的 。 要 起 造 出 又 没有 奇 点 ， 叉 没有 自 
交 线 的 射影 曲面 只 有 到 四 维 空间 才 行 。 而 且 我 们 可 以 给 出 四 维 
Sil (x，y，z，t) 中 射影 平面 的 代数 方程 ， 即 

yar tyt z272 = yet, 
Pos t?) = aeto 

2.6 曲面 的 拓扑 分 类 

从 拓扑 上 看 ， 曲 面 可 以 分 为 三 类 : 开 曲 面 ， 有 边缘 曲面 ， 


彻 曲面 。 其 中 开 曲 面 非 常 复杂 ， 还 不 能 完全 分 类 。 有 边缘 曲面 
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则 依赖 于 闭 曲 面 的 分 类 。 而 经 过 长 时 期 的 努力 ， 数 学 家 对 于 无 
边缘 的 封闭 曲面 可 以 给 出 一 个 完满 的 拓扑 分 类 ， 这 是 数学 中 很 
少儿 个 漂亮 的 结果 之 一 。 

在 分 类 过 程 中 通常 是 找 区 列 不 同 曲面 的 拓扑 性 质 及 拓扑 不 
变量 ， 当 把 这 些 性 质 和 不 变量 找 完全 时 ， 拓 扑 分 类 也 就 完成 
了 。 幸 好 ， 闭 曲面 的 拓扑 不 变量 只 有 一 个 ， 这 就 是 欧 拉 -- 庞 加 
莱 示 性 数 XY， 它 可 以 从 前 分 得 出 ， 即 

X = WAM -楼 数 + 面 数 。 
它 同 直观 的 拓扑 不 变量 一 一 亏 格 g 也 有 关系 

Y=2-2e. 
区 别 闭 曲 面 的 拓扑 性 质 是 可 定向 性 , -也 就 是 它 是 双 侧 曲面 还 是 
单 侧 曲面 。 因 此 ， 闭 曲面 分 成 两 个 系列 ， 它 们 可 以 通过 标准 的 
方法 造 出 来 。 

对 于 定向 的 亡 蓝 面 ， 我 们 可 以 从 球面 出 发 ， 加 上 着 干 环 柄 
构成 。 环 梢 可 以 看 成 两 头 开 着 的 贺 管 ， 在 球面 上 开 两 个 固 孔 ， 
再 把 贺 管 两 端 分 别 与 这 两 个 图 筷 粘 在 一 起 ， 这 样 就 得 到 了 一 个 
孔洞 的 环 面 ， 它 的 亏 格 为 1， = 0。 同 样 在 球面 上 其 它 地 方 再 
开 两 个 国 孔 ， 再 接 上 一 个 环 柄 ， 就 可 以 得 到 两 孔 的 环 面 。 总 
之 ， 所 有 定向 曲面 都 可 以 采用 这 个 方法 在 球面 上 安装 若干 环 柄 
构成 ， 它 们 的 环 柄 数 =g， 而 y=2-2g. 

不 可 定向 曲面 也 可 以 如 法 炮制 ， 不 过 这 一 次 在 球 画 上 开 的 
贺 筷 上 安装 的 不 是 环 酉 ， 而 是 莫 比 乌 斯 带 。 由 于 英 比 乌 斯 带 是 
一 头 封 死 的 交叉 帆 ， 话 以 它 的 边 是 一 个 贺 周 ， 因 此 在 球面 上 每 
个 贺 孔 上 都 可 以 安装 一 个 交 义 帆 。 在 球面 上 安装 一 个 交叉 帼 就 
EHETE x = 1， 安 装 两 个 交叉 帐 就 是 克 华 因 瓶 (X = 0)， 


因此 安装 n 个 交叉 帽 的 不 可 定向 曲面 x 一 2 一 *。 
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BE Sr Ag a at A a De a YF e, 
AHHHCRAVER. ATALKA, CR, ROR 
T SER ARE RE Sb, BORIS AA HHE. 

A EO — TURE AE Bh, 球面 与 环 面 有 很 大 的 差别 ,最 明显 
的 就 是 环 面 有 一 个 空洞 而 妹 夯 没有。 因此, 如果 不 准 据 杯 、 烙 
合 ,由 一 个 球 胎 是 不 能 变形 成 轮胎 的 . 反 过 来 ,轮胎 也 不 能 变形 
成 球 胎 。 这 反映 出 它们 的 拓扑 性 质 有 着 本 质 的 差别 , 曲面 上 的 
这 个 空洞 数 是 曲面 最 重要 的 拓扑 不 变量 , KATH, 用 g 表示 。 
球面 的 专 格 为 0, 轮胎 面 的 气 烙 为 1, 显然 还 可 以 造 出 g =2, g = 
3 等 封闭 曲面 , 它们 具有 s 个 空洞 , 曲面 的 拓扑 性 质 都 与 g 有 
关 。 

我 们 来 看 一 下 球面 与 环 面 的 差别 。 在 球面 上 画 一 个 轿 图 ， 
“你 会 发 现 ， 它 可 以 在 球面 上 连续 变形 ， 最 后 缩 成 一 点 ， 这 个 性 
质 称 为 单 连通 。 但 是 在 环 面 上 ， 不 是 所 有 的 册 围 都 能 这 样 连 续 
地 变形 。 例 如 ， 当 这 个 圆 是 绕 环 面 的 图 时 就 不 能 缩 为 一 点 ， 因 
此 ， 环 面 不 是 单 连通 的 。 为 了 描述 单 迷 通 性 ， 旋 加 莱 引 进 一 个 
拓扑 不 变量 一 -基本 群 ， 用 xi RR. Bm =O, Re 
单 连通 的 ， M 0n 时 则 不 县 单 连通 的 。xt BER, RARE 
与 单 连 通 差 而 越 大 。- . 

另外 一 个 拓扑 性 质 是 分 割 性 。 一 个 贺 总 可 以 把 球面 分 成 两 
块 ， 它 们 互 不 连通 、 但 都 以 这 个 较为 边界 。 但 是 ， 一 个 圈 不 一 
定 能 把 环 面 分 成 两 块 ， 例 如 把 自行 车 轮胎 垂直 剪断 ， 它 没有 变 
成 两 段 ， 还 是 一 段 ， 只 不 过 变 成 一 个 这 管 。 两 个 加 有 时 也 不 
行 ， 但 是 ， 要 是 在 环 面 上 再 剪 一 个 圆圈 ， 那 么 任意 这 样 三 个 图 
图 一 定 可 以 把 环 面 分 成 两 块 ( 薄 两 块 以 上 )。 这 个 发 现 很 有 一 
般 性 ， 对 于 有 g 个 空洞 的 环 面 存在 2g 条 闭 曲 线 ， 不 能 把 这 个 
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环 面 分 成 两 块 ， 但 任意 2g + 1 条 闭 曲线 总 可 以 把 亏 格 为 g 的 
环 面 分 成 两 块 。 因 此 我 们 把 2g + 1 称 为 曲面 的 连通 度 ， 这 就 
是 说 ，g 越 大 ， 把 它们 前 分 开 越 困难 。 

同样 ， 对 于 有 s 个 空洞 的 环 面 来 说 ， 虽 然 我 们 在 环 面 上 
能 画 2g 条 闭 曲 线 ， 但 最 后 环 面 还 连 成 一 片 ， 但 是 2g 条 闭 曲 
线 必定 是 相交 的 。 要 想 半 曲线 下 不 相交 ， 叉 能 使 划分 结果 连 成 
一 片 ， 最 多 只 有 g 条 闭 上 曲线 ， 多 了 就 一 定 相交 。 


2.7 四 色 问 题 


四 色 问 题 ， 在 平面 或 球面 上 绘制 世界 或 全 国 地 图 ， 使 得 相 
分 的 国 或 省 涂 土 不 同 的 颜色 来 加 以 区 别 ， 问 景 少 需要 使 用 多 少 
种 颜色 。 在 上 一 世纪 就 已 经 证 明 ，5 RAT. HA 4 种 
颜色 也 足够 。1976 年 吗 肯 (Haken, Woligang, 1928—) 和 阿 
佩 尔 (Appel，Kenneth》 人 借助 计算 机 证 明了 这 个 四 色 猜 想 ， 引 
起 世界 豪 动 。 为 什么 说 这 个 问题 是 拓扑 性 质 的 呢 ? 因为 四 色 狂 
想 只 对 平面 、 球 面 上 的 地 图 成 立 ， 但 是 对 于 环 面 〈 内 胎 表 面 ) 
- 上 的 地 图 就 不 对 了 。 可 以 证 明 ， 在 环 面 上 绘制 地 图 至 少 需要 7 
种 颜色 (如 图 )， 这 是 因为 球面 和 环 面 在 拓扑 上 不 一 样 ， 也 就 
是 说 ， 你 把 球面 拉 拉 扯 扯 ， 只 要 不 破 ， 不 粘 上 其 它 东 西 ， 它 可 
以 变 大 、 变 小 、 变 长 、 变 山 ， 但 还 是 个 球面 ， 总 也 变 不 成 环 
面 ; 反 过 来 ， 环 面 经 过 弹性 变形 之 后 也 变 不 成 球面 。 这 样 我们 
就 说 它们 在 拓扑 上 不 一 样 ， 在 它们 之 上 绘制 地 图 所 需 最 小 的 数 
目 一 一色 数 ， 也 就 成 为 反映 这 两 类 曲面 拓扑 性 质 的 数量 了 。 拓 
扑 学 告诉 我 们 怎样 找 一 些 数量 来 区 别 开 在 拓扑 上 不 一 样 的 图 
形 ， 并 且 把 它们 加 以 分 类 。 
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TA PEMA PES CE AAA’, BAB RS), A 
边 和 右边 谷 合 CHC, DAD, EME 重合 )， 这 就 得 
到 一 个 环 面 上 的 地 图 ， 这 个 地 图 必须 用 7 种 颜色 才 行 。 
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3 ”拓扑 学 的 早期 历史 


首先 把 拓扑 学 界定 为 研究 这 类 性 质 的 学 科 的 是 莱 布 尼 获 。 
1679 年 他 用 位 置 用 何 (geometria situs) HRM, (thse 
有 具体 的 结果 。 第 一 个 实质 性 的 反映 拓扑 性 质 的 拓扑 不 变量 是 
凸 多 面体 的 欧 拉 示 性 数 、 也 就 是 任何 凸 儿 面体， 顶点 数 一 楼 数 
+ 面 数 =2， 这 个 公式 被 称 为 欧 拉 公式 。 实 际 上 ， 在 1752 年 欧 
拉 发 表 这 个 公式 的 证 明之 前 ， 笛 卡尔 在 1620 年 也 知道 这 个 公 
A, HAEREA HA ERE RHE, 8) 1860 年 才 为 
数学 史家 知道 。 有 些 数学 史家 认为 ， 阿 基 洲 德 也 可 能 知道 这 个 
公式 ， 关 为 归根 铺底 ， 古 希腊 对 多 面体 有 相当 研究 。 不 过 ， 所 
有 这 些 研究 并 没有 涉及 其 拓扑 不 变性 。 因 此 ， 直 到 19 世纪 末 ， 
这 个 公式 都 在 多 面体 的 几何 学 框架 中 加 以 讨论 。 从 历史 观点 看 
问题 ， 此 过 程 中 ， 在 认识 上 也 曾 取 得 许多 进步 ，19 世纪 初 把 
欧 拉 公 式 推广 到 非 凸 多 面体 ， 更 重要 的 是 ， 其 后 不 久 推 广 到 有 
孔 的 多 面体 ，1863 年 莫 比 乌 斯 推广 到 任意 可 定向 曲面 ，19 世 
纪 50 年 代 起 ， 推 广 到 任意 高 维 多 面 体 一 一 多 胞 形 ( polytope )。 

总 之 ， 虽 然 找到 了 拓扑 不 变量 ， 并 且 还 有 许多 数学 家 通过 
它 对 多 面体 进行 分 类 ， 但 终究 没有 找到 拓扑 学 合适 的 对 象 及 问 
题 。 


1736 FRR EPEC, he Ae hA th, 
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这 类 一 笔画 问题 以 及 地 图 最 小 着色 数 {平面 及 球面 上 4 种 颜色 
AS, WERMLEE7 种 不 同 颜色 )、 图 是 否 可 能 人 在 平 
APS MAR LESH, GRESHAM. 

另外 一 类 一 维 图 形 的 问题 是 纽 结 与 环 结 ， 即 一 个 或 多 个 圆 
SER (三 维 空间 ) RS (三 维 球面 ) PHRA (E) 
问题 。 这 类 问题 在 19 世纪 已 有 很 多 研究 ， 最 近 更 是 有 重大 发 
展 及 应 用 ， 不 过 在 当时 同样 没有 “拓扑 的 ”意识 。 可 是 ， 正 是 
这 些 对 象 的 理论 成 为 第 一 部 以 “拓扑 学 ”命名 的 专著 的 主要 内 
Bo 这 部 著作 是 1847 年 出 版 的 李斯 亭 〈Listing，Johann 
Benedikt, 1806—1882) 的 《拓扑 学 引 论 》， 其 后 拓扑 一 词 在 
BF Peer we. 

真正 把 拓扑 意识 带 给 数学 的 是 黎明。 获 曼 几乎 可 以 民 堆 庞 
加 莱 成 为 拓扑 学 的 英 基 人 人。 他 已 经 有 比较 明确 的 拓扑 对 象 可 
定向 曲面 )、 重 要 的 问题 (RHR) 以 及 处 理 问题 的 方 
法 《机 截 方法 )， 而 且 赔 满 地 解决 了 这 个 问题 ， 对 于 复 分 析 和 
代数 函数 论 【 代 教 几何 的 前 血 》 起 着 划时代 的 作用 。 只 不 过 他 
HERS AM, LBRO (无 疑 这 是 分 析 的 一 大 成 就 )， 
而 没有 推陈出新 ， 扩 大 战果 ， 建 立 一 般 流 形 的 拓扑 学 ， 因 此 答 
受 的 隐 蕊 在 分 析 怕 后 的 拓扑 学 即使 建成 一 个 曲面 的 拓扑 学 也 还 
需要 许多 数学 家 半 个 多 世纪 的 补充 工作 ， 其 中 包括 下 述 开 方 
面 ; . -o o. 
(1) 19 世纪 60 年 代 ， 得 出 表示 曲面 的 正则 形式 ， 并 运用 
它 解 决 可 定向 曲面 的 分 类 问题 。 

(2) 1858 年 莫 比 乌 斯 等 人 独立 发 现 不 可 定向 曲面 一 站 
比 乌 斯 带 ，1874 年 克 菜 因 引 入 克 莱 因 撕 ， 它 是 不 可 定向 的 闭 
曲面 ， 可 以 看 成 两 条 莫 比 乌 斯 带 沿 边 烙 在 一 起 而 成 。 大 约 同 
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时 ， 引 入 另 一 个 不 可 定向 闭 曲 面 一 一 射影 平面 。 

(3) 1877 AE, w B38 (Clifford, William King, 
1845—1879) MARAI ee tH BC, BEE OT Fa 
曲面 可 以 通过 在 球面 上 安装 若干 环 柄 和 若干 个 交 丸 帽 ( 莫 比 乌 
斯 带 ) 构成 。 

(4) 证 明 闭 曲面 的 分 类 定理 ， 严 帘 的 拓扑 证 明 经 历 半 个 多 
世纪 到 20 世纪 初 才 完成 。 

紧 曲 面 的 拓扑 学 为 以 后 的 拓扑 学 树立 了 一 个 典范 。 我 们 知 
道 全 组 的 不 变量 ; 可 定向 性 ， 欧 拉 示 性 数 Y， 如 果 有 边缘 的 
话 ， 还 要 加 上 边缘 的 数目 ， 而 且 通 过 全 组 不 变量 得 到 它们 的 完 
全 分 类 。 

1895 年 ， 当 时 最 伟大 的 数学 家 庞 加 莱 发 表 他 的 主要 论文 
《位 置 分 析 》， 共 120 页 ， 这 篇 大 论文 连同 其 后 发 表 的 5 篇 补充 
(1899, 1900, 1902, 1902, 1904) 共同 构成 组 合 拓 扑 学 的 证 
要 骨架 ， 从 而 宣告 这 门 新 学 科 的 诞生 。 

放 加 莱 作 为 有 史 以 来 最 有 影响 的 大 数学 家 之 一 ， 开 创 了 许 
多 新 领域 。 在 每 一 个 新 领域 ， 他 都 相当 完整 地 建立 一 个 体系 ， 
以 至 几 十 年 后 还 是 一 个 典范 。 他 的 思想 是 如 此 卓绝 且 超 越 时 
K 以 至 于 其 后 的 进展 不 仅 遵循 他 所 指出 的 道路 , 而 且 许 多 他 
没 能 克服 的 困难 一 直 留 到 今天 。 他 建立 的 微分 方程 定性 理论 、 
动力 系统 理论 以 及 分 形 和 混沌 等 概念 ， 近 年 来 又 成 为 大 热门 ， 
而 司 极 限 环 理 论 ， 经 过 100 多 年 的 反 反 复 复 ， 并 没有 推进 太 
EF 

席 加 莱 的 拓扑 学 工作 源 于 他 的 定性 理论 以 及 天 体力 学 等 的 
工作 ， 其 核心 思想 是 ， 在 许多 情况 下 ， 我 们 不 可 能 求 出 精确 


解 ， 这 时 我 们 可 以 通过 定性 的 或 较为 粗粮 的 方法 抓 住 解 的 本 质 
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特征 ， 而 括 扑 学 实际 上 就 是 反映 诸如 流 形 的 这 类 最 基本 、 最 普 
通 的 特征 的 。 庞 加 莱 对 拓扑 学 的 贡献 可 以 概括 如 下 ， 

(1) 以 一 般 流 形 以 及 把 它们 三 角 齐 分 之 后 构成 的 复合 形 为 
拓扑 学 的 研究 对 象 。 

(2) 对 n 维 流 形 建立 一 般 的 欧 控 公式 ， 从 而 把 欧 拉 东 性 
数 x 推广 到 一 般 情 形 。 

(3) 一 般 维 的 流 形 拓 扑 分 类 当然 极为 困难 ， 远 不 像 曲 面 郑 
样 ， 由 x 及 可 定向 性 就 可 以 概括 。 为 此 庞 加 莱 引 进 新 的 拓扑 
不 变量 ， 其 中 最 主要 的 是 同调 和 基本 群 。 

同调 不 变量 主要 是 贝蒂 数 和 挠 系数 。 对 于 n 维 流 形 ， 对 
FH gq, 1<g<n-1, BX g 维 贝 蓝 数 上。1900 年 ， 他 首先 
引进 措 系 数 ， 虎 加 莱 还 通过 “关联 矩阵 ”给 出 它们 的 计算 方 
法 。 

在 1895 年 的 论文 中 ， 他 首先 引进 非 数 值 的 不 变量 一 一 基 
ER ro m 在 拓扑 学 乃至 许多 数学 领域 有 着 根本 的 重要 性 。 

(4) 对 定向 闭 n 维 流 形 证 明 一 般 性 定理 一 一 虎 加 莱 对 侦 
EH: 只 = 百 _，，1 扫 有 委 2 一 1， 它 可 以 说 是 流 形 论 的 基本 定 
理 。 

席 加 莱 建 立 了 组 合 拓扑 学 的 基础 。 当 然 ， 要 使 它 成 为 一 门 
充满 生命 力 的 学 科 ， 它 必须 有 一 系列 同 题 ， 其 中 有 些 也 是 庞 加 
莱 给 我 们 留 下 的 。 

(1) 流 形 的 揪 扑 分 类 问题 。 庞 加 莱 首 先 考虑 的 是 仿照 曲面 
的 拓扑 分 类 来 分 类 三 维 流 形 。 虎 加 莱 已 经 知道 ， 有 相同 贝蒂 数 
的 三 维 流 形 有 无 穷 多 互相 不 同 肛 ， 间 样 有 相同 同调 的 也 不 下 一 
种 。 这 样 许 加 菜 犹 想 ， 同 调 加 上 基本 群 也 许 是 不 变量 完全 组 。 
席 加 莱 生 前 既 没 能 证 明 也 没 能 否 证 。1919 年 美国 数学 家 亚 历 

376 


山大 举 出 反例 ， 他 举 出 两 个 楼 镜 空 间 ， 它 们 的 同调 及 xi 对 应 
相等 ， 但 不 同 肽 。 这 宣告 三 维 流 形 间 题 极端 困难 。 时 至 今日 ， 
甚至 更 菇 本 的 问题 ， 如 府 加 芋 猪 想 一 一 三 维 单 连通 (xi = 0) 
的 闭 流 形 必 同 胚 于 S;， 也 尚未 得 到 证 明 或 反 证 。 拓 扑 学 的 发 
展 转向 更 一 般 问题 。 

(2) 基础 问题 。 正 如 数学 许多 分 支 一 样 ， 庞 加 荣 的 拓扑 学 
许 客 基 础 问题 ， 并 没有 严密 的 证 明 。 例 如 ， 贝 著 数 、 挠 系数 、 
基本 群 的 拓扑 不 变性 ， 到 1915 年 亚历山大 才 证 明 同 调 的 拓扑 
不 变性 。 又 如 ， 拓 扑 不 变性 与 组 合 不 变性 的 关系 问题 。 虎 加 莱 
所 使 用 的 是 三 角 训 分 组 全 方法， 他 自然 提出 ， 流 形 上 是 否 都 存 
在 三 角 放 分， 以 政 主 猜想 (Hauptvermutung), MATAA E 
否 存 在 同 构 的 子 前 分 。 这 个 问题 也 是 经 过 60 多 年 才 解 决 。 

庞 加 莱 创 立 的 组 合 方法 的 有 效 性 不 容 置 矣 ， 但 是 组 合 与 拓 
扑 之 间 还 有 一 条 鸿沟 ， 组 合 方法 的 合法 性 有 待 证 明 。 建 立 这 个 
基础 的 是 荷兰 数学 家 布 劳 威 尔 ， 在 1909 年 到 1913 年 短 短 5 年 
闻 ， 他 创立 单 形 所 近 方 法 来 证 明 拓扑 不 变性 ， 其 中 特别 证 明 维 
数 的 拓扑 不 变性 ， 区 域 的 拓扑 不 变性 ， 并 严格 证 明 若 尔 当 定理 
及 其 推广 。 

布 劳 威 尔 首 先 把 前 人 所 忽视 的 拓扑 学 的 另 一 惨 一 一 拓扑 映 
射 理论 创建 起 来 ， 他 证 明了 连续 映射 的 不 动 点 定理 ， 建 立 了 映 
射 的 拓扑 度 理论 ， 由 此 产生 的 两 个 分 支 不 仅 在 理论 上 是 巨大 帘 
破 ， 而 且 在 应 用 上 至 关 重 要 。 例 如 ，1967 年 创立 的 不 动 点 的 
算法 是 数理 经 济 学 一 大 进展 。1926 FSM RK (Lefschetz, 
Solomon, 1884—1972) 得 出 著名 的 莱 夫 谢 兹 不 动 点 公式 。 

影响 拓扑 学 发 展 的 另 一 个 理论 是 讶 加 莱 在 1881 年 引进 的 


向 量 场 的 指标 概念 及 公式 。1911 年 布 劳 威 尔 将 其 推广 到 S 
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+, 1925 年 稚 普 夫 将 其 推广 到 任意 紧 流 形 之 上 。 

本 世纪 20 年 代 ， 伟 大 的 女 数 学 家 EE: 诺 特 开 创 了 抽象 代数 
这 个 船 新 的 领域 ， 她 启发 拓扑 学 家 ， 为 什么 一 定 要 把 拓扑 不 变 
量 都 状 成 一 个 一 个 数 呢 ? 为 什么 不 能 把 贝蒂 数 和 挠 系数 看 成 一 
个 群 药 元 素 昵 ”在 她 的 影响 下 ， 拓 扑 学 家 开 阅 了 眼界 ， 把 由 蒂 
数 和 指 季 数 又 扩展 成 为 同调 群 。 这 样 一 来 ， 拓 扑 学 的 组 合 方法 
被 推广 成 为 代数 方法 ， 从 而 形成 近 50 年 来 的 代数 拓扑 学 。 

不 过 到 20 世纪 30 年 代 拓 站 学 主要 古 究 同调 论 。 从 20 世纪 
20 FRA 30 年 代 陆 续 建 立 同调 群 ,通过 胞 腑 分 解 的 计算 方法 ， 
建立 相对 同调 群 ,一 般 系 数 与 局 部 系数 同调 群 等 。 到 30 年 代 ， 
代数 拓扑 学 由 于 奇异 同调 、 上 同调 \ 同 伦 等 概念 的 引入 而 进入 一 
个 新 时 期 。 

两 部 拓扑 学 的 经 典 著 作 总 结 拓 扑 学 草创 时 期 的 成 就 ， 一 部 
是 沙 爱 福 (Seifert, Herbert, 1907—) M A Æ te RAR 
(Threlfall, Wilhelm, 1888—1949) 的 《拓扑 学 教程 》(1934)， 
中 国 折 扑 学 的 先驱 之 一 江 泽 酒 1949 年 把 它 译 成 中 文 出 版 ， 这 
本 书 的 意义 还 由 以 下 事情 看 出 : 它 不 仅 译 或 俄 文 与 西班牙 文 ， 
还 在 1980 年 译 成 英文 出 版 。 另 一 部 是 亚历山大 洛 夫 和 和夫 普 夫 
(Hopf，Heinz，1894 一 1971》 合 著 的 《拓扑 学 》 (1935), 
由 于 当时 移 政 局 和 拓扑 学 的 发 展 ， 打 算 写 的 下 卷 从 未 问世 。 

作为 这 个 时 期 的 标志 的 征 1935 年 在 苏联 莫斯科 召开 的 国 
际 拓扑 学 大 会 ,几乎 所 有 拓扑 学 的 头面 人 物 都 出 席 了 ,还 有 后 来 
对 整个 数学 影响 很 大 的 汉 : 诺 伊 曙 和 魏 伊 ,有 人 用 这 样 的 标题 来 
表示 这 个 时 代 的 转折 点 一 一 * 指 扑 学 走向 美国 "。 的 确 , 欧洲 已 
是 山 雨 欲 来 风 满 楼 了 , 扎 波 兰 , 荷 兰 、 奥 地 利和 匈牙利 法 国 、 德 国 
等 地 来 的 流亡 者 已 经 加 入 到 美国 的 拓扑 学 派 中 去 了 。 
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4 局 调理 论 


同调 理论 是 代数 拓扑 学 的 主线 。 对 于 拓扑 空间 来 说 ， 同 调 
是 其 最 主要 的 拓扑 不 变量 。 因 此 ， 对 于 任意 拓扑 空间 ， 如 何 定 
义 及 计算 其 同调 群 及 上 同调 群 是 最 根本 的 问题 。 受 到 组 合 拓扑 
学 的 启发 ， 正 确定 义 复合 形 是 其 中 的 关键 ， 也 是 进一步 抽象 和 
推广 的 必由之路 。 奇 异同 调 的 定义 导致 同调 理论 的 公理 化 和 上 
同调 的 发 展 ， 形 成 了 代数 拓扑 学 的 基础 ， 并 为 它 的 进一步 发 展 
铺 平 道路 。 


4.1 复合 形 与 同调 群 


同调 理论 是 代数 拓扑 学 的 基础 ， 它 依赖 于 一 个 空间 剖 分 成 
为 许多 基本 构件 ， 这 些 基本 构件 称 为 单 形 : 一 个 点 Vo RHO 
维 单 形 ， 一 条 线段 VeVi 称 为 一 维 单 形 ， 一 个 实心 三 角形 
Vo Vi V2 称 为 二 维 单 形 ， 一 个 实心 四 面体 Vo Vi V2 V3 称 为 三 
RAWE, k 维 单 形 4 = V Vi… Vo Hk ERRER 中 的 线 
性 独立 的 n +1 个 点 构成 的 凸 包 ， 即 向 量 VV Voz s 
Vo V: 线性 独立 ， 其 子 集 称 为 面 。 

单纯 复合 形 ER 中 由 有 限 个 单 形 组 成 的 集体 KK 称 为 单 
纯 复 合 形 ， 如 果 满 足 : 


(1) 如 果 单 形 a€ KKK， 则 它 的 所 有 面 也 属于 K. 
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(2) 如 果 c, rEK, WR oNcr=o, RH ols 是 z 和 
z 的 公共 面 。 
注意 ， 单 纯 复 合 形 KK 是 单 形 的 集合 ， 它 们 的 点 的 集合 称 
为 其 基础 室 间 ， 记 作 | 玫 1。 如 果 一 个 拓扑 空间 经 过 前 分 以 后 可 
以 形成 一 个 单纯 复合 形 ， 则 它 称 为 多 面体 。 
要 定义 间 调 群 ， 首 先 给 单 形 一 个 定向 。 在 所 有 Yo，…， 
V, 的 有 序 排列 中 ， 可 归结 为 两 种 不 同 的 定向 ， 这 样 对 于 所 有 
的 9 维 定向 单 形 S, 都 可 以 定义 一 个 函数 
f: SZ, 
满足 
fC loal) = Filo), 
称 为 9 链 , K 的 所 有 4 刍 的 集合 称 为 C,(K)。 它 可 看 成 q 维 单 
形 整 数 导 数 的 形式 线性 组 合 所 构成 的 交换 群 。 
对 于 O<g<dimK 和 链 复 形 C,(K) 可 定义 边缘 算 子 
3: C,(K)—>C,-(K), 
使 
A 
a (Vo Vi Va) = ÈC DUV o Vir Ve), 
人 表示 去 掉 。 
不 难 证 明 对 于 所 有 q, 
8, -1°9,=00 | 
我 们 定义 Z,(K)= Ker, 
B,(K)= Imd; 
它们 都 是 C.K) OTR. 
4 维 同 调 群 ”我 们 定义 q 维 同调 群 为 商 群 


_ Z,(K) 
H.(K)= RAKY 
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它 显 然 是 阿 贝尔 群 或 变换 群 , 而 有 限 生成 交换 群 的 结构 我 们 很 
清楚 , 即 交 换 群 H (天 ) 由 两 部 分 构成 ， 一 个 是 无 挠 群 ， 它 的 秩 
称 为 9 ENER, TERE = Z DZ DDZ, nl 
nir npo e m WAWER. 

显然 ， 知 道 同调 群 和 知道 各 维 的 贝蒂 数 和 挠 系数 是 一 回 
事 ， 在 拓扑 学 发 展 的 前 三 四 十 年 ， 对 于 复合 形 或 多 面体 ， 问 题 
就 是 求 其 贝蒂 数 和 搅 系 数 。 旋 加 莱 已 引入 关联 矩阵 来 解决 这 个 
问题 。 为 了 保证 这 个 做 法 合理 ，1915 年 亚历山大 证 明 贝 带 数 
及 挠 系数 是 拓扑 不 变量 ， 实 际 上 是 组 合 不 变量 ， 即 在 三 角 剖 分 
的 重 分 下 不 变 。 

由 于 前 分 方法 引起 复杂 的 计算 ， 一 个 自然 的 想法 是 三 少 剖 
分 后 单 形 的 数目 。 但 是 一 般 仍然 要 有 相当 多 的 单 形 ， 其 后 一 个 
简单 的 方法 是 胞 腑 前 分 ， 每 一 维 的 胞 腔 为 单位 球面 5" 除去 一 
AP 后 的 同 胚 象 ， 它 与 单 形 前 分 有 很 多 不 同 : 

(1) 不 考虑 单 形 的 面 ; 

(2) 不 同 的 胞 腔 不 相交 。 
因此 ， 剖 分 可 以 大 大 简化 ， 同 样 可 以 做 成 胞 腔 复合 形 ， 并 计算 
其 同调 群 。 

通过 胞 腔 分 解 ， 可 以 非常 简单 地 计算 出 同调 群 。 

(1) n 维 球面 Ss"， 可 以 分 解 为 两 个 胞 腔 0° Foo", Cos 
C,=Z, 0=0。 

Ho= Co= Z, 
因此 1 H, =C, =Z, 
H,=0, 170, no 


(2) 复 射 影 空间 CP’, 
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CP" 中 的 点 为 (Zo :Zi :DZ 其 中 2 为 复数 ,至少 有 一 

个 不 等 于 0, 而 且 当 4 为 非 0 复数 时 ， i 

(Zo? Zini Z, 5 (AZo AZ i e AZ, ) o 
我 们 考虑 CP 的 胞 腑 结构 , 对 于 每 实 维 0S in, 定义 一 个 
胸腔 o7: 为 点 集 | 

12,0, Zain Zitrs= °° = Z, =O}, 
其 特征 映射 ”a*' 一 CP" 为 . 
(Zo tes, Z RR (ZZ 1 - Zil? -e 2 202 0), 


因此 a oie 
Z, 当 i=. 
由 于 边缘 算 子 均 为 小 因此 
TCAE i=2k +1,3 i>2n, 
Z, i=2k., 


(3) 实 射影 空间 RP". 
实 射影 空间 RP 中 的 点 由 坐标 
(Xo XeiX) 
表示 , 两 点 相同 , 如 果 坐 标 差 一 个 非 和 实数 倍数 , BSI X; 
£0. a 
RP" 的 胞 腑 结构 由 o; 构成 , 它 由 集合 
TERE REEE RT ETY) 
表示 ,其 中 2,40. AE 
C;C RP") = Z, 051i no 


但 是 3 不 是 处 处 为 0: 
Oo2;-1=0, 
O62; =202;-)5 
因此 
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Ho( RP*) = Z, 
H CPR") = Za, 
H,( RP") =0, 

H3( RP") = Zz, 


H, (RP") -人 aM n=2k, 
Z, Wl n=2k +1, 
DEBRA FBRARR 2 的 同调 , 但 是 , 取 值 于 其 它 阿 贝尔 
群 的 同调 ,情况 就 有 所 不 同 。 例 如 
{ost 
H; CRP" ;22) = 
0,i>n. 
而 且 整 系数 同调 为 0 时, Z 系数 却 不 一 定 为 0。 因 此 , 对 于 一 般 
系数 取 自 阿 贝尔 群 A 时 , 我们 需要 有 一 个 公式 ，; 
万 有 系数 公式 | 
H,(X;A) = (H,CX;ZX@A)DTor (HX12);A), 
EP Tor(A, RAM ARRHRA. 
对 于 有 限 生 成 的 阿 贝尔 群 A 和 B， 
. Tor(A, B) = TorsASTorsB, 
其 中 Tors 表示 阿 贝 尔 群 G 中 所 有 有 限 阶 元 素 构成 的 抄 子 群 。 
对 于 上 同调 群 ,有 相对 应 的 公式 : 
HOX;A)SHom(H,(X);A)+ Ext(H,-:(X)sA)o 
最 早 定 义 同 调 群 的 是 奥地利 数学 家 费 陶 里 斯 (Vietoris， 
Leopold，1891 一 )， 他 是 1927 年 对 于 紧 度 量 空 间 定义 费 陶 里 
斯 同调 群 ， 定 义 中 用 到 度量 ， 因 此 不 够 一 般 。1928 年 亚 历 山 
大 洛 夫 引进 射影 谱 的 概念 ， 即 逆向 复合 形 序 列 来 逼近 紧 度 量 空 


fl, Ame ABR, IF BLS (Pontjyagin, Lev Semen- 
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ovich, 1908—1988) Æ 1931 年 引入 群 的 道 向 序列 , 从 而 定义 同 
调 群 。 

捷克 数学 家 切 赫 在 1932 年 首先 引入 有 限 开 覆 六 的 神经 
(nerve) 的 概念 ， 从 而 为 用 复合 形 逼 近 任 意 空间 打开 了 大 门 。 
代替 逆向 序列 ， 生 引进 道 向 系统 ， 这 样 他 定义 任意 空间 的 切 雷 
同调 群 。 这 个 定义 是 比较 一 般 的 。 

但 是 ， 对 于 非 紧 空间 ， 切 赫 定 义 不 够 满意 。1950 年 ， 道 
克 尔 (Dowker, Clifford Hugh, 1912—1982) 对 切 严 定义 加 以 
修改， 特别 是 用 无 限 槛 盖 代 兰 有 限 村 盖 ， 并 得 出 满意 的 结果 。 

20 世纪 20 年 代 ， 主 要 是 美国 数学 家 莱 夫 谢 兹 以 不 动 点 定 
理 为 中 心 ， 把 代数 拓扑 学 推进 到 一 个 新 阶段 。 对 于 交 截 、 节 积 
和 上 同调 ， 对 于 对 俏 定 理 、 相 对 同调 和 奇异 同调 以 及 局 部 连通 
集 都 做 出 系统 的 发 展 。 

(1) 昆 尼 特 (Künneth, Hermann, 1892—1975) 公式 

两 个 集合 或 两 个 空间 的 笛 卡 尔 积 是 最 常见 的 构造 ， 在 20 
世纪 所 还 并 不 普遍 。 只 有 凯 雷 考虑 过 两 个 代数 曲线 的 科 积 。C 
-ÆW (Segre, Corrado, 1863—1924) 考虑 过 复 射影 空间 的 
乘积 ， 结 果 这 两 种 乘积 仍 具有 代数 艇 的 结构 。1908 年 ， +H 
尼 获 引入 拓扑 空间 和 两 个 拓扑 空间 乘积 的 概念 ， 但 是 它们 的 拓 
扑 不 变量 闻 的 关系 首先 由 德国 数学 家 昆 尼 特 和 美国 数学 家 莱 夫 
ARG. | 

昆 尼 特 1923 年 发 表 XX Y HUSH RH, 他 证 明 


bp KX Y)= SE bX) bp- Y)o 
由 此 可 导出 


(Xx YI)= XEIX yY) 
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更 一 般 地 , 对 于 积 复合 形 KX KK“, 有 下 列 昆 尼 特 公式 成 立 ; 
H, (Kx K3G)= 2 H, (KOH, K’; G) 
+ pe w Port Ap (K), H,(K';G)), 

其 中 Tor 为 挠 匣子 ( 见 同 调 代 数 )。 

《2) 相 对 同调 与 局 部 同调 

在 1927 年 莱 夫 谢 兹 引入 相对 同调 之 前 ,人 们 只 考 虚 某 一 空 
间或 复合 形 的 “绝对 "同调 , 如 果 单 纯 复 合 形 K 有 一 个 子 复合 形 
工 , 莱 夫 谢 兹 首先 定义 相对 同调 群 KL) 他 考虑 的 链 群 就 
不 是 C,(K), WH C,(K)/ Cs( 上 L), 而 从 边缘 映射 3,, 诱 导出 相 
对 边缘 映射 

-a(K) 


y aK G 
CCA) CL) 


从 而 相对 同调 群 H, (K, DOREA 
HK L)= 7p 
实际 上 ,对 于 g >, 
H,(K, DH,(M), 
其 中 M 是 由 多 面体 |KK | 中 把 所 有 |L 1 的 点 缩 为 一 点 后 得 到 的 
空间 加 以 三 角 剖 分 后 得 到 的 单纯 复合 形 。 
借助 于 相对 同调 ，1934 年 切 赫 和 亚历山大 洛 夫 独立 地 引 
入 局 部 同调 ， 同 年 ， 赛 弗 特 和 特 芋 尔 费 尔 在 他 们 的 书 中 给 出 独 
立 的 定义 。 
(3) 万 有 系数 定理 
以 前 同调 群 的 定 头 都 默认 是 以 整数 Z 为 系数 的 链 群 引出 
的 同调 群 ， 不 过 在 实用 过 程 中 用 一 般 药 系数 更 为 方便 。 因 此 ， 
具有 Z2，Z,，@Q 的 系数 十 分 常见 。 早 在 1908 年 梯 采 就 用 过 
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模 2 同调 ， 其 实 就 是 以 2 为 系数 的 同调 群 ， 不 过 当时 没有 同 
调 群 的 概念 ， 只 不 过 是 模 2 贝蒂 数 和 模 IRR, RECS 
合 了 不 少 信 息 。1913 年 维 布 仑 和 亚历山大 更 明确 地 使 用 。 
1922 年 维 布 仑 证 明了 模 2 间 调 的 拓扑 不 变性 。1926 年 亚 历 山 
大 对 于 具有 Z, 系数 的 单纯 上 同调 给 出 精确 的 上 同调 ，1928 年 
荣 夫 谢 兹 引入 有 理 系 数 同 调 。1934 年 庞 特 里 亚 金 引入 任意 系 
数 同调 ， 但 是 只 有 当 群 和 上 同调 正式 引入 之 后 ， 一 般 系 数 同调 
及 上 同调 才 显 示 出 其 间 深 入 关系 及 应 用 。 实 际 .上 一 般 系 数 群 
G 的 同调 及 上 同调 由 整 系 数 同调 及 上 同调 决定 ， 也 就 是 万 有 
系数 定理 ， 

H, (K, L; G)ZH,(K, LIOG+ Tor H,- K, L) G); 

H’(K,L;G)=Hom(H,(K, L) G) +Exs(H,-1(K, L}iG}o 

(4) 对 个 定理 

数学 中 的 对 得 定理 很 多 ， 特 别 是 射影 几何 学 中 点 与 线 的 对 
偶 引 人 人 注目。 在 拓扑 学 中 ， 鹿 加 莱 1895 年 在 他 的 大 论文 中 ， 
首先 提出 以 他 的 名 字 命 名 揭 对 偶 定 理 。 

庞 加 莱 对 偶 定 理 ”任何 连通 、 定 向 、 闭 n HEM, 

b=b -ps IRpSn~ le 

FEMS Pu, ARR Ba Be At Tt 
公式 ， 但 是 他 没有 提 到 他 们 的 名 字 。 不 过 贝蒂 在 1871 年 对 三 
维 流 形 提 到 过 这 个 结果 ， 而 且 除 了 特殊 情形 之 外 ， 庞 加 莱 的 证 
明 也 不 太 可 靠 。 他 还 引入 续 化 贝蒂 数 和 相应 的 对 偶 定 理 ， 对 于 
HAMA 

t, =fa---10 

1922 年 亚历山大 引入 另 一 个 形式 对 个 定 理 ， 对 于 S 中 维 

<n -~ 1 的 紧 光 滑 流 形 Y， 他 定义 开 集 SA Y 的 “同调 
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群 "， 并 证 明 ， 对 于 p<n-2, F: 
亚历山大 对 偶 定 理 
H Y Z.)=H, - p-105, \ Y;Z2)0 
后 来 推广 到 X fin 维 定向 紧 流 形 , Y 是 闭 子 流 形 情形 
H (YZH, p(X, X\ YZ2)o 
这 对 纽 结 理论 很 重要 。 由 于 原始 的 莱 夫 谢 兹 不 动 点 理论 不 能 包 
括 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 。 为 了 把 不 动 点 定理 推广 到 有 边界 流 形 
(相对 流 形 )， 莱 夫 谢 兹 引入 了 相对 间 调 解 ， 并 把 庞 加 菜 对 侦 定 
理 推广 到 相对 情形 ， 得 出 莱 夫 谢 兹 对 偶 定 理 ， 这 不 仅 是 一 种 推 
广 ， 而 且 把 以 前 两 个 互 不 相关 的 庞 加 药 对 侦 定理 和 亚历山大 对 
偶 定 理 统一 在 一 起 。 
莱 夫 谢 冀 对 侦 定 理 ” 对 于 定向 紧 n BEM 和 任意 系数 
群 奇 异 上 同调 群 和 奇异 同调 群 之 间 有 
Hi(M)H,_;(M, aM), 
Hi(M, 9M)2=H, -,(M)- 


4.2 奇异 同调 论 


奇异 同调 论 现在 是 标准 的 同调 论 , 它 指 向 同调 及 上 同调 的 
公理 化 ,从 而 结束 多 种 同调 群 并 存 的 局 面 。 

同调 群 的 定义 开始 于 单 形 同 调 群 , 它 必 须 对 单纯 复合 形 来 
定义 。 这 样 ,对 于 一 般 空间 来 说 , 必须 选 定 一 个 特殊 的 三 角 剖 
分 ,而 且 我 们 还 必须 确定 它 是 一 个 反映 空间 本 身 的 不 变量 , 而 和 
所 选 的 前 分 没有 关系 。 另 外 , 在 计算 过 程 中 , 我 们 都 要 设计 一 个 
好 的 剖 分 , 使 我 们 能 够 计算 它 。 在 一 般 情 况 下 这 是 非常 麻烦 的 。 

OT RRA, 许多 数学 家 都 考虑 到 使 用 奇异 同调 的 


概念 , 它 完全 避免 了 三 角 剖 分 的 麻烦 。 
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奇异 单 形 的 定义 :空间 X 的 奇异 9 维 单 形 是 一 个 连续 映射 
T;&47—X, 
其 中 XCR, AT 是 标准 9 维 单 形 , 它 由 R :中 了 +1 个 点 构 
成 ,实际 上 , 它 是 由 RIP 9+1 个 单位 向 量 张 成 的 , 即 
ATE ener Egs 
en = (1,0, °°, 0), 
e1= (0,1,.…,0), 


e, = (0,0..…, 1)。 
SS 为 四 中 所 有 奇异 9 单 形 的 集合 , 定义 X 的 奇异 9 AH 
Cy(X) oF: 
C,(X) = [F S, 一 一 2 对 于 除了 有 限 多 个 TES 外 ， 
所 有 的 TES f(T) =0}, 
群 的 运算 是 显然 的 , 即 对 于 
SEG) TES, 
(ft eh T= f(T) + g(T), 
由 此 不 难看 出 , Ce(X) 实 际 上 是 所 有 有 限 线性 组 合 
Pt1 了 1 十 下 2 了 2 + + mT, 
所 构成 的 群 ,其 中 n;E 2Z,T BX DARRE. MIRTH 
FAE 了: 和 一 "江都 可 以 定义 下 的 第 ;# 个 面 
oaT: 和 2? lX, 
(tos TD 
另外 还 可 以 定义 边缘 同 态 
5: C (X)— G(X), 
BD = 3-1) (eT) E Cy-1(X)0 
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不 难 证 明 
CATER: = 0 
因此 , 可 定义 奇异 同调 群 


Kerð 
H,(X) -pra 


而 且 , 对 于 连续 映射 
f:X —>Y, 
可 定义 同 态 
fi :C(X) ->G (Y), 
使 
fq (T= foT. 
由 于 
O° = fq-1° Qa 
了 可 诱导 出 
F} :HiCX) HLY) 

可 以 证 明 ， 对 于 了 可 以 定义 单 形 同 调 、 切 赫 同 调 及 其 变 
种 ， 例 如 非 隐 里 斯 同调 以 及 奇异 同调 的 抑 扑 空间 ， 其 各 种 同调 
都 同 构 。 这 样 ， 奇 异 间 调 成 为 同调 论 的 代表 。 

奇异 同调 的 思想 很 早 就 有 ，1907 年 德 恩 与 希 格 尔 (Hee- 
gaard, Poul, 1871--1948) EHH (2SRREB) PRS 
“位 置 分 析 ” 的 条 目 时 ， 已 经 用 到 这 种 方法 ， 不 过 当时 对 皮 亚 
谱 弗 线 所 造成 的 麻烦 还 没有 什么 办 法 ， 因 此 还 是 维持 谢 分 成 单 
纯 复 合 形 的 办 法 。 

亚历山大 在 1915 年 证 明 贝 蒂 数 和 挠 系数 是 拓扑 不 变量 时 ， 
实际 上 证 明 它 们 是 组 合 不 变量 也 用 到 奇异 单 形 的 观念 。 奇 异同 


调 论 的 基本 概念 是 X 上 的 奇异 链 的 概念 ， 它 包括 一 个 复合 形 
389 


K, —?PRS K —X 和 一 个 KK 上 通常 链 ， 这 个 思想 在 维 布 
1922 年 出 版 的 拓扑 学 第 一 本 专著 《位置 分 析 》 中 已 有 表述 ， 
胡 列 维 奇 (Hurewicz，Witold，1904 一 1956)、 道 克 尔 在 1948 
年 曾 加 以 发 展 ， 但 是 他 们 的 同调 群 不 能 用 链 复 形 得 出 ， 因 为 这 
些 链 不 形成 群 。 

首先 定义 奇异 链 群 的 是 芋 去 谢 兹 ， 不 过 他 在 1933 年 论文 
中 只 考虑 定向 单 形 到 X 中 的 映射 因此 ， 他 定义 的 是 奇异 定 
向 单 形 。 在 考虑 链 群 时 ， 需 要 在 这 两 个 定向 中 选 一 个 定向 。 后 
来 切 赫 指 出 ， 有 时 这 两 个 定向 可 能 重合 ， 从 而 无 法 形成 自由 阿 
贝尔 群 。1944 F$ OÆ (Eilenberg，Samuel，1913 一 1998) 
APRERSERM RIE, REM EMS Ma Re 


群 。 
4.3 了 同调 论 公理 


1945 年 在 爱 仑 堡 提出 奇异 同调 论 一 年 之 后 ， 他 和 斯 廷 洛 
德 提 出 一 套 公理 系统 。 
一 个 同调 论 矿 是 定义 在 某 个 可 允许 范畴 之 上 的 ， 由 三 个 
“RA” HR: 
1， 对 于 拓扑 空间 对 {(X,4), 4 志和 ,以 每 个 整数 EZ, A 
对 应 一 个 阿 贝 尔 群 H(X, A), PEA q 维 相对 阿 贝尔 群 。 
2， 对 于 每 个 映射 
fi(X,A)—>(Y, B) 
和 每 个 整数 q, 都 对 应 一 个 同 态 
f; +H,(X, A)— H, Y, B), 
称 为 由 了 诱导 的 同 态 。 
3. 对 于 拓扑 空间 对 (XX, A ) 和 每 个 整数 q, 对 应 一 个 同 态 
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a(q, X,A):H,(X,A)—H, -1(A), 
称 为 边缘 算 子 。 
其 后 alg, X, ADM 六 可 简化 为 3 Mmr RETARA 
OUT 7 RAE: 
(1) 如 了 = 恒 同 映射 , 则 Of” = te a, 
(2) (g =e" f*. 
(3) af = (Fl4)"a。 | 
(4) GEG AH) E(X, Aa RFH, 
i:A—>X, 
j:X——(X. A) 
AB RAS RRS, MF BE ASFA 
H(A), (X) 4H, (X, A) SH, - (A) 
是 正 合 的 , 它 称 为 (X, 4 ) 的 同调 序列 。 
(5) ( 同 伦 公理 ) 车 两 个 映射 
fo fi:(X, A)—*(Y, B) 
同 伦 , 则 对 每 个 q 同 态 
fos fi” :H,(X, A) —H,(Y, B) 
HHA. 
(6) 【切除 公理 ) #UBX HAR BABU 包含 在 4 的 
内 部 , 则 包含 喘 射 
i:(X-U,A-U)—>(X, A) 
对 每 个 q, 诱导 映射 
ix :H,(X- U,A- U)—*H,(X, A) 
”是 同 构 。 1 


(7) CERAM) 车 P 为 一 点 构成 的 空间 , 则 对 所 有 9 尖 0， 
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H,(P)=0. 
Fax HE ATE a CX, AOR Y, BRK, 即 存在 映射 
f:(X,A)—*(¥,B), 
g:(Y,B)——(X, A), 
使 得 记 lef RPS, RSE 9 维 同 伦 群 的 同 构 。 


4.4 上 同调 理论 


比 起 同调 来 ， 上 同调 包含 更 多 的 信息 ， 而 且 榴 成 纤维 处 、 
示 性 类 、 配 边 理论 、 广 义 上 同调 等 的 基础 。 

具体 构造 时 ， 同 调 的 概念 显然 更 为 自然 ， 而 且 具 有 郊 何 图 
形 的 背景 。 相 应 的 上 则 调 的 概念 则 更 为 抽象 。 不 过 ， 形 式 的 定 
SUA AERIS ERT BBS. KRE, MMR n 
维 组 合流 形 M 的 一 个 三 角 训 分 全, 已 经 定义 一 个 对 得 复 合 形 
工 ” ,从 而 得 出 向 量 空 间 万 ,(M, 人 @) 的 基 的 一 个 对 偶 基 ,它们 谨 
¥ H,- p(tM, Q), 

不 过 对 于 任意 有 限 欧 氏 单纯 复合 形 ， 这 定义 不 再 适用 。 莱 
夫 谢 兹 使 用 庞 加 芋 的 造 法 ,证明 他 的 组 合流 形 的 不 动 点 定理 。 
1928 年 堆 普 夫 成 功 地 把 这 个 定理 推广 到 一 般 复 合 形 上 。 为 了 
解释 这 个 惊人 的 结果 ， 莱 夫 谢 莹 在 他 1930 年 出 版 的 《拓扑 学 》 
一 书 中 ， 对 任意 有 限 欧 氏 单纯 复合 形 ， 引 入 TT“ 的 失掉 的 闭 链 
一 个 找 用 品 ， 他 称 为 的 闭 链 。 这 可 看 成 上 同调 中 上 闭 链 的 前 
身 。 但 关键 的 上 边缘 算 于 并 没有 定义 ， 因 此 还 不 能 算是 上 同调 
真正 的 意义 。 

莱 夫 和 谢 艾 的 结果 影响 了 另外 两 位 美国 数学 家 ， 惠 特 尼 
(Whitney，Hassler，1907 一 1989) 和 亚历山大 ， 他 们 分 别 在 
1934 年 和 1935 年 定义 了 上 局 调 。 亚 历 山 大 的 定义 最 为 简单 ， 
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他 把 g 上 链 定 义 为 由 空间 中 任意 有 序 g + 1 点 的 集合 到 系数 群 
的 函数 。 这 样 ， 可 以 自然 定义 上 边缘 算 子 和 上 同调 。 

亚历山大 的 上 同调 后 来 他 自己 修正 。1947 年 ， 他 引进 分 
格 (grating) 概念 。 活 利 斯 ( Wallace, Andrew Hugh, 
1926—) 也 进行 修正 。1948 年 斯 潘 尼 尔 (Spanier, Edwin 
Henry，1921-~1995) 证 明 这 样 上 同调 理论 对 于 紧 空 间 服从 过 
仑 堡 一 斯 廷 洛 德 公理， 并 且 与 切 闪 理论 一 致 。 虽 然 亚历山大 的 
定义 简单 ， 但 是 没有 相应 的 同调 群 和 对 偶 关 系 。 这 往往 称 为 亚 
历 山大 一 斯 潘 尼 尔 上 同调 群 。 同 时 亚历山大 还 用 德 : 拉 姆 的 定 
理 来 定义 上 边缘 算 子 ， 得 出 具有 对 偶 性 质 的 上 同调 群 。 苏 联 数 
学 家 柯 尔 莫 哥 洛 夫 也 得 出 同样 的 定义 。 他 们 都 定义 了 在 同调 情 
形 所 没有 的 上 积 ， 从 而 使 上 同调 不 仅 是 群 而 且 是 交换 环 。 

有 了 同调 群 。 不 难 定义 上 同调 。 实 上 际 上 ， 同 调 函 子 是 协 变 
的 ， 上 同调 函 子 则 是 反 变 的 。 也 就 是 对 于 可 允许 空间 对 (， 
AJAY, B), RADE qg Wie MX H'CX, AM ACY, B)E 
对 可 人 允许 映射 

f:(X,A)—>(Y, B) 
我 们 能 诱导 同 态 
f° :HU(Y,B)——H(X, A)。 
另外 ,上 边缘 算 子 是 升 1 维 而 不 是 降 1 维 
BE '(A)—H°CX, A), . 
且 6:8=0。 这 样 不 难 证 明 , 它们 也 满足 对 应 的 7 条 公理 , 从 而 
可 以 证 明 其 存在 性 和 唯一 性 。 

对 于 上 同调 ， 如 果 仅 限于 上 同调 群 ， 那 么 它 与 同调 的 差别 

不 太 。 但 是 ， 它 比 同调 的 用 处 要 大 得 多 。 其 原因 在 于 ， 它 上 面 


有 丰富 的 附加 结构 ， 这 些 结构 大 臻 有 三 大 类 ， 
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一 一 乘积 与 土 后 调 环 结构 ; 
一 一 上 同调 运算 ; 
一 一 稚 普 夫 代 数 结构 。 
这 些 都 是 比较 专门 的 内 容 ， 下 面 只 简单 介绍 一 于。 
1， 乘 积 与 环 结构 
同调 与 上 同调 的 怀 积 有 多 种 ,最 主要 的 是 上 积 ， 也 称 杯 
积 ， 用 一 表示 ， 它 是 同 态 . 
“H(X, A GOH (X, Az; G2) 
— H?*9(X, A VA; Gio 
这 个 同 态 把 WOW: RF W U Wo 
有 了 每 个 维 数 的 上 同调 群 以 及 上 积 元 后 , 4 G1 = G= G; 
=F AAP 尺 ,这 样 上 同调 群 ” . 
H"(X,A;R)= EH'(X, AiR) 
是 R 上 分 次 模 , 它 以 上 积 为 梁 法 而 成 为 R 上 的 反 交换 分 次 代 
数 , 称 为 (X, A) 的 以 R 为 系数 的 上 同调 环 或 上 同调 代数 。 
2. 上 同调 的 环 结构 
上 同调 的 环 结构 的 第 一 个 重要 应 用 是 证 明 ry, -1(S*") 是 
无 限 群 。 设 a Ex,_1(S*”) 可 用 映射 
f: gi I+ g2# 
来 表示 ,用 上 可 造 一 个 CW SE 
X,= Swf" 
它 是 通过 了 把 4n 维 胞 腔 沿 着 边界 S41" Mee SE. È 
EX, 一 共有 3 个 胞 腔 ;0 维 ,2n 维 , 4n 维 ,由 于 $==0, 
H’(X,;Z)= ZBZ@zZ, 
设 a,5 SAX, G M H” (X ZERE, M 
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a~a=hé, 
h 只 依赖 于 a 的 同 伦 类 , 称 为 e 的 起 普 夫 不 变量 , 记 作 hla). 
霍 普 夫 不 变量 具有 可 如 性 , Ep 
hlat B)=hla)+h(B). 
HHE, a h(a) 引 出 re (1321) 一 ”过 的 一 个 同 态 ， mE, 
REEFAHAS, 即 存在 a, 使 h(a) 才 0。 这 样 , wa, -1(8"") 
都 是 无 限 群 。 
实际 上 ， 
Ran- 1(5%7) = ZDAM. 
例如 
ra( St) =Z, 
x7( $1) = ZBZ, 
m11(S°) =Z, 
m15(S®)}= ZBZ ie 
一 个 重要 的 问题 是 :是否 每 个 整数 都 是 从 普 夫 不 变量 ? 管 
案 是 否定 的 。 但 是 , 对 于 任意 偶数 2m tm E Z), 都 存在 映射 
fiS“ is", 
其 霍 普 夫 不 变量 h(F) =2m, 而 且 这 对 任何 n 均 成 立 。 对 于 条 
Hr, 则 情形 大 不 一 样 。1956 年 亚当 斯 (Adams, John Frank, 
1930 一 1989) 证 明 , RATE x = 1,3,7 时 才 存 在 映射 s, E AC) 
=1。 证 明 这 个 大 定理 的 重要 工具 是 亚当 斯 谱 序 列 。 
3. 上 同调 运算 
除了 上 积 之 外 , 对 于 连通 拓扑 空间 X, 有 时 还 可 以 定义 不 
同 维 数 和 不 同系 数 群 G, G 的 上 同调 群 之 间 的 映射 
p:H(X;G)-— H(X; G), 
ESETA- ZARATE K(G i) 有 关 。 爱 仑 堡 一 麦克 莱恩 
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St K(x, nn) 是 拓扑 学 中 一 个 重要 空间 , 它 满足 
aa Kim, an) = ax, 
a(K(a,n))=0, ine 
它 的 重要 性 在 于 连续 映射 
f:X —>*K( 4, n) 
HAES "CX, 7) 一 一 对 应 , 即 ce A(X, r) 对 应 于 
五 "{r 237) 的 基本 类 u BR fF u AEE (a, nse) BP ACK 
(x,n),x)。 有 .了 这 样 的 概念 , 则 对 应 
z€H(G,i;G’), 
SAL YM EES p= p., 
gp: H'(X;G)—>H'( X36), 
只 要 对 于 上 = f/f" 取 值 为 p(x)= 产 =, 这 里 请 为 映射 
f:X —>*K(G, i). 
根据 爱 仑 保 一 麦克 莱恩 空间 理论 ,所 有 的 上 同调 运算 ,它们 
可 以 通过 下 面 的 基本 上 同调 运算 重复 运用 三 种 演算 , 由 演算 和 、 
上 上 积 及 合成 得 到 ， 
(1) 由 模 同 态 G 一 -*G 诱导 出 来 和 的 上 同调 运算 
HI(X;IG)——H(X;G’)o 
(2) 由 模 的 正 会 序列 
0 — G’ —G —+G’-—>0 
诱导 出 的 边缘 同 态 
B-—>H? (X; G’ )—+H? (X; G)—>H?(X;G’) 
EH X; G). 
(3) WEBBER 
OD 平方 运算 Sq, 
396 


Sq = Sq° + Sq’ ++ 
Sq‘: H'(X3Z2)—+H!"'(X3Z2) 
OHER Po(p HARB, r=0,1,2),  _ 
P: (2 一 有 XiD)。 
(4) 庞 特 里 亚 金 运算 . 
Boal D= 或 奇 素数 ,A =1,2,…), 对 于 所 有 偶数 21, 有 
Boa: HCUX;ZH)— HP (XN; Zp), 
其 中 我 们 列举 常用 运算 Sq HER: 
DSq°x= 2x; 
Ø Sgir = x? = x x dimz =i); 
DSgr=0 (4 dimz <i); 


DSt ~9)=, F Se sa 
@ 阿 德 姆 公式 
b-c-1 
， | 
其 中 | | 为 模 2 二 项 系数 ,车 4=0 或 j>4 时 ,规定 K =0. 
1 1 


这 是 阿 德 姆 在 1‘ 52 年 得 出 的 。 

上 同调 运算 进一步 发 挥 上 同调 的 必用， 最 早 基 由 虎 特 里 亚 
金 和 斯 廷 洛 德 在 1947 年 独立 引进 的 ， 它 们 立即 成 为 解决 映射 
的 同 伦 分 类 同 题 的 工具 ， 在 解决 同 纶 型 问题 ， 计 算 球 面 同 伦 
群 ， 研 究 替 普 夫 不 变量 ， 计 算 球 面 土 切 RR, HRD 
流 形 的 示 性 类 等 方面 发 挥 重要 作用 。 

(5) BERRA 


把 一 类 上 同调 运算 ， 例 如 斯 廷 洛 德 平方 运算 (Sg')， 以 合 
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成 为 乘法 ， 就 形成 Z FWBBRRR. P 和 包 克 斯 坦 (Bok- 
shtein, Meer, 1913—) BRA, UGRAREDE RZ, 上 的 
霍 普 夫 代数 ， 它 们 都 称 为 斯 廷 洛 德 代数 。 
霍 普 夫 代数 是 代数 拓扑 学 中 常用 的 工具 ， 它 的 结构 稍稍 复 
杂 一 些 ， 大 致 是 ; 
对 于 域 上 上 的 分 次 模 
A=DA,, 
如 果 具 有 结合 乘法 并 且 以 域 & 的 么 元 为 么 元 ， 同 时 还 具有 反 
乘法 
和 :4 一 “CO 
使 得 对 每 个 次 数 >0 的 齐 次 元 素 CA, WE PARR 
Alz)=1Qz +t i+ Dry, 
EP r, 9, BARKER, 次 数 均 >0, H z 的 次 数 degz = degzi 
+ degy;o 
由 斯 廷 洛 蕉 上 同调 运算 生成 的 斯 廷 洛 稚 代数 还 满足 局 部 有 
限 和 连通 的 条 件 。 局 部 有 限 是 指 每 A, Ak 上 有 有限 生成 结合 
代数 , 连通 是 指 Ao 实 x。 斯 廷 洛 德 代数 的 结构 已 经 定 出 , 对 广 
义 上 同调 研究 十 分 有 用 。 
1986 年 产生 的 量子 群 理论 可 以 看 成 是 吉普 夫 代 数 的 发 展 。 


4.5 不 动 点 定理 


不 动 点 定理 首先 是 荷兰 数学 家 +E*J' 布 劳 威 尔 提出 的 ,他 
研究 n 维 胞 腔 或 * CRON SRR. WH RAR 
在 1909 年 就 研究 二 维 球面 S 到 自身 的 连续 映射 ,他 首先 研究 
保持 定向 的 双方 连续 映射 并 证 明 其 中 至 少 有 一 不 动 点 即 F(z) 
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= x 但 证 明 宛 长 。1910 年 他 又 给 出 一 个 证 明 , 是 作为 S: 上 连 
续 向 量 场 上 至 少 存在 一 个 奇 点 的 推论 ,这 定理 的 证 明 也 是 极为 
复杂 ,一 直到 1911 年 他 发 展 了 映射 度 理论 之 后 , 一 举证 明 一 个 
普通 结果 :连续 映射 

fiS" —s", 
只 要 满足 映射 度 deel A1)", 则 了 至 少 有 一 不 动 点 。 反 
过 来 讲 ,如 /没有 不 动 点 , 则 

deg(f)=(—1)"*!。 
不 过 由 于 当时 大 家 对 映射 度 不 熟悉 ， 对 此 不 太 注意 。 但 是 他 的 
一 个 推论 r Ar 的 连续 映射 总 有 一 个 不 动 点 引起 广泛 注意 ， 
这 个 定理 开辟 了 以 后 不 动 点 理论 的 先河 ， 成 为 一 个 十 分 活路 又 
有 很 重要 的 应 用 价值 的 分 支 。 其 后 美国 拓扑 学 家 亚历山大 研究 
过 二 维 流 形 的 拓扑 映射 ， 接 着 ， 莱 夫 谢 效 的 工作 就 是 对 这 些 结 
时 进行 大 规模 的 深 亮 的 推广 ， 推 广 的 重要 一 步 是 把 代数 的 交 截 
理论 转换 成 拓扑 的 交 截 理论。 一 开始 他 在 定向 封闭 流 形 上 考 
R, 1923 年 他 已 经 得 到 可 定向 封闭 流 形 上 连续 自 映射 的 不 动 
AE. 设 /为 定向 封闭 流 形 碟 到 自身 的 连续 映射 ， 对 每 一 
Hen, AIX HABRRR HAR, (XO) HAR fa 
由 于 这 时 H, (X) 是 RR 上 的 向 量 空间 ， 如 果 f, BRAM, 
可 以 算出 f, 的 矩阵 表示 的 迹 Tr (/,)。 定 义 莱 夫 谢 兹 数 LO) 
为 

L= SDI) 
ERHAN: L REM, AM LOZ, W f 至 少 有 一 个 
不 动 点 。 


其 后 莱 夫 谢 兹 对 他 的 不 动 点 定理 进行 一 系列 推广 ， 先 是 推 
399 


广 到 边界 流 形 (1926), ERB B n 维 复 形 的 特殊 情形 
(1928) 之 后 ， 葬 夫 谢 兹 又 在 1930 年 推广 到 具有 有 限 贝 蒂 数 的 
有 限 维 紧 度 量 空间 ， 在 1933 年 对 有 限 维 复 形 给 出 简单 而 潜 亮 
的 证 明 ， 最 后 他 推广 到 所 谓 广义 流 形 及 局 部 连通 空间 。 


4.6 拓扑 下 理论 


从 历史 的 发 展 硕 序 看 ，K 理论 在 20 世纪 50 年 代 中 期 出 
现 ， 是 在 成 熟 的 同调 理论 以 及 同调 代数 之 后 。 可 是 ， 正 如 阿 提 
雅 所 说 ， “KK 理论 是 线性 代数 中 研究 可 加 或 阿 贝尔 性 质 〈 例 如 
行列 式 ) 的 部 分 。” K 理论 的 对 象 实际 上 是 比较 简单 的 ， 甚 至 
可 以 说 是 最 简单 的 同调 理论 。 由 于 同调 和 上 同调 已 经 公理 化 ， 
拓扑 K 理论 是 最 早 发 现 的 一 种 广义 上 同调 理论 。 由 于 有 了 成 
May LBC, wth K 理论 的 发 展 往往 可 以 仿照 上 同调 理 
论 发 展 相应 的 理论 。 例 如 上 积 理 论 、 上 同调 运算 理论 以 及 相应 
的 计算 方法 ， 而 且 非 常 代数 化 。 

1956 年 ， 法 国 数 学 家 格 罗 登 迪 克 {Grothendieck, Alexan- 
dre, 1928—) 为 了 推广 代数 几何 学 的 中 心 定 理 一 一 黎 冯 一 洗 
赫 (Roch, Gustave, 1839—1866) 定理 ， 引 入 两 个 群 ; K? 
和 Ko。， 相 应 于 通常 的 上 同调 群 和 同调 群 。 

两 个 代数 炙 之 间 的 映射 F: XY 的 黎 曼 一 洛 赫 一 格 罗 
登 迪克 定理 ， 当 Y 缩 为 一 点 时 ， 就 得 出 通常 的 黎 曼 一 党 赫 一 
希 采 布 鲁 赫 (Hirzebruch, Friédrich, 1927—) 定理 。 

格 罗 登 迪克 的 结果 在 1957 年 德国 的 “工作 会 议 ” 上 报告 ， 
FH ARR (Borel，Armand，1923 一 ) 和 塞 尔 整 理 于 1958 
年 发 表 。 

不 管 是 原来 的 歼 曼 一 洛 赫 一 希 采 布 鲁 赫 定 理 ， 还 是 格 罗 登 
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WAHRE, ABS Hy RHR ERAS TR ERE. BBA 
自然 的 问题 是 这 些 示 性 类 条 件 对 于 更 一 般 的 近 复 流 形 甚至 微分 
流 形 能 否 还 满足 ? 到 1958 年 保 莱 尔 和 希 采 布 鲁 款 已 经 得 出 部 
分 结果 。 但 是 阿 提 雅 和 希 采 布 鲁 灰 从 更 一 般 的 角度 去 考虑 完全 
开辟 一 个 新 领域 一 拓扑 K 理论 。 

1958 年 阿 提 雅 从 三 条 路 线 引 向 K 理论 ; 

(1) 微分 流 形 上 的 黎 曼 一 洛 赫 定 理 ; 

(2) Wf (Bott, Raout, 1923—) 周期 性 定理 ， 

(3) 詹姆斯 (James, Ioan, 1928—) XFER (stunted) 
射影 空间 的 问题 。 

但 是 把 这 三 条 路 线 汇合 而 成 K 理论 是 一 个 极 大 的 创造 。 
主要 原因 在 于 它 的 出 发 点 极为 简单 ， 他 们 考虑 的 是 一 个 拓扑 空 
间 x 上 的 向 量 空间 从 ， 简称 向 量具 Vect (x)o 

由 于 向 量 空间 是 最 简单 的 代数 结构 ， 空 间 中 每 一 点 结合 一 
个 向 量 空间 实际 上 是 最 简单 的 构造 ， 这 样 得 出 的 向 量 从 要 比 以 
前 的 纤维 从 简单 得 多 ， 而 且 由 线性 空间 之 间 的 运算 自然 引出 从 
E， 下 等 的 各 种 运算 ， 

O) 线性 空间 的 直 和 一 > 从 的 直 和 EDF; 

(2) 线性 空间 的 张 重 积 一 “从 的 张 量 积 EOF; 

(3) 线性 空间 的 线性 映射 一 ~Hom (E, F); 

(4) 线性 空间 的 对 侦 空 间 一 ~ 对偶 从 EE*; 

(5) 线性 空间 的 i 次 外 舌 一 st (E). 

上 而 从 的 运算 得 出 一 些 自然 的 间 物 ; 

(1) EPF=FOE; 

(2) EQFIFOE; 

(3) EF PDF EO )B(ESF)); 
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(4) Hom E, PSE" QF; 
(5) REDAZ, B UENCE). 


itek 
为 了 应 用 的 方便 ， 不 妨 考虑 有 限 CW 复 合 形 或 者 微分 流 
EX SAMPARA. RAD SHER TS RR 
F(X), €8—-*ta 
四 ?一 上 -了 
的 等 价 类 生成 的 子 群 Q (X). RË K 群 定 义 为 商 群 
K(X) = F(X)/Q(X). 
对 于 张 量 积 , 它 具 有 环 结构 , CRUF LE, CREN TFAA 
f:X —Y¥Y, 
可 得 出 
f° :KCY)—+K(X). 
K 理论 为 拓扑 学 提供 了 许多 新 的 拓扑 不 变量 , 也 成 为 研究 
几何 和 拓扑 学 的 一 个 重要 而 有 力 的 工具 。 因 此 从 K 理论 一 开 
给 ,就 解决 一 些 大 问题 , 最 著名 的 是 亚当 斯 在 1962 年 完整 解决 


球面 上 独立 向 量 场 癌 题 。 
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5 同 伦 理论 


同 伦 理论 是 代数 拓扑 学 的 重要 组 成 部 分 。 作 为 拓扑 不 变 景 
的 同 伦 不 变量 也 远 比 同调 不 变量 强 ， 但 是 也 更 为 难于 计算 及 处 
理 。 现 在 同 伦 理论 还 遗留 大 其 问题 没有 解决 ， 但 是 同 伦 论 的 进 
步 对 拓扑 学 乃至 整个 数学 都 产生 重大 影响 。 
5.1 引言 

许多 人 分 不 清 同调 (homology) 和 和 同 伦 (homoropy}， 从 
最 原始 的 思想 来 说 ， 它 们 之 问 差别 相当 大 ， 则 调 是 〈 拓 扑 ) 空 
间或 流 形 的 性 质 ， 而 同 伦 是 空间 与 空间 之 间 映 射 的 性 质 。 抓 住 
这 一 点 ， 理 解 起 来 也 许 能 比较 容易 分 辩 这 两 类 性质 。 不 过 ， 
1935 年 以 后 ， 一 个 空间 或 流 形 既 有 同调 群 ， 又 有 同 伦 群 ， 它 
们 都 是 刻画 空间 或 流 形 的 拓扑 性 质 , 流 形 与 流 形 之 间 也 有 同 伦 
等 价 的 说 法 ， 这 就 把 人 搞 糊 涂 了 。 不 过 ， 同 伦 的 根子 还 是 映 
射 。 共 这 个 观点 看 ， 我 们 可 以 做 一 个 粗糙 的 类 比 : 同调 研究 的 
是 函数 的 定义 域 《 或 值 域 )， 而 同 伦 则 是 研究 未 数 本 身 。 这 种 
类 比 昌 不 一 定 恰当 ， 可 是 它 还 是 有 许多 启发 性 。 

首先 是 函数 本 身 的 研究 比 定义 域 的 研究 远 为 复杂 。 以 单 变 
元 的 实 函 数 来 讲 ， 通 常 研究 的 一 般 函 数 都 是 定义 在 实数 直线 上 


的 一 个 区 间或 整个 数 直 线 ， 它 们 的 结构 相对 简单 ， 但 是 ， 它 们 
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上 的 函数 (直观 看 就 是 各 种 各 样 的 曲线 ) 非常 之 多 ， 也 没有 什 
么 固定 的 顺序 ， 比 起 区 间 来 ， 复 杂 得 无 法 比拟 。 

其 次 在 函数 研究 过 程 中 ， 为 了 简化 复杂 性 ， 我 们 采取 一 些 
Wik. MARES, RITA: 

(1) 先 研 究 特殊 函数 ， 然 后 从 特殊 到 一 般 。 实 际 上 ， 无 论 
实 变 函 数 还 是 复 变 函 数 ， 一 开始 都 研究 比较 简单 、 能 够 处 理 的 
特殊 函数 ， 它 们 通常 都 具有 很 好 的 性 质 。 例 如 线性 函数 、 多 项 
式 函 数 、 三 角 函 数 等 等 。 而 讨论 一 般 函 数 时 ， 总 是 把 它们 同 特 
殊 函数 联系 起 来 。 例 如 展开 成 矫 级 数 、 三 角 级 数 等 等 。 这 样 ， 
我 们 对 于 任意 函数 也 有 较为 统一 的 处 理 方法 。 

(2) 对 于 任意 函数 ， 我 们 研究 它 与 典型 函数 的 差距 。 这 里 
典型 函数 如 分 段 线性 函数 、 多 项 式 、 三 角 多 项 式 等 等 。 这 里 面 
的 首要 问题 是 ， 连 续 函 数 能 否 被 多 项 式 来 通 近 ， 也 就 是 它们 与 
某 个 多 项 式 相差 很 小 。 如 果 这 能 够 证 明 ， 我 们 就 可 以 通过 典型 
函数 的 研究 去 认识 更 一 般 的 函数 。 

3) 函数 的 变形 与 函数 的 等 价 类 。 对 于 许多 性 质 相 近 的 函 
数 ， 我 们 不 必 逐 一 研究 ， 而 只 需要 把 性 质 相近 的 函数 归 成 一 
类 ， 从 中 挑选 一 个 代表 ， 这 样 把 这 个 代表 研究 过 了 ， 这 类 函数 
的 性 质 也 就 清楚 了 。 

(4) 函数 集合 或 函数 空间 的 结构 。 对 于 结构 数学 来 讲 ， 把 
函数 或 函数 的 等 价 类 集中 在 一 起 ， 构 成 函数 集合 ， 然 后 研究 函 
数 集合 的 结构 ， 这 样 的 研究 就 是 泛 函 分 析 。 

由 此 可 以 看 出 ， 即 司 是 比较 简单 的 定义 域 和 信 域 ， 函 数 的 
问题 已 经 很 困难 ， 那 么 当 定义 域 变 得 较为 复杂 时 ， 函 教 论 当然 
就 更 加 困难 。 倒 如 多 复 变 函数 论 ， 长 期 以 来 只 是 先 集中 研究 它 
的 定义 域 , 如 全 纯 域 的 刻画 与 哄 型 域 的 分 类 , 而 其 上 的 分 析 至 
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今 进展 不 大 。 现 在 到 了 拓扑 学 ， 其 定义 域 与 值 域 都 比较 复杂 ， 
因此 研究 其 间 的 映射 当然 就 十 分 困难 了 。 由 于 拓扑 学 本 身 很 抽 
象 ， 因 此 ， 拓 扑 学 的 函数 论 一 一 映射 的 同 伦理 论 当然 就 更 加 困 
” 难 了 。 尤 其 是 现在 无 论 是 映射 的 定义 域 还 是 秆 域 ， 维 数 都 很 
A. RNAS CRRA ATR), BAT 
究 都 要 千代 数 的 工具 ， 因 此 研究 起 来 就 难 上 加 难 了 。 即 使 研究 
也 需要 一 些 直觉 ， 可 是 直 党 常常 不 太 可 靠 。 从 历史 上 讲 ， 计 算 
同 伦 群 时 ， 不 少 专家 都 犯 过 错误 。 因 此 ， 对 于 非 专业 的 人 士 来 
讲 ， 他 们 需要 的 是 知道 同 伦 论 结果 的 意义 和 它 的 各 种 应 用 。 


5.2 同 伦 论 前 史 


现在 公认 正式 的 闻 伦 论 诞生 于 1930 年 到 1935 年 ， 比 同调 
tem 30 年 到 40 年 。 但 是 ， 同 调 论 的 对 象 一 一 几何 图 形 的 拓扑 
性 质 ， 至 少 在 拓扑 学 正式 诞生 的 1895 年 之 前 100 多 年 甚至 更 
早 就 已 经 研究 ， 而 同 伦 论 则 要 晚 得 多 。 数 学 中 在 真正 涉及 映射 
的 同 伦 问题 之 前 ， 应 该 说 来 源 于 黎 学 关于 黎 摆 面 的 研究 。 

PSMA 世纪 中 叶 大 数学 家 黎 虹 的 创造 。 他 为 了 形象 
RRS ABM MBM". EMSRS, y=2’, 
y=x", y=sing, y=cosr 等 等 函数 ， 对 于 r 的 每 一 个 值 ， 
都 有 一 个 y 信 ， 这 样 的 函数 就 叫做 单 值 函 数 。 反 过 来 ， 这 些 
mao ep, x =y, x =Ty, x =arcsiny, x = arccosy 
等 ， 对 于 y 的 每 一 个 值 ，* 就 有 不 止 一 个 值 和 它 对 应 ， 而 是 
几 个 甚至 无 劳 多 个 。 这 种 对 于 自 变量 的 一 个 值 有 许多 函数 值 同 
Et AY ES HK. 

实 变量 的 实 函 数 是 把 x RA ORE y 轴 上 的 点 ， 在 初等 


数学 里 ， 研 究 的 都 是 实 变量 的 实 函 数 ， 函 数 可 以 用 图 和 象 表现 出 
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来 ， 上 面 的 单 值 函 数 对 于 z 轴 的 每 一 点 作 平行 于 y 轴 的 直线 
只 与 函数 图 象 交 于 一 点 ， 如 y= z? 这 个 抛物 线 。 可 是 ， 多 什 
一 数 不 同 ， 一 个 自 变 莉 值 对 应 两 个 或 两 个 以 上 的 郴 数值 ， 如 y 
=Vz， 在 图 象 上 显示 就 是 一 条 平行 于 y 轴 的 直线 与 图 象 交 于 
两 点 或 两 点 以 上 。 这 种 多 值 函数 在 初等 数学 中 就 已 经 常常 见 到 
了 ， 如 圆周 zz+ 只 = 1。 不 过 ， 当 函数 定义 域 和 俏 域 都 是 实数 
时 ， 我 们 可 以 很 “直观 ”地 通过 函数 图 象 来 研究 。 也 就 是 函数 
的 定义 域 、 值 域 和 函数 本 身 都 能 清楚 地 显示 出 来 。 可 是 ，19 
世纪 中 时， 函数 的 研究 由 实数 域 扩展 到 复数 域 ， 也 就 是 研究 定 
义 在 复数 平面 上 ， 取 值 也 在 复数 平面 上 的 复数 函数 。 这 时 函数 
的 定义 域 和 值 域 都 由 一 条 直线 (或 其 一 部 分 》 扩 大 为 一 个 平 
面 。 这 样 一 来 ， 函 数 的 直观 图 象 就 画 不 出 来 了 ， 我 们 只 能 满足 
于 显示 定义 域 和 值 域 。 对 于 单 值 函 数 ， 这 就 是 摆 上 两 张 平面 ， 
一 张 表示 定义 域 ， 一 张 表示 值 域 。 当 自 变量 在 定义 域 中 变化 
时 ， 可 以 描画 函数 值 变化 的 情况 。 问 题 是 多 值 函数 ， 当 你 用 这 
种 方法 描画 时 ， 在 定义 域 上 画 出 一 条 线 ， 在 值 域 上 就 描画 出 两 
条 或 多 条 线 ， 使 人 眼花 综 乱 。 黎 声 为 了 使 多 值 函 数 表 现 得 更 直 
观 些 ， 他 就 把 定义 域 那 张 平面 变 威 多 张 ， 玖 在 一 起 ， 使 得 每 一 
张 上 的 点 仍 对 应 函数 的 一 个 值 。 比 如 y=Y 是 一 个 二 信函 数 ， 
就 用 两 张 平面 表示 z 的 定义 域 ， 一 张 相 当 于 对 应 y= +Yx 的 
值 ， 一 张 相当 于 对 应 y= -VE 的 值 。 这 两 张 也 不 是 完全 分 高 
的 ， 在 原点 〈 单 值 点 ) 沿 着 实 轴 粘 在 一 起 。 对 于 任意 的 多 值 函 
MATER TAME LR, RRS. WA 
多 值 函数 ， 尤 其 是 代数 函数 ， 也 就 是 研究 黎 曼 面 上 的 函数 论 
了 。 . 
换 句 话说 ， 复 变 代数 函数 的 研究 归结 为 黎 更 面 《 定 义 域 ) 
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到 复 平面 单 值 函数 或 者 单 值 映射 的 研究 了 。 由 于 代数 函数 是 非 
常 好 的 函数 ， 它 局 部 解析 ， 至 少 连 续 ， 除 了 一 些 特殊 的 点 一 一 
支点 之 外 。 所 以 值 域 上 每 一 点 W 的 邻 域 也 对 应 黎 曼 面 上 若干 
点 一 一 它 的 原 象 的 邻 域 了 。 反 过 来 ， 歼 曼 面 好 像 是 鹤 盖 在 复 平 
fH 《球面 ) 上 的 覆盖 面 ， 黎 受 原 来 的 直观 概念 就 是 如 此 。 

从 这 里 我 们 得 出 覆盖 映射 的 概念 : IE a BY Ps Fh E 


了 到 拓扑 空间 Y 的 连续 映射 P 称 为 覆盖 映射 ， 如 果 满 足下 列 
条 件 : 

对 于 了 的 每 点 zx， 都 可 以 选取 其 开 邻 域 U(z), 使 得 P”! 
4x) 的 每 个 连通 分 支 都 同 胚 地 映 到 U(x) 上 。 

要 盖 面 的 概念 可 以 推广 到 一 个 繁 曼 面 到 另 一 个 黎 灵 面 的 虱 


=H, MR 了 到 自身 的 同 胚 S$, 满足 P.S=P， 则 S 称 为 


狗 盖 变换 。 镍 盖 变换 的 全 体 构成 群 。 而 当 了 VARMA, 
这 个 覆盖 变换 群 就 是 的 基本 群 r，(Y)。 黎 曼 虽然 没有 正式 
提出 这 些 概念 但 是 的 确 得 到 与 它 有 关 的 群 ， 如 单 演 (mon- 
odromy) 群 ， 这 是 最 原始 的 同 伦 概念 ， 它 们 在 变形 之 下 不 变 。 

1895 年 谍 加 莱 正 式 定 义 基 本 群 ， 这 是 第 一 个 同 伦 群 。 希 
加 莱 正如 几 位 19 世纪 末 的 数学 大 师 一 样 ， 对 于 群 是 情 有 独 钟 。 
可 是 当时 还 没有 几何 的 群 是 拓扑 或 同 伦 不 变量 ， 甚 至 他 也 不 能 
把 他 定义 的 贝蒂 数 及 挠 系数 合成 为 同调 群 。 但 是 基本 群 的 定义 
的 确 显示 出 他 对 群 的 深刻 理解 以 及 基本 群 所 反映 的 流 形 的 拓扑 
性 质 。 

不 难看 出 ， 由 了 = (0, 1 到 拓扑 空间 X 上 的 连续 映射 /在 
X 上 的 象 , 在 X 上 务 出 一 条 道路 ( path), 当 f(0) = FL) = zo 


时 , 它 就 画 出 一 条 闭 道 路 。 现 在 的 问题 是 定义 两 生 道 路 fg 的 
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KE EBENEZER. BMRA, 这 只 要 使 大 的 终点 
等 于 g 的 起 点 即 可 以 办 到 。 具 体 来 讲 , Me 的 乘积 fee 为 
je ost, 
fogle) = 
g(2t-1), tesi 

HRE BRK OT DA A E 

站 = FL- Orsi. 
这 样 ,我 们 就 可 以 定义 许 许多 才 道 路 。 这 样 太 多 了 , 没有 必要 ， 
我 们 在 所 有 道路 之 间 引 进 一 个 等 价 关 系 : 如 果 f, ge 两 条 道路 满 
Æ 

F0) = g (0), 

Fl)=g{(1), | 
而 且 f(1) 可 连续 地 变形 成 g), BUA EEE SER HT 

F;I x (0,1 — X, 

F(0,S)= F(0)=g(0),. 

FO, S)= f(1)= g(1), 

F(t,0) = f(t), 

F(t, 1)=g2(2). 
具有 相同 始点 .终点 的 所 有 道路 在 这 种 等 价 关系 下 构成 等 价 类 ， 
BEU, EMO = [月 ,显然 

(fog) = (f° (go 
当 考 虚 具 有 基点 f(0) = F(1) = x 的 闭 道路 的 所 有 等 价 类 构成 
一 个 群 , 称 为 X 的 基本 群 , 记 作 (X, Xo). WR X 是 弧 连 通 
的 , 则 基本 群 与 基点 选择 无 关 ， ap a, CX, Xo) = 4i (z, ETEA 简 记 
作 ri(z)。 如 rifz) 只 有 一 个 元 素 , 则 .zx 称 为 单 连通 的 , 球体 
( 胞 腔 } 和 球面 S (nz 产 2) 都 是 单 连通 的 。rifz) 是 z 的 最 重要 
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的 拓扑 不 变量 之 一 。 


5.3 映射 度 


映射 度 观 念 的 原始 形式 应 当 说 相当 古老 ,它们 来 自 代 数 ( 方 
程 的 ) 基 本 定理 和 初等 微 积分 的 中 间 值 定理 , 这 两 方面 都 涉及 连 
续 人 性 。 高 斯 在 1899 年 的 博士 论文 中 给 出 代数 基本 定理 第 一 个 
证 明 。 他 已 经 用 到 这 样 一 个 事实 :一 个 在 区 间 [a, b) 上 的 连续 
函数 f(z) 如 果 在 < 处 取 正 值 , 即 f(c)>0, 在 a SER AE, BU y 
(za)<0( 其 中 cd 属于 [a,5), 则 在 c,d 之 则 一 定 存在 某 一 个 
值 e, tÈ ffe)=0, 上 是 多 项 式 ,那么 如 果 出 现 这 种 情况 则 说 明 多 
项 式 f 在 c,d 之 间 存 在 一 实 根 。 不 过 这 个 直观 的 事实 在 当时 
还 不 能 算 基 有 严格 的 证 明 , 因此 高 斯 第 一 个 证 明 并 不 能 算是 严 
格 的 。 高 斯 的 上 述 事实 推广 为 微 积分 的 中 间 值 定理 。 

微 积分 的 中 间 值 定理 Efla, b) —R Bla, 6) LER 
实 函 数 ,如 果 yE (f(a), f(b), WHE x € (a, b), 4 
f (29) = ye 

显然 这 个 定理 给 f(x)= 是 否 有 解 提供 了 一 个 很 好 的 判 
据 。 

高 斯 在 他 的 代数 基本 定理 的 第 四 个 证 明 发 展 了 这 个 思想 。 
他 的 关于 实 根 药 判 据 ， 后 来 为 许多 数学 家 所 发 展 ， 其 中 包括 法 
国 数学 家 斯 特 姆 和 埃 尔 米 特 、 英 国 数学 家 西 尔 维 斯 特 
(Sylvester, James, Joseph, 1814—1897). RF RET t 
MEKARERABMA (Brioschi, Fransceco, 1824—1897) 
等 等 。 但 这 条 道路 尚 不 能 直接 引导 到 后 来 拓扑 度 的 理论 。 

引导 到 拓扑 度 的 概念 是 把 单 变量 函数 

fe DR? . 


推广 到 高 维 ， 即 

f: PR", l 
RHAHRESTCBR, HH, RAR 中 的 序 关 系 就 谈 不 上 
中 间 信 ， 因 此 在 考 虚 n >1 的 情形 时 采取 另外 一 种 方式 ， 为 了 
简单 起 见 ， 不 妨 把 r 换 成 实心 球 件 D"， 其 边缘 是 (x -1) 维 
球面 S*"', IPE, 1869 年 ， 德 国 数学 家 克 洛 耐克 引入 克 洛 而 
克 示 性 数 (或 称 克 洛 耐克 指数 或 指标 )， 实 际 上 就 是 后 来 的 局 
部 次 数 。 他 当时 定义 时 ， 受 到 柯 西 和 高 斯 关于 n =2 或 3 情形 
的 影响 ， 特 别 是 1833 年 高 斯 引进 二 个 曲线 的 环 连 数 ， 因 为 高 
WA ER Sa TERRE, ME NAR 
分 来 定义 的 。 

现在 ， 我 们 可 以 通过 

gS" lego 
的 布 劳 威 尔 度 ( 见 后 ) 来 定义 局 部 度 , 设 

FS 
是 连续 映射 , y€ RN AS ) 则 了 在 ?的 局 部 度 

deg( f; y) =dege, 
其 中 

p: 1 一 ~S" 1， 

oz) {iat a}, 
n=2 W}, degl fix) ARTIRA fy 的 环绕 数 ,因为 它 表 示 闭 道 
路 f(s’ HSE y SHAK. KL, 这 给 局 部 度 一 个 比较 直观 
的 理解 。 
克 洗 耐克 示 性 数 只 是 对 连续 可 微 定 义 的 ， 当 时 对 拓扑 还 没 
有 什么 概念 ， 但 是 已 经 认识 到 它 的 一 个 重要 性 质 ， 即 在 映射 变 
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形 之 下 不 变 。 而 县 由 它 可 以 得 出 广义 中 间 值 定理 。 
广汉 中 间 全 定理 设 
f: D" -—F" f 
为 连续 上 映射 ,假设 yE RAS’, 如 果 
deg( f| S*~!; ») 0, 
WAR 
f(z)=y 
在 D" 的 内 部 mD 中 存在 一 个 解 。 
19 世纪 80 年代， 德国 数学 家 代 克 和 法 国 大 数学 家 席 加 莱 
都 应 用 克 洛 耐克 示 性 数 研究 具体 数学 问题 ， 特 别 是 1883 FE 
加 莱 用 于 非 线性 常 徽 分 方程 定性 理论 ， 得 出 后 来 所 谓 米 兰 达 
(Miranda, Carlo, 1912—1982) 定理 。1886 年 庞 加 莱 和 1904 
年 波 蔓 (Bohl, P. 1865—1921) 独立 证 明 庞 加 莱 一 波 勒 定理 。 
RMR ROBE 设 
h,:S"~'—+R" | 
为 映射 f= ho 和 g=h,:S" 1 一 >R" 的 一 个 同 伦 , 设 y 不 属于 
EHTA, CS" 1), +E (0,1), Mi 
deg f; y) = degl g; y)o 
席 加 莱 和 波 勒 以 及 毕 卡 《1893) 和 阿达 马 〈1910) 都 认识 
到 克 洛 耐克 示 福 数 的 拓扑 意义 以 及 应 用 前 景 。 他 们 也 都 把 它 推 
广 到 连续 映射 的 情形 。 其 后 的 发 展 正 是 沿 着 拓扑 理论 以 及 应 用 
(重点 是 微分 方程 ) 两 条 途径 飞速 前 进 的 。 这 里 着 重 谈 拓扑 方 
面 的 。 i i 
拓扑 度 理论 的 正式 建立 应 该 说 是 愉 布 劳 威 尔 1911 年 论文 
开始 的 。 这 篇 论文 的 意义 在 于 : 


(1) EH RPE MET RASA. | 
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(2) 它 正 式 启 动 球面 S" 到 S" 的 映射 间 伦 类 理论 ， 而 这 是 
后 来 同 伦 论 的 核心 同 伦 群 的 原型 。 
(3) ERP RAR SHARES, A 
过 拓扑 的 方式 《同调 ) 定义 出 来 ， 使 得 拓扑 度 理论 正式 成 为 拓 
扑 学 的 一 部 分 。 
映射 度 ”两 个 维 数 相等 的 可 定向 紧 连 通 流 形 之 间 的 连续 映 
射 
f:(M, SM)—r(N, ƏN) 
的 映射 度 定义 为 整数 deg f, 它 满足 ;对 于 任何 
a€H, CN, an) 
有 
ff? (a) =degf-a 
成 立 ,其 中 广 :为了 的 诱导 映射 。 
对 于 不 可 定向 流 形 , 则 系数 取 自 Z2 
映射 度 有 许多 重要 的 性 质 ， 
(1) 映 射 度 是 同 伦 不 变量 , 即 如 果 两 映射 
fg:tM, OM)——*(N, aN) 
Fte, Wl deg f= deg Eo 
{2) 合 成 映射 feg 
(X; aX) Y, ay)—£+(Z, az) 
的 映射 度 deg( fog) =deg fedeg go 
(3) EFR 1 的 映射 度 为 1。 
(4) 车 为 同 伦 等 价 ， 则 deg f= 1。 
虽然 觅 射 度 是 同 伦 不 变 的 ， 可 是 我 们 还 没有 定义 什么 是 同 
伦 。 简 而 言 之 ， 同 伦 是 映射 之 间 的 一 种 等 价 关系 。 由 拓扑 空间 
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X 到 拓扑 室 间 Y 的 两 个 连续 映射 
fs g: X—>Y 
RAR, MR f 可 以 连续 地 变形 成 &， 则 存在 连续 映射 族 
( 称 为 同 伦 ) 
hı: X—Y, 1& (0, 1), 
使 得 
ho= f, hi=ge 
换言之 ， 存 在 连续 映射 
H: Xx(0, 1) — Y 
使 得 
H,: Xx: —Y 
满足 H= f, Higo 
映射 的 同 伦 关系 记 作 f 二 g， 是 一 种 等 价 关系 ， 了 的 等 价 
ict (1, AX DY 的 所 有 连续 映射 的 同 伦 类 集合 记 作 
[X，Z， 同 伦 不 变量 是 关于 同 伦 不 变 的 量 ， 对 同 伦 等 价 的 映 
射 ， 它 们 都 取 相 辣 的 值 。 例 如 ， 布 劳 威 尔 的 映射 度 是 辣 伦 不 变 
量 。 同 伦 论 的 基本 问题 是 : 
决定 给 定 拓扑 室 间 X, Y 之 间 连 续 映 射 的 同 伦 类 。 也 就 
是 在 同 伦 的 层面 上 分 类 所 有 的 连续 映射 。 
正如 其 它 拓扑 分 类 问题 一 样 ， 我 们 首先 要 寻找 尽 可 能 多 的 
同 伦 不 变量 ， 在 某 些 简 单 的 情形 下 ， 我 们 的 确 可 以 找到 它们 的 
全 组 不 变量 ， 因 而 完成 了 同 伦 分 类 问题 。 鲍 如 ， 
f 二 g:S" 一 一 9” 当 且 仅 当 deg f= deg go 
因此 ， 对 于 球面 到 同 维 球面 的 映射 的 同 伦 分 类 完全 由 映射 度 一 
个 同 伦 不 变量 决定 ， 但 是 分 类 问题 还 没完 ， 也 就 是 哪些 整数 可 


以 作为 S 到 S* 上 的 映射 的 映射 度 ? 这 个 问题 也 是 布 劳 威 尔 解 
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诀 的 。 他 证 明 上 映射 
(Ss", S] —Z 

是 满 映 射 ， 即 每 个 整数 都 是 某 类 映射 的 映射 度 。 

由 于 布 劳 威 尔 这 个 结果 ， 同 伦 论 的 研究 重点 转向 球面 的 映 
射 类 ， 它 们 有 两 类 ; 

(1) ($7, S"); 

(2) (S™, M°), M" 为 任意 空间 。 

前 一 类 是 球面 同 伦 群 ， 特 别 是 稳定 同 伦 群 的 决定 问题 ， 后 
一 类 是 空间 或 流 形 的 同 伦 群 的 计算 问题 。 遗 憾 的 是 ， 即 使 这 些 
看 来 相对 简单 的 问题 ， 至 今 也 远 未 解决 。 但 是 ， 即 使 它们 取得 
了 点 滴 进 步 ， 对 于 拓扑 学 乃至 数学 其 他 领域 都 会 给 予 很 大 的 扒 
” 动 。1931 年 同 伦 论 正式 诞生 ， 它 正 是 因为 试图 取得 这 些 问 题 
的 进步 而 开始 拓扑 学 的 新 篇 章 。 


5.4 te 


1915 FER UAE “RR” 贝蒂 数 及 挠 系数 ) 的 拓 
扑 不 变性 时 ， 实 际 上 证 明了 一 个 更 强 的 结果 ， 也 就 是 不 仅 对 于 
URN) X，Y， 它 们 的 同调 群 同 构 ， 而 且 对 于 具有 相同 的 
同 伦 型 的 空间 ， 它 们 的 同调 群 也 同 构 。 这 样 看 ，X，Y 具有 相 
ARALARREK, ERE 
X, YAE=>X, Y 具有 相同 同 伦 型 。 
但 反 过 来 ，X，Y 具有 相同 同 伦 型 ，X，Y GAE. AT 
清楚 起 见 ， 我 们 比较 一 下 这 两 个 概念 的 定义 ; 
Pat SIX, Y 称 为 周 短 ;如 果 存 在 连续 上 映射 
FX—rY 和 g:Y—*X, 
使 得 合成 映射 
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afa lx, fg=ly, 
HH, ly Ally 分 别 表示 天 一 ”和 YY 一 一 Y 的 恒 同 映射 。 两 
空间 下，Y 同 伦 等 价 ， 也 就 是 具有 相同 的 则 伦 型 ， 则 只 要 求 
存在 两 个 映射 
f:X—Y 和 Tg:Y-—*X, 
使 得 合成 喘 射 同 伦 于 恒 同 映射 就 可 以 了 ， 也 就 是 
Bf=l1x, fg=lyo 
一 个 映射 本 身 是 恒 同 映射 1x 当然 同 伦 于 映射 1x， 反 过 来 一 个 
映射 只 是 同 伦 于 1x ROME ixo Ait, ARN eT 
HE. 
AFRESH Sh, Bub, PRN Hes 
价 不 难 变 成 空间 的 同 伦 等 价 ， 这 样 使 得 同 伦 等 价 变 为 空间 的 一 
种 拓扑 不 变 人 性质， 这 种 不 变性 质 或 拓扑 不 变量 称 为 同 伦 不 变 
量 。 利 用 同 伦 不 变量 ， 我 们 可 以 根据 它们 把 空间 分 类 为 不 同 的 
同 伦 型 ， 而 具有 相同 同 伦 型 的 空间 具有 相同 的 同 伦 不 变性 质 和 
相同 的 岂 伦 不 变量 。 这 种 对 空间 的 分 类 我 们 称 为 赐 伦 分 类 。 这 
样 ， 我 们 有 三 种 空间 的 分 类 ， 也 有 三 套 不 变量 : 
同 胚 类 (拓扑 等 价 类 》 同年 不 变 莉 (拓扑 不 变量 ) 


Y ft 
同 伦 类 同 伦 不 变量 
Y ft 
同调 类 同调 不 变量 


其 中 丫 表 示 同 胚 类 比 同 伦 类 更 细 ， 也 就 是 两 个 空间 可 以 具有 相 
AHAB REAR MCs, BAUER. AR, i 
同调 类 的 空间 也 未 必 同 伦 等 价 。 这 是 因为 同调 不 变量 一 定 是 同 


伦 不 变量 ， 反 之 不 成 立 。 同 样 ， 同 伦 不 变量 一 定 是 拓扑 不 变 
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量 ， 但 反之 也 不 对 ， 这 就 是 右边 个 所 表示 的 。 

这 样 ， 我 们 把 同 伦 由 研究 映射 转向 研究 空间 ， 因 此 ， 囊 特 
别 注意 同调 及 同 伦 的 差别 ， 特 别 是 同 伦 不 变量 。 如 同 伦 群 一 般 
要 比 同调 不 变量 ， 例 如 同调 群 更 强 。 因 此 ， 对 于 空间 来 讲 ， 同 
伦 论 的 主要 目的 也 就 是 找到 和 计算 它 的 同 伦 不 变量 ， 而 首 当 其 
冲 的 是 则 伦 群 。 

第 一 个 情 伦 群 是 基本 群 ， 它 是 由 庞 加 革 在 1895 年 引进 的 ， 
与 其 它 的 拓扑 不 变量 不 同 ， 基 本 群 不 一 定 是 阿 贝 尔 群 ， 也 就 是 
它 是 非 交 换 群 ， 而 且 往 往 是 难以 处 理 的 无 限 群 。 因 此 ， 直 到 
100 年 后 的 今天 ， 我 们 还 不 能 说 对 基本 群 有 很 多 了 解 ， 因 此 通 
常 我们 并 不 把 它 列 入 同 伦 的 范畴 中 来 研究 。 

但 是 ， 基 本 群 的 定义 却 启发 捷克 数学 家 切 赫 定义 高 阶 的 同 
伦 群 。 一 个 空间 科 的 基本 群 定义 是 在 空间 中 选 定 一 基点 a， 同 
时 在 图 S 上 选 定 一 基点 e， 和 研究 所 有 保持 基点 映射 〈 即 把 e 
BRB) a) 

f:€S), ee} (X, a) 
的 同 伦 类 。 
1932 年 在 苏黎世 召开 的 国际 数学 家 大 会 上 , MERT —T 
简单 的 推广 ,把 S 换 成 球面 S, 他 定义 所 有 保持 基点 的 映射 
f:€S", e)-—+(X, a), 
发 现 它们 的 同 伦 类 也 具有 群 的 人 性质， 这 些 当 然 是 基本 群 的 自然 
延续 ， 被 称 为 高 阶 同 伦 群 。 在 切 赫 的 报告 之 后 ， 苏 联 数学 家 亚 
矿山 大 洛 夫 和 德国 数学 家 黎 普 夫 等 很 快 发 现 : 当 nn 之 2 时 ， 这 
些 同 伦 群 «x, (X) 都 是 阿 贝尔 群 。 对 于 这 些 交 换 群 ， 显 然 就 
觉得 它们 没有 基本 群 那 种 非 交 摘 群 所 包含 的 信息 多 ， 而 且 更 进 
一 步 还 产生 一 种 错觉 ， 以 为 n (X) 不 会 比 当 时 熟知 的 交换 
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群 一 一 同调 群 oH, (X) 提供 更 多 的 信息 。 虽 然 霍 普 夫 本 人 已 
经 得 出 

x, (S57) =Z, 
而 

H, (S?} =0, 


r3 S 带 来 的 信息 远 远 超出 S$? 的 同调 群 所 可 能 提供 的 。 这 
种 错误 的 认识 ， 扼 杀 了 切 赫 的 研究 ， 他 被 劲 说 在 会 议 录 发 表 时 
撤回 报告 的 全 文 ， 而 只 发 表 了 一 个 简短 的 摘要 。 切 赫 再 没有 去 
研究 同 伦 论 .这 是 历史 的 不 幸 。 
这 样 同 伦 论 再 次 回 到 喘 射 类 的 观点 ， 不 过 仍 没有 逃脱 空间 
同 伦 等 价 的 观点 而 最 终 促 使 同 伦 群 正式 产生 。 
BERAIR SBS? 的 映射 之 后 ，1933 年 他 研究 = 维 
组 合流 形 M BIS" 的 映射 的 “ 同 伦 类 *， 他 发 现存 在 同 伦 等 价 
于 存在 扩张 问题 。 
波兰 数学 家 波 尔 苏 克 (Borsuk, Karol, 1905—1982) 
1931 年 引入 对 同 伦 论 重 要 的 收编 《retraction ) 和 收缩 核 (re- 
tract) 的 概念 。- 
一 空间 下 到 其 子 空间 A 上 的 收缩 ， 就 是 连续 映射 
r: X —A, 
满足 
r(X)=A, - 
且 对 于 aEA,r(a)=a。 
如 果 对 X 的 一 个 子 空 间 4， 存 在 收缩 映射 >， 则 称 4 为 
XX 的 收缩 被 。 收 缩 核 最 主要 的 性 质 在 于 ， FEES 
f: A —Y 


都 可 以 扩张 为 
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g: X—Y, 
Bp 
B= fre 

但 是 收缩 核 的 概念 有 很 大 缺点 ， 就 是 在 考虑 A 时 ， 必 须 
考虑 整个 空间 X， 包 括 那些 离开 A 很 远 的 点 ， 这 样 往往 就 得 
FARRER, Ar, ERIRE 1932 年 又 引入 几 个 新 概念 : 

(1) 绝对 收缩 核 (AR)， 这 是 收缩 核 概 念 的 限制 。A 称 
AX 的 绝对 收缩 核 ， 如 果 对 于 任何 空间 和 任何 A 到 XX 的 子 
空间 j (A) EASE J, 7 (A) 是 多 的 收缩 核 。 

(2) 邻 域 收缩 核 (NR}， 这 是 收编 核 概 念 的 推广 ， 即 A 
是 A 在 外 中 茶 个 邻 域 UCA) 的 收缩 较 。 例 如 S :不 是 R 
的 收缩 核 ， 但 却 是 R" 的 邻 域 收缩 核 。 

(3) 缀 对 邻 域 收缩 核 (ANR )， 这 是 最 有 用 的 介 乎 AR 和 
NR 之 辣 的 概念 。 一 个 可 分 度量 空间 了 是 ANR， 如 果 对 于 任 
何 了 到 任意 空间 广 的 予 空间 Z EAR, ZX 的 邻 域 收 缩 
波 尔 苏 克 对 紧 ANR 一 个 乾 画 ; CAT HR I 
GY SB Ca | 

(4) 形变 收缩 核 。A RAX HERB, MR am 
Ber: A —X 同 伦 于 X 的 异同 映射 。 

如 果 其 中 一 点 6 是 天 的 形变 收缩 核 时 ， 称 和 是 可 缩 的 
( contractible }o 

RE BS, SER Be EE) A ÉI W 
(LC) RERATR (LC) 等 概念 。 这 些 顾 念 对 同 伦 论 的 意 
义 在 于 ， 它 们 与 同 伦 论 的 基本 问题 一 一 扩张 问题 有 密切 关系 。 
fli, @XMAWAANR, W (x, A) 对 于 任何 空间 均 有 
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同 伦 扩 张 性 质 。 这 就 是 说 ， 对 于 任何 连续 映射 
fo: X—Y, 
以 及 两 映射 
g0= folA 
和 
gi: A—*Y 
之 间 的 同 伦 
F:XXx (0,1)—~Y, 
它 是 fo 和 扩张 g 的 映射 
fi: X—Y 
之 间 的 同 伦 。 在 这 种 情况 下 ， ARKAN Ax BL 
HAE (Cofibration ) » 
上 纤维 化 一 个 重要 性 质 是 ， 若 ARTAR, MAARA 
P: X—XI A 
是 同 伦 等 价 。 因 此 ， 上 纤维 化 提供 了 造 同 伦 等 价 的 许多 方法 ， 
其 中 包括 : 
中 映射 柱 ; 
ORR at HE 
OH CW 复合 形 。 
1934 年 ， 由 于 布 劳 威 尔 的 推荐 ， 波 兰 数 学 家 胡 列 维 奇 最 
终 把 同 伦 群 再 次 推 向 前 台 。 他 定义 的 同 伦 群 与 切 赫 的 完全 一 
样 ， 但 是 , 他 指出 他 的 同 伦 群 与 同调 群 的 不 同 之 处 ， 并 县 得 出 
同 伦 群 与 同调 群 的 关系 。 这 在 历史 上 无疑 使 同 伦 群 作为 新 事物 
的 地 位 完全 确定 下 来 。 
胡 列 维 奇 的 论文 以 简报 的 形式 分 成 4 篇 在 1935 年 到 1936 


年 发 表 在 荷兰 王家 科学 院 院 报 上 ，4 篇 的 题目 如 下 
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(1) BHA CH 
(2) 同 伦 群 与 同调 群 
(3) 映射 类 与 同调 型 
(4) 元 球状 面 空间 
在 第 一 篇 简报 中 。 他 定义 高 次 同 伦 群 ， 但 他 不 是 直接 考虑 
[S"，X]， 而 是 继续 庞 加 莱 ， 直 接 考 虑 环 路 空间 O (X, zo), 
也 就 是 由 所 有 保持 基点 映射 /，S! 一 =X 的 集合 ， 赋 子 紧 开 
拓扑 之 后 而 得 的 空间 。 在 这 个 空间 中 ， 指 定常 数 环 路 
XS! ——+ | Xoi 
为 基点 , 又 可 以 考虑 环 路 空间 的 基本 群 
wr (2CX, xa), x1) 
把 这 个 过 程 递归 下 去 , 依次 得 到 高 次 环 路 空间 
Q(X zo) = (0 X, zo), 1)， 
从 而 他 定义 p RAH 
Xe( KR, zo) = m (QIX, £o), Xp-1)0 
不 难 证 明 , 这 是 群 ,而 且 对 于 n22, 2, (X, xo) 是 交换 群 。 这 样 
他 把 同 伦 论 从 了 怠 射 类 正式 称 到 空间 上 。 后 来 他 还 定义 相对 同 伦 
群 。 这 样 ， 他 定义 了 两 个 具有 关 点 空间 的 同 伦 等 价 以 及 同 伦 
型 。 他 证 明 空 间 的 同调 型 只 依赖 空间 的 同 伦 型 ， 且 映射 同 伦 类 
(X, Y) 只 依 事 于 X AY MAR, Pale 的 同 伦 群 只 


依赖 于 芯 的 同 伦 型 。 
胡 列 维 奇 的 贡献 不 仅 在 于 定义 商 次 同 伦 群 ， 而 且 在 于 得 到 
同调 群 的 关系 。 


与 当时 知道 移 仅 有 的 拓扑 不 变量 
”在 第 二 篇 简报 中 ， 他 证 明了 下 面 的 定理 : 
胡 列 维 奇 同 构 定理 2X (n-1) 连通 的 ， 即 
nx)=0 (Eien 1), 
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则 
naX, ro ZH, (X; Zo 

在 第 三 篇 简报 中 ， 他 推广 1933 年 雷 普 夫 得 到 的 堆 普 夫 分 
类 定理 : 

RX An 维 有 限 单纯 复合 形 ， 则 西 个 上 映射 

J, g: X—>*S" 
癌 伦 ， 当 且 仅 当 它 们 定义 相同 的 同 态 
下 区。 有 (ZJ =H, S, Z) 
和 
5。 

胡 列 维 奇 用 他 的 同 构 定 理 把 霍 善 夫 分 类 定理 推广 到 任意 的 
X 2 (n—-1) 连通 空间 Y 的 映射 的 同 伦 分 类 上 。1937 年 惠 特 
尼 用 上 间 调 把 这 个 判 据 简化 。 

胡 列 维 奇 在 他 的 第 四 篇 简报 中 ， 研 究 无 球状 面 的 道路 连通 
空间 X， 也 称 零 伦 空 间 ， 即 对 于 所 有 pS 2, mw (XX) = 0。 硼 列 
维 奇 发 现 ， 对 于 零 伦 的 有 限 单纯 复合 形 X, 支 的 同 伦 型 由 其 
基本 群 决定 。 胡 列 维 奇 这 个 结果 也 可 表述 如 下 : 

MEX AY 都 是 零 伦 有 了 上限 维 单 纯 复 合 形 ， 若 连续 喘 射 

f:X—Y, 
使 得 对 于 所 有 r=, 
fara, (X)—2,(¥) 
都 是 双 射 , 则 f 是 同 伦 等 价 。 

他 这 个 定理 开辟 了 同 伦 论 一 个 重要 的 方向 。1939 年 英国 
数学 家 J- H: C- RFS EC Whitehead, John Henry Constantine, 
1904 一 1960) 大 大 推广 这 个 定理 。 他 首先 引进 * 等 价 的 概念 。 


MERZA X MY 之 间 的 连续 映射 
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F: OX, to) CY, yo) 
称 为 n 等 价 , MRA 
Frin, X, xo), CY, yo) 
TIS <n 是 双 射 ,对 于 ran 是 满 射 。 
对 于 on 等 价 映射 户 怀特 海 证 明 一 个 定理 ; 
怀特 海 第 一 定理 
(1) 若 了 上 是 ”等 价 , 刚 对 <n, f PT A E A E h A 
态 
Fat, CX, Z)- + A, 0Y32) 
是 双 射 ,而 对 r= nm 是 满 射 。 
(2) 如 果 X, Y 还 都 是 单 连 通 空 间 , 则 道 定 理 也 成 立 , 不 过 
如 羡 ，Y 非 单 连 遂 ， 道 定理 一 般 不 成 立 。 
应 该 注意 的 是 ， 怀 特 海 第 一 定理 并 不 意味 着 两 个 空间 如 具 
有 相同 局 伦 群 ， 则 它们 有 相同 的 同调 群 ， 挨 之 有 相同 同调 群 ， 
则 有 相同 同 伦 群 也 不 成 立 。 
接着 怀特 次 引入 弱 同 伦 等 价 的 概念 。 
Aars EARN 
f:(X, xo) Y, yo) 
FARRS, 如 果 对 于 每 no, ERE = For, BT 
x. . 
fain, CX, To Y, yo) 
是 双 射 。 
怀特 海 第 二 定理 MX, Y 是 CW 复合 形 , MEHS Ae 
等 价 必定 是 同 伦 等 价 。 
由 此 ， 闫 定 空间 同 伦 型 问题 部 分 归结 为 同 伦 群 的 计算 ,但 
这 问题 本 身 是 极 难 的 问题 ， 至 今 所 知 有 限 。 不 过 由 此 发 展 起 来 
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KRRAMBARIED THF SZETRSHAR. 

不 管 如 何 ， 同 调 群 和 同 伦 群 仍 然 不 足以 决定 同 伦 型 。 不 
过 ， 同 调和 同 伦 之 间 的 关系 通过 两 条 途径 显示 出 来 : 

(1) 怀特 海 CW 复合 形 ， 通 过 上 纤维 化 的 香 代 。 

(2) 波斯 特 尼 可 夫 (Postnikov, Mikhail, 1927--) 系统 ， 
mA iba aT. 


5.5 组 合同 伦 群 


1939 年 ，J*" HC: 人 怀特 海 引入 简单 同 伦 型 的 概念 ， 他 称 为 
FA” (naclei)。 对 于 有 限 单纯 复合 形 KK， 他 引入 两 种 操作 ， 
一 种 称 为 基本 扩张 ， 把 一 个 新 单纯 形 全 添加 在 K 上 ， 使 得 和 
的 所 有 面 除了 一 个 之 外 均 属于 KK。 另 一 种 称 为 基本 收缩 ， 这 
是 基本 扩张 的 逆 操 作 ， 即 由 K 去 掉 一 个 单 形 连同 该 单 形 的 一 
个 自由 面 。 如 果 两 个 单纯 复合 形 可 以 通过 有 限 次 基本 操作 互相 
变换 ， 则 称 为 共有 相同 校 ， 即 具有 相同 的 简单 同 伦 型 。 


mA 
箭头 表示 基本 收编 
怀特 海 证 明 的 重要 定理 是 ， 任何 复合 形 的 核 (简单 同 伦 
型 ) 是 组 合 不 变量 〈 即 在 重 分 下 不 变 )。 旺 然 基 本 扩张 和 基本 
收缩 保持 复合 形 的 同 伦 型 ， 但 是 他 不 能 决定 核 是 否 同 伦 型 不 变 
量 。 他 只 能 证 明 下 面 的 定理 : 
定理 ”两 个 单 连通 复合 形 具 有 相同 简单 同 伦 型 当 且 仅 当 它 


们 具有 相同 的 同 伦 型 。 
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两 年 之 后 (1941 年 )， 对 于 具有 基本 群 的 情形 他 举 出 反 
fA: 透镜 空间 (7, 1) ML (7, 2) 具有 相同 同 伦 型 但 有 不 
间 的 核 。 

怀特 海 还 引入 一 个 重要 的 不 变量 怀特 海 挠 元 ， 从 而 使 简单 
同 伦 型 代数 化 ， 其 后 它 发 展 成 KK 理论 。 

1972 Æ E HB (Chapman, Thomas, 1940—) 最 终 证 明 
TIRE, Mit uE aA eS] fe th TER. 

TE 1939 年 的 论文 中 ， 怀 特 海 还 引进 正则 分 域 的 概念 ， 他 
证 明 它 是 唯一 的 到 组 合 等 价 。 这 个 概念 后 来 在 证 明 高 维 谍 加 莱 
猜想 中 起 作用 。 

为 了 得 出 同 伦理 论 中 合适 的 研究 对 象 ，J*H:C: 怀 特 海 引 
入 CW 复合 形 的 概念 ， 这 个 概念 是 以 前 单纯 复合 形 和 胞 腔 复 
SER BRE, AM, APSR PRR HITS Ss 
间 ， 而 且 有 一 套 有 力 的 工具 去 研究 它 。 

RABE 1933 FRA SRE HAR, he 
REP PRE. 当 把 流 形 X SRR, b 维 胞 腔 op 
本 身 同 县 于 R? PRIA, EE, op EX 中 的 边缘 却 不 像 
i BRS RFR Set, JHC 怀特 海 发 展 了 这 种 思想 ， 
他 在 1941 RIT “MEAE” (membrane complex) 的 概 
念 ， 后 来 ， 他 把 它 改 各 为 CW 复合 形 ， 并 建立 其 系统 理论 。 
这 个 和 名称 中 的 CW E “WEAR” (closure finite) 以 及 具有 
“F” (weak) 拓扑 的 缩写 ， 不 过 米尔 诺 不 同意 这 个 “ 弱 ” 字 ， 
AA ERR PRE MARR. FATS 
CAERE, WEERT. 

CW 复合 形 ”空间 Xto (filtration) 是 六 的 一 
个 闭 子 空间 的 有 限 或 无 穿 序列 X, n=0, 1, el, EWE: 
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(1) 1X*| 是 处 的 一 个 覆盖 。 

(2) XE ?的 一 个 子 空间 ，# 一 0，1，2…。 

如 果 X 的 一 个 分 滤 满 足下 列 3 条 公理 ， 则 称 为 具有 CW 结构 : 
中 X 是 一 个 离散 空间 
D Win>0, (X, XUI) 是 n RERED 
© 六 由 子 空间 族 1X"| 决定 。 

如 果 X RAT CW 结构 ， 则 称 它 为 CW 复合 形 。 

CW 复合 形 可 以 通过 归纳 的 步骤 构造 出 来 ， 从 X? 开始 ， 
都 是 由 XY" 1! 添加 车 干 个 # 维 胞 腔 ， 得 到 最 后 

X= Ux", 
X" FAX Hn PAR. . 

CW 复合 形 是 闭 包 有 限 的 ， 即 每 个 胞 腔 的 闭 包 只 同 有 限 多 
个 开 胞 腔 相交 。 

CW 复合 形 具有 “ 弱 ” 拓 扑 。 

CW 复合 形 具 存 好 的 拓扑 性 质 ， 即 它 的 空间 是 仿 紧 的 。 

有 限 维 球体 、 球 面 、. 射 影 空间 均 为 有 限 CW 复合 形 。 如 
E CW 复合 形 的 一 个 人 性质 不 依赖 于 CW 结构 的 选取 ， 则 称 为 
拓扑 不 变 的 ， 例 如 其 锥 数 。CW 复合 形 和 的 下 列 性 质 也 是 拓 
扑 不 变 的 : ， 

(1) ARH, BX 只 具有 有 限 多 肪 腔 。 

定理 ”CW 复合 形 XX 是 有 限 的 当 且 仅 当 XX 是 紧 的 。 

(2) atta +E, BX 的 每 个 开 胞 腔 只 与 有 限 多 闭 胞 腔 
相交 。 
定理 CW 复合 形 芯 是 局 部 有 限 的 当 且 仅 当 X 是 局 部 紧 
的 。 


CW 复合 形 XX 是 局 部 有 限 的 当 搓 仅 当 其 闭 胞 腑 形成 的 
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ARARAME. 

CW 复合 形 怀 是 局 部 有 限 的 当 且 仅 当 它 是 可 度量 化 的 。 

(3) 可 数 性 ，X 具有 可 数 多 胞 腔 。 几 局 部 有 限 且 连通 的 
CW 复合 形 均 可 数 。 

定理 ”CW 复合 形 可 数 当 是 仅 当 它 不 含 不 可 数 离 散 子 集 。 

局 部 有 限 的 可 数 CW 复合 形 具 有 很 好 的 性 质 : 

(1) 每 个 m 维 局 部 有 限 、 可 数 CW BSW RAE 
Rem tih, 

(2) 每 个 局 部 有 限 、 可 数 CW 复合 形 可 人 媒人 在 希 尔 伯 特 
立方 体 1” 中 。 上 反 过 来 ， 如 CW EAE TRAE P, WX 
是 局 部 有 限 且 可 数 。 

CW 复合 形 不 难 推 广 到 相对 情形 ， 而 且 CW 复合 形 仍然 
保持 单纯 复合 形 和 胸腔 复合 形 的 许多 性 质 ， 例 如 胸腔 重 分 性 
W, AARETE., 

BEELER Hf: Y——X 为 CW RABY, XZ 
HRH, REY 的 子 复合 形 口 ERREAK, WFE /的 
WERE g, 使 

glD=fFfİD. 

CW 复合 形 应 用 很 多 ， 典 型 的 是 可 实现 性 定理 。 

可 实现 性 定理 ”CW 复合 形 之 间 的 异同 伦 等 价 就 是 同 伦 等 
价 。 , 
REŻ, MX, YECWRSE, BH 

f: Y—X 
ESL SRM, FE HE 

g: X—Y 
是 了 的 辐 伦 道 。g 称 为 各 同 梅 
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a, (X, F D >a, CY, yo) 
的 一 个 实现 。 
值得 注意 的 是 ， 这 个 定理 并 不 意味 着 两 个 CW 复合 形 如 
果 对 应 的 同 伦 群 同 构 ， 则 具有 相同 同 伦 型 。 其 中 重要 的 一 点 是 
这 些 同 伦 群 同 构 必须 由 一 个 复合 形 之 间 的 映射 所 实现 。 如 果 
下 一 了，Y 一 >X 两 方 连 一 方 映 射 都 不 能 实现 ， 即 使 同 伦 群 
对 应 相等 也 不 能 保证 同 伦 等 价 。 一 个 典型 的 例子 是 两 个 透镜 空 
Lip, go HL (p，g )， 它 们 具有 相同 的 基本 群 z,。， 但 
是 它们 具有 相同 的 后 伦 型 当 且 仅 当 org 或 -9 9 是 模 p 二 次 
Me, BILL (5，1) 和 工 (5，2) 具有 同 构 同 伦 烙 但 不 具有 
相同 伦 型 。 
对 于 有 限 维 CW 复合 形 X，Y， 设 
n = maxÍdimX, dim Y}, 
则 和 定理 还 可 以 改进 为 ` 
Gf: YX 为 映射 且 对 任何 0 维 胞 腔 yo 诱导 出 同 构 
fei mY, yo) II (a, flog), k =0,1, n, 
则 ¢ BSH. 
CW 复合 形 的 用 途 是 计算 基本 群 及 同 伦 群 ,以 基本 群 为 例 ， 
根据 胞 腑 通 近 定理 , 它 只 依 如 于 其 二 维 骨架 。 
对 于 一 维 CW HAH, 可 得 出 : 
(1) rt St, eg) =Z. 
(2) 若 X 为 连通 一 维 .有 基点 CW 复合 形 , 则 
Or (X, zxo) 是 自由 群 ,其 生成 元 的 基数 小 于 或 等 于 大 的 
— HERR REA SS KHER. 
Om xX REARS—#ME, 则 a, (X, rzo) 是 有 限 生成 


的 。 
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图 反之 ,如 1, (X, zo) 是 有 限 生成 的 , WX 同 伦 等 价 于 一 
个 CW 复合 形 只 具有 有 限 多 一 维 胞 腔 。 

对 于 任何 维 数 >1 的 连通 CW 复合 形 , 由 于 其 基本 群 只 依 
iH —H RARER, 因此 , 得 到 重要 的 结果 ， 

8X 为 一 连通 , 有 基点 的 CW 复合 形 ,只 有 有 限 儿 一 维 胞 
腔 , 则 (X, c RARER. 

代数 拓扑 学 的 主要 研究 对 象 是 复合 形 ， 复 合 形 的 空间 称 为 
多 面体 ， 因 此 多 面体 受到 关注 。 由 于 复合 形 多 种 多 样 ， 我 们 引 
进 绝对 邻 域 收 缩 核 的 概念 ， 因 为 它 保留 包 面 体 的 主要 和 性质。 

SB Rt SB BR SEE (Absolute neighborhood retract 简 记 为 
ANR) 是 紧 拓扑 流 形 的 推广 ， 其 定义 为 : X 称 为 ANR， 如 果 
从 正规 空间 Y 的 任何 闭 子 空间 玉 到 臣 的 映射 

F —X, 
可 以 扩张 成 下 在 Y 中 的 某 个 领域 F 到 XX 的 映射 
F’—X,. 

许多 常见 的 空间 都 是 ANR 。 事 实 上 ， 我 们 有 下 列 社 贡 济 
(Dngundji, James, 1919—1985) 定理 。 

杜 贡 济 扩 张 定 理 ” 赋 范 线性 空间 的 凸 子 集 都 是 ANR 。 

由 些 ， 欧 氏 空 间 、 球 体 、 几 何 单 形 、 立 方 体 等 都 是 ANR 。 

ANR 具有 下 列 性 质 : 

(1) ANR 的 收缩 核 是 ANR，ANR 的 开 子 集 是 ANR。 

(2) 如 Xi, X, 是 ANR, Sil) X, x X, 也 是 ANR。 

(3) MX HERBS, X SAA F sll X, 和 X 的 并 
Æ, WMX XiX, Xi M XÆ ANR, N X EÆANR, 

(4) MX AANR, WX RAPSRA 是 ANR 的 充分 且 必 
要 条 件 是 包含 映射 
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i: ADA 
是 闭 上 纤维 化 。 

ANR 的 一 个 重要 性 质 是 紧 ANR 具有 CW 复合 形 的 同 伦 
型 ， 这 样 自然 产生 出 问题 : 是 否 可 能 ANR 能 同 伦 等 价 于 有 限 
CW BSH, 1954 年 波 尔 苏 克 在 国际 数学 家 大 会 上 提出 猜想 ; 

ARAZA ” 紧 的 、 具 有 的 度量 的 4NR 同 伦 等 价 于 有 
RCW 复合 形 。 

他 六 对 一 类 特殊 的 紧 的 、 具 有 度量 的 ANR， 即 允许 砖 式 
分 解 的 ANR 证 明 这 个 鳞 想 。1959 年 ， 埃 克 曙 和希 尔 惯用 同调 
分 解 的 概念 ， 证 明 单 连通 博 形 的 波 尔 苏 克 猜想 .其 后 一 些 特 殊 
情形 也 得 到 解决 ， 特 别 是 克 尔 比 (Kirby, Robin Cromwell, 
1938—) #UFEAES (Siebenmann, Laurence Carl，1939 一 ) 对 
n 维 紧 流 形 证 明 该 猪 想 。 一 般 的 波 尔 苏 克 猜 想 在 1977 年 由 威 
西 特 (West, James Edward，1944 一 ) 完全 解决 。 他 的 方法 
是 ， 给 定 一 个 紧 的 、 具 有 度量 的 ANR X, RH-TREAK 
(Cell — like) 映射 

Qx I”——xX, - 
这 是 满 映 射 ， 而 且 是 同 伦 等 价 ， 其 中 QEARS HK, 1° 
可 数 无 穷 多 个 I= u, 1) 的 直 积 。 因 此 可 证 和 与 急 同 伦 等 
价 。 

1980 年 ， 查 普 曼 用 怀特 海 挠 元 给 出 另外 一 个 证 明 。 

PERAHAN ARRAS RCSF CW 复合 
形 ， 它 是 否 同 伦 等 价 于 -- 个 有 限 的 CW 复合 形 。 

这 里 的 一 个 重要 概念 是 一 个 空间 X 被 空间 Y 所 控制 - 
(dominated )s 


EL XRY 所 控制 ， 如 果 存 在 两 个 映射 
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f: X—Y 
各 

Bt Y —X, 
使 得 

g’ f~id,o 

这 个 概念 的 重要 性 在 于 如 果 一 个 空间 X 被 一 个 CW 复合 
形 所 控制 ， 则 它 就 具有 CW 复合 形 的 同 伦 型 。 问 题 是 如 果 C 
RARCW 复合 形 所 控制 《 称 为 有 限 控制 空间 )}， 它 是 否 同 伦 
等 价 于 有 限 CW 复合 形 呢 ? 显然 ， 两 者 相差 不 运 。1965 年 美 
国 数学 家 者 泽 (Mather, John, 1942—) 证 明了 下 面 定理 : 

定理 SX 为 有 限 控制 空间 ， 则 Xx S1 具有 有 限 CW 复 
SEHR PA. 

册 麦 译 的 结果 可 知 ; ARES AR Sir Ame CW 
复合 形 。 

但 是 具有 有 限 维 CW 复合 形 的 同 伦 型 未 必 具 有 有 限 CW 
复合 形 的 同 伦 型 。 第 一 个 反例 是 巴西 数学 家 德 * 昌 拉 (de 
Lyra, C. B.) 在 1965 年 给 出 的 。 这 样 和 否定 解决 广义 波 尔 苏 
克 同 题 。 人 和 但是， 这 并 不 等 于 这 一 类 问题 就 此 结束 。 同 样 在 
1965 年 ， 英 国 数学 家 沃 尔 (Wall，C，T，C，1936 一 ) 开始 
一 整套 新 理论 ， 引 出 有 限 性 阻碍 理论 。 

在 数学 中 上， 这 种 类 型 的 例子 屡见不鲜 ， 举 出 反例 往往 不 
仅 晤 一 个 问题 的 否定 解决 ， 它 往往 还 是 一 种 新 理论 的 产生 。 

不 是 所 有 正 多 边 形 都 能 用 圆规 和 直 尺 作 图 ， 高 斯 就 进而 找 
出 可 用 圆规 和 直 尺 作 图 的 正 过 边 形 所 应 满足 的 充分 必要 条 件 ， 
然后 对 于 可 作 图 的 多 边 形 再 寻找 作 图 的 方法 。 

不 是 所 有 五 次 代数 方程 都 能 用 根 式 解 ， 徊 罗 华 就 进而 找 出 
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五 次 和 五 次 以 上 代数 方程 可 以 用 根 式 解 的 充分 必要 条 件 ， 从 而 
开创 了 人 姗 罗 华 理论 ， 并 进一步 引导 到 整个 抽象 代数 的 新 方向 。 
即使 是 一 般 的 五 次 方程 ， 后 来 也 寻找 非 根 式 解 的 方法 ， 而 不 是 
就 此 停顿 下 来 。 因 此 ， 有 了 反例 之 后 ， 再 深入 钻研 下 去 ， 往 往 
使 我 们 的 认识 更 上 一 个 新 台阶 。 
活 尔 的 理论 就 是 这 样 ， 他 继续 找寻 广 闵 波 尔 苏 克 问 题 有 肯 
定 结论 的 充分 必要 条 件 ， 他 找到 了 沃 尔 定 理 。 

沃 尔 定 理 ” ”连通 的 有 限 控 制 空 间 X 同 伦 等 价 于 一 个 有 限 
CW ERESHE W (X) =0。 

实际 上 ， 沃 尔 把 这 个 拓扑 问题 化 为 一 个 代数 问题 。 他 用 的 
HRE X RRR (X). MEX BARS HS. rifX) 必 
为 有 限 表 出 的 。 对 于 (CX), 造 群 环 Z, (XX), 它 有 一 个 约 化 射 


影 类 群 Ko( 2Z， ), 它 后 来 发 展 成 代数 K 理论 的 庞大 分 支 , 在 此 
不 作 进一步 讨论 。 这 里 只 考虑 有 关 拓 扑 的 部 分 。 
沃 尔 证 明 , 对 于 每 X, 可 找到 一 个 不 变量 , 称 为 沃 尔 阻碍 


W(X) REG Kol Zp ) 的 元 素 , 都 可 以 实现 为 某 个 连通 有 限 
控制 空间 X Oy WX), 4 X 的 基本 群 = rt。 因 此 ,要 想 找到 
反例 , 只 需 找 一 个 有 限 表 出 群 m. 其 区 。(Z.,) 非 平凡 即 可 。 例 
如 
m= Zí pZ, 

p 为 素数 , 即 素数 阶 循环 群 , 则 RZ RHF p 次 分 圆 域 Q 
(ezs/*) 的 理想 类 群 。 我 们 知道 p<19, 理想 类 群 为 平凡 , 即 只 
有 0 元 素 , 而 p>19, 理想 类 群 均 不 平凡 ,因此 , 具有 x = 2/ pZ 
(p>19) 的 有 限 控制 空间 中 ， 都 存在 X， 不 具有 有 限 CW 复合 


形 的 同 伦 型 。 
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KRABAFS HH, Bl 1965 年 西 硅 最 在 博士 论文 中 
用 它 给 出 一 个 开 流 形 具 有 边缘 的 条 件 。 

不 过 对 于 一 些 特殊 的 有 限 控制 空间 ， 还 不 能 判定 它们 是 否 
同 伦 等 价 于 有 限 CW MAH. Pim, MA (loop) 空间， 时 
空间 以 及 KK(G，1)， 其 中 G 是 有 限 表 出 和 无 挠 群 。 

对 于 多 面体 的 同 伦 型 的 分 类 问题 ， 首 先是 J'H:C: 人 怀特 海 
认真 加 以 考虑 。1940 年 他 解决 单 连通 四 维 多 面 体 P 的 同 伦 分 
类 问题 。 他 证 明 ， 这 种 已 的 同 伦 型 由 下 面 的 代数 不 变量 决定 : 

(1) 上 同调 环 H* (Pi5Z) 和 万 "(P52Z) ,对 于 所 有 m22. 

(2) 这 些 上 同调 群 之 间 的 系数 同 态 和 包 克 斯 坦 同 态 。 

G) 席 特 里 亚 金 一 斯 廷 洛 德 的 上 同调 运算 

P:H?(P3Z2,)-—*H‘(P3Za,)o 
反之 ， 给 出 这 些 代 孝 结构， 满足 适当 条 件 ， 则 可 以 造 出 对 应 的 
ZMK P。 

对 于 高 维 情形 ， 问 题 更 为 复杂 。 对 于 满足 庞 加 莱 对 偶 的 五 
维 单 连通 多 面体 的 同 伦 型 分 类 问题 ， 在 1882 年 由 斯 托 克 
(Stocker, R.) 和 解决， 而 六 维 的 情形 ， 经 沃 尔 、 朱 普 (Jupp), 
祖 布尔 (Zubr》 等 研究 ， 最 后 由 稚 国 的 布 特 (Buth, Joachim) 
在 他 的 博士 论文 (1994) PRR. 

另 一 类 型 的 同 伦 分 类 问题 来 源 于 (n- 1) EB ntk 
维 流 形 分 类 问题 。 这 类 问题 非常 繁复 ， 例 如 ， 在 1984 FET 
根 召 开 的 关于 怀特 海 同 伦 分 类 问题 会 议 上 ， 篇 国 数 学 家 包 斯 
(Baues, Hans Joachim，1943 一 ) 发 表 (n—1) 连通 的 (n+ 
3) 维 (a21) 多 面体 的 分 类 问题 。 不 变量 是 可 以 计算 的 。 倒 
如 具有 同调 群 (n 之 4) 
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Zz Ðz, i =n, 


ZDZ , i=nt], 
H; (X) =4Z,602,02, i=n+2, 
Z, i=nt+3, 
0, RE. 
正好 存在 4732 个 单 连通 同 伦 型 。 


A, ERRER- EERE, KEME hJ HC 
怀特 海 在 1950 年 国际 数学 家 大 会 上 正式 提出 ， 其 “最 终 目标 
就 是 构造 一 个 纯 代 数理 论 ， 它 等 价 于 同 伦 论 ， 就 像 “ 解 析 ′ 射 
影 几 何 学 等 价 于 “纯粹 ”射影 几何 学 一 样 *。 

TERHERE: 

(1) 用 代数 不 变量 来 计算 多 面体 X，Y 的 同 伦 型 。 

(2) FAX, Y 的 分 类 “数据 ”来 计算 映射 的 同 伦 类 的 集 
合 (X, Y). 

(3) 计算 同 伦 等 价 群 Aut (X) 

这 个 目标 离 完全 解决 尚 远 ， 但 现在 已 有 些 眉 目 。 


5.6 球面 同 伦 群 


现在 的 问题 是 决定 球面 【保持 基点 ) 映射 同 伦 类 (S™, 
S"), WE m<n, man, m>n 三 种 情形 ， 我 们 有 : 
m<n,(S", S$"] =0; . 
m=n,(S*",SJ=Z; 
mon, [SS 一 (So 
计算 rw(S?) 是 一 个 极为 困难 的 问题 ,除了 
m>1,(S8", S!) =0 


之 外 ,其 它 同 伦 群 的 计算 都 是 相当 困难 , 而 这 方面 的 任何 进步 都 
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是 不 容易 的 。 
首先 是 德国 数学 家 起 普 夫 , 他 考 虚 下 一 个 维 数 S? 的 最 简 
单 的 情形 
fi 3—>s?, 
由 于 诱导 的 同调 群 的 映射 
了 (1S3) 一 > 有 (3S2) 
不 是 五 .(S)=0 就 是 王 .(S)=0, 因 此 从 诱导 映射 总 得 不 到 
什么 信息 。1930 年 , 埠 普 夫 成 功 地 构造 出 来 S 到 5? HAS 
映射 间 伦 类 , 另外 他 还 类 似 上 映射 度 , 对 每 一 个 映射 定义 一 个 
整数 (六 ), 后 来 称 为 上 普 夫 不 变量 , 它 可 以 通过 环 连 数 来 定义 ， 
他 证 明 h( 放 是 同 伦 不 变量 , 而且 证 明 当 站 同 伦 于 常数 有 映射 , 则 
h(F) =0。 对 每 个 上 {ff) 头 0, 通过 构造 革 普 夫 纤 维 化 , 得 出 hR 
(让 =1 的 ,并 进而 得 出 互 不 同 伦 的 映射 f, 使 有 (有 让 等 于 给 定 
的 整数 , 从 而 求 出 第 一 个 非 平凡 的 同 伦 群 
na( S2) 兰 Z。 
1935 年 硼 列 维 奇 定义 了 高 维 同 伦 群 引进 同和 伦 序列 , 这 是 
最 原始 的 纤维 空间 的 同 伦 正 合 序列 , 对 于 拓扑 群 G, G 的 子 群 
五 以 及 商 空 间 G/H 构成 一 个 纤维 空间 O 
H—*G—*G/H, 
它 诱导 出 一 个 同 伦 正 合 序 列 
seee — r, (H)—r, (6) —2,(G/H) 
—> r, -,(H)—. 
WF G= 5, H= S!, G/H= S, Pay 
a, SEn S), n3 
BRAEBA WAALS, FAE 1931 年 的 论 
文 推广 到 映射 
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fr S22 1 一 > Sn， 
并 相应 引入 广义 堆 普 夫 不 变量 。 他 首先 注意 到 如 果 n 为 奇数 ， 
对 所 有 连续 映射 
fr Si lg", 
有 
hlf) =D. 
WE n 为 偶数 , man- (SD2, A n = 2,4,8 时 , ma, -1 
(S")=Z. 
对 于 研究 同 伦 论 有 决定 影响 的 是 1937 年 荷兰 数学 家 弗 洛 
登 塔 尔 (Freudenthal，Hans，1905 一 1990)， 他 引进 重要 的 同 
HAARAMA (Einhangung), MSR ee ait HI 
了 新 途径 ， 
(1) 他 首先 把 不 同 维 数 球面 的 不 同 维 数 同 伦 群 联系 起 来 。 
(2) 他 发 现 稳定 同 伦 范畴 ， 而 且 稳 定 问 伦 群 还 是 第 一 个 广 
LAWE. 
(3) 通过 同 纬 喘 射 ， 能 够 更 好 地 开发 司 伦 与 同调 《及 上 同 
调 ) 的 关系 ， 而 这 是 当时 所 知道 的 唯一 工具 。 
同 纬 构造 不 难 理 解 ， 尤 其 对 于 球面 。 从 球面 S$ 和 赤道 sS 
的 关系 ， 可 知 从 S 加 上 北极 和 南极 ， 再 通过 经 线 连 起 来 ， 就 
可 造 出 s"+1! 来 。 我 们 不 妨 把 f: S 一 "9" 经 过 同 纬 构 造 ， 得 
出 同 纬 映射 . 
sf 5" +1—r 41, 
从 而 定义 同 态 
EnS yna StD, 
(AVF [sf]. 


弗 洛 登 塔 尔 证 明 : 
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Di<2n 一 1 时 ,上 是 同 构 ; 

@i=2n 一 1 时 ,EE 是 满 射 ; 

国 i=2n 时 ,EF 的 象 为 广义 翟 普 夫 不 变量 为 0 的 同 伦 类 。 
这 样 当 此 固定, n 光大 +1 时， 

TS 人 
h=1,2, 
即 所 有 x , SORER, PAE & 次 稳定 同 伦 群 , Mic 
作 G(R =0,1, 2,706 
弗 深 登 塔 尔 证 明 : 
G1= maS (a23), 
DATO FE SRR BR i MEPEK E. 
另 一 方面 , 对 于 设 有 落 和 稳定 范围 的 同 伦 群 , 那 就 得 一 个 一 
个 去 计算 。 例 如 , BSE LEA: 
rl 3S2) 兰 Z2， 
可 以 看 出 ,我 们 通常 的 球面 的 同 伦 群 , 每 一 步 计算 都 很 困难 , 而 
且 都 有 具有 有 意义 的 发 现 : 
(DEER, 
xz( S2) 拓 扑 映射 度 ; 
xs( S2) 堆 普 夫 不 变量 ; 
xa(S?}) 同 纬 映射 。 
其 后 的 所 有 同 伦 群 均 不 是 稳定 的 ， 计 算 起 来 很 不 简单 。 

对 于 数学 家 来 讲 ， 稳 定 同 伦 群 的 计算 受到 更 多 的 关注 。 在 
GZ., GZ 之后，1941 年 ， 苏 联 数学 家 席 特 里 亚 金 计算 
出 Gs = rel S) =0(n 23), MARMARA, —E A 1949 
年 美国 数学 家 G: W- thE (Whitehead, George William, 
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1918—) 才 得 出 正确 的 结果 : GŒ Z. 1951 EER ERE i th, 
用 另外 的 方法 得 到 同样 的 结果 。 

由 此 可 见 计 算 同 伦 群 是 极为 困难 的 ， 真 正 取得 重大 突破 的 
是 法 国 年 轻 数 学 家 塞 尔 ， 他 不 仅 准 确 地 计算 出 G3，G4， Gs, 
Go，G7y，Gs， 而 且 建 立 了 一 般 结果 、 一 般 理 论 和 一 般 方 法 。 

他 在 1951 年 发 表 的 博士 论文 中 ， 首 先 得 出 一 个 一 般 结果 : 

除了 到 = Mm=4i-1, n=2i, i=1, 2, -Z4Sb, 
mw (S) WAAR, Wale G Qst, 2, °°) BAAR 
, m 

Go = 1, SEZ, 

ay- S )=ZPARR, 
它 是 不 稳定 同 伦 群 。 另 外 奇 维 球面 S" HR nS), m> 
n 时 均 为 有 限 群 。 这 样 问题 转 为 计算 其 p 分 量 。 

他 的 方法 ， 不 管 是 一 般 定理 还 是 具体 计算 ， 用 的 是 勒 瑞 
(Leray, Jean, 1906—) 在 1945 年 引进 的 谱 序列 。 塞 尔 是 第 
一 个 有 效 运 用 这 个 工具 的 数学 家 ， 其 后 各 种 谱 序 列 成 为 计算 的 
有 效 工具 。 

塞 尔 建 立 一 个 理论 ， 称 为 C 理论 。 用 这 个 理论 ， 可 以 推 
广 许多 定理 ， 例 如 胡 列 维 奇 定理 等 。 

下 面 我 们 介绍 一 下 C 理论 。 

定义 ” 阿 贝尔 群 的 一 个 集体 C 称 为 一 类 ， 如果 满足 下 列 
条 件 : 

(1) C 包 会 单元 素 群 ; 

(2) C 中 群 的 同 构象 也 属于 必 ; 

(3) C 中 群 的 子 群 和 商 群 也 属于 C; 


(4) C 中 群 通过 C 中 群 的 扩张 也 属于 C。 
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例如 ; 

(1) ra bey OUR BERS. 

(2) 所 有 有 限 生成 阿 贝尔 群 。 

(3) 所 有 有 限 阿 贝尔 群 。 

(4) 所 有 有 限 阿 页 尔 群 ， 其 阶 不 被 某 率 数 集 合 中 的 率 数 整 
除 。 特 别 是 所 有 六壬 阶 的 阿 贝尔 群 。 

(5) 所 有 挠 阿 贝 尔 群 。 

对 于 所 有 的 类 C， 对 某 些 阿 贝尔 烙 A， 以 及 它们 的 映射 

f: A—~*B, 

可 以 定义 : 

d) 4 是 C 零 , 如 AEC。 

(2) ÆC AS, W Ker (f) EC。 


(3) 了 是 C 满 射 ， 如 Coker (六 = EC 

(4) f 是 C 双 射 ， 如 是 C ARC HA. 

利用 C 理论 ， 可 把 胡 列 维 奇 定理 、 怀 特 海 定理 推广 到 任 
fl C 情形 。 

在 计算 过 程 中 ， 如 果 把 C 看 成 其 阶 与 p DAHA N 
尔 群 、 通 过 一 些 定理 ， 可 以 计算 出 其 pp 分量。 例如 ，p ER 
数 ， 

0,: 如 m<zp, 
tm (S°) aoe 如 m=2p. 
特别 是 ， 塞 尔 运 用 C 理论 证 明 : 
DF n 是 奇数 ， 
E? : x, (S" A St, 
Ym<p(ntl)-3 ECHR CABS. ERAR 
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阿 贝尔 群 , 且 当 me <n t4p-6 E}, xe (SA am- +3( S94 
分 量 同 构 。 

QF n BBR, W rp SF x, (S27" Be, 108" CC 
AW, RP CHARMRe 群 类 。 由 此 推出 ,如 22 -1 六 六 区 
2n+2p-4, an (SDE ap- (03S" 0 的 户 分量 相 等 。 

JAS MEGAN nx， 对 于 转动 群 SO (n), RER 
伦 群 rz。( SO) 和 球面 稳定 同 伦 群 «ch (S°) 之 间 存 在 同 态 ， 称 
AJ AS. 

由 鲍 特 周期 性 定理 : 


m [{|of;21]2]3]/4,[5]617]8]9 
m(SO} | 五 | 五 |01|1z7101|10101z| 五 | 五 


亚当 斯 得 到 如 下 定理 : 

Ot m>0 HE 8 HAR, WI ASEAS, HERE ra 
(S HAART. , 

O3 m >0 H m=1(mod 8), W J AAAS, H r3 (5°) 
包含 7,027, 形 的 直 和 因子 , 使 得 第 一 个 直 和 因子 由 un ER, 
而 第 二 个 因子 是 Imj, HP mr FES (SON a 阶 元 。 

OXF m =4s ~ 1=3(mod 8), Im 了 是 r(s) 阶 循环 群 , H 
Ea, 的 直 和 因子 。r(2s) 是 Bo,/4s 的 婚约 分 数 的 分 母 , 而 Bo, 
FAS ARK. 

DF m =4s —1=7{mod 8), ImJ Hee (sR cs 
环 群 ,并 且 存 在 一 个 同 态 

Gb Hm. E 
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使 得 
weds, Erl 


是 满 同 态 。 因 此 当 1JmJ|= rf{s) 时 , Im) 是 x5 的 直 和 因 了 于 。 
5.7 BENE | 


我 们 知道 ， 同 伦 论 主要 研究 映射 ， 而 映射 的 扩张 是 其 中 最 
主要 的 问题 ， 它 不 仅 存在 于 拓扑 学 中 ， 也 几乎 存在 于 整个 数学 
之 中 。 对 于 映射 的 扩张 有 两 个 基本 问题 

(1) 是 否 存 在 扩张 。 

(2) 扩张 的 分 类 。 

阻 得 理论 的 目标 就 是 通过 代数 不 变量 来 判断 映射 的 可 扩张 
性 。 

原始 的 障碍 理论 有 : 

(1) 布 劳 威 尔 的 映射 定理 。 

(2) EFRY KER. 

(3) BEAHAREM. 

但 典型 的 障碍 思想 来 源 于 1940 年 爱 仑 堡 ， 特 别 是 1947 年 
斯 廷 洛 德 系统 地 建立 阻 得 理论 。 

HX HGR, K 为 CW AEE, KURR K W (n 
一 1) BAR, Kg 为 映射 

g: K"-i—X, 
问题 是 如 和 何 把 它 扩 张 成 映射 

go: K" —X, 
使 得 g |K" != ga 

PH RNS AKT KR Re LR K 
一 >X。 实 际 上 KE 比 K"-! 多 的 是 一 系列 添加 的 胞 腔 e", 
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问题 就 归结 为 把 

f: ë —X 
扩张 为 

f: e* —*X 
的 问题 ， 而 这 又 归结 为 把 

f: gt-1__ +X 
扩张 为 

f: B" ——X., 
而 f:S" X RE r AXAR, 而 这 个 映射 能 扩张 
到 B" 当 且 仅 当 [ 有 门 =0E r, 1(X), 因 此 我 们 对 每 个 ACK 都 
对 应 mr, -1:( 苹 ) 的 一 个 元 素 , 从 而 引出 一 个 同 态 

C, (K)— r, -1(X), 
这 样 得 到 一 个 上 链 , RRM r-:(X) ATEH CE C" 
(Km if)) 就 称 为 扩张 _F 开 ”一 三 到 加 上 的 阻碍 。 由 
于 了 可 扩张 到 维 骨 架 当 且 仅 当 上 阻碍 Cr=0。 

至 此 , Cr 还 没有 提供 任何 信息 。 但 是 Cr 的 性 质 使 我 们 能 
够 进一步 操作 。 

(1) scr= 中 也 就 是 Cr BLAIR, Cy 属于 上 同调 类 [Cr 
EK;rA,_1(X))。 

(2) (C) =0 当 且 仅 当 了 可 以 在 上 -1 上 适当 变形 为 g Bi 
ESIK? = g|K"?, g 可 扩张 为 :kK" 一 XX。 实 际 上 ,对 于 
每 两 个 如 此 映射 fog: KX 均 可 定义 f,g 的 差别 上 链 

deg EC CK, a1(X)), 
Wi 277) =0 SARS Ag BEEREK E, S= go 


(3) F. g FG, WI CP = Cg". 
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(4) 阻碍 对 于 复合 形 的 胞 腔 映 射 是 自然 的 。 

(5) 阻碍 可 以 推广 到 相对 情形 。 如 果 f, g:K—X EK" 
LES, 则 

di 一 0 HERH FIK tT! ~gl Ke"? 

相对 于 OK", 

由 此 引出 同 伦 论 主要 工具 之 一 一 一 爱 仑 堡 一 麦克 莱恩 复合 
形 Kin, n) 并 得 出 重要 定理 :对 于 任何 CW BAH X, X 到 
Kir, PRHKA H(X; 2)—-— MR 
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6 纤维 空间 和 纤维 从 


纤维 空间 和 纤维 从 现在 已 是 代数 拓扑 学 、 微 分 拓扑 学 、 几 
何 拓扑 学 最 重要 的 概念 和 最 有 用 的 工具 。 酝 着 规范 场 理论 与 纤 
维 从 理论 关系 的 发 现 ， 它 更 成 为 当代 数学 和 物理 学 最 为 常用 的 
概念 之 一 。 对 于 微分 流 形 的 拓扑 学 和 几何 学 ， 它 更 处 于 中 心 的 
地 位 。 


6.1 WE 


DIAS LIE, ARAN MRE ER 
有 ， 不 过 只 有 在 结构 概念 发 展 之 后 才能 很 好 地 认识 它 。 从 历史 
上 讲 ， 它 可 追溯 到 函数 的 观念 ， 特 别 是 曲线 与 曲面 上 定义 的 函 
数 ， 这 是 对 应 于 曲线 或 曲面 上 每 一 点 ， 对 应 一 个 确定 的 数值 。 
现在 我 们 可 以 把 数值 改 为 一 个 空间 ， 这 就 得 出 纤维 空间 的 概 
念 。 其 实 这 在 微分 所 何 学 甚至 微 积分 中 很 早 就 有 ， 只 不 过 当时 
不 这 么 看 。 例 如 ， 曲 线 上 每 一 点 都 对 应 一 条 直线 ， 它 或 是 切线 
或 是 法 线 。 

1880 年 左右 ， 庞 加 生 在 数学 中 引入 向 量 场 的 概念 ， 而 这 
个 概念 在 物理 学 中 很 早 就 产生 了 。 但 数学 家 的 定义 就 非常 麻 
烦 ， 它 涉及 局 部 和 整体 的 关系 ， 而 席 加 莱 着 眼 于 大 范围 的 情 


形 ， 当 时 还 缺少 很 好 的 工具 ， 只 得 回 到 局 部 的 情形 。 例 如 欧 氏 
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空间 R" 中 的 一 块 区 域 〈 开 子 集 ) 0, £0 上 的 向 量 场 实际 上 
是 一 个 映射 
A: ——kR", 
.Ds oye Xp Cr ees 
其 中 X1,…, X, 20 LMRABM, 这 些 函 数 满足 自治 常 微分 
方程 组 
dx, _ dri_ dr, 
XI X XxX,’ 
TEAM RH. OS, — ABB (KE 
域 ) MBI— THE (例如 一 个 球 画 ) 上 ， 向 量 场 的 直观 概念 我 
们 仍然 有 ， 只 是 表述 起 来 没有 那么 方便 了 。 庆 加 莱 以 及 后 来 布 
劳 威 尔 、 改 普 夫 等 人 的 办 法 都 差不多 ， 那 就 是 把 它 安置 在 一 个 
大 的 欧 氏 空间 RP, MEMS PRARA (embedding). 
这 不 仅 大 大 增加 了 麻烦 ， 而 且 提出 一 些 当 时 还 没有 很 好 解决 的 
问题 ， 例 入 可 代入 性 等 问题 。 
另外 一 个 方法 ， 正 如 定义 流 形 的 方法 一 样 ， 是 采用 坐标 图 
NALNE M. E M 的 每 开 集 U 上 都 定义 一 个 坐标 图 


pẹ: U ——R", 

于 是 在 g(U) 上 定义 一 个 向 量 场 
r= (zis ta Endo 

如 果 
p: U —R" 


是 另外 一 个 坐标 图 , y = prp ER pR p (UH cC A 
HE, 这 样 , FB X dts RAMs = (rE nh 0 
XW) ÈRO (<j<a)。 
这 种 局 部 方法 一 直 在 将 间 几何 学 中 使 用 。 而 切 向 量 “ 内 在 ”的 
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定义 是 1946 FRESE SE (EREE) 中 首先 给 出 的 。 
这 时 微分 流 形 和 纤维 从 的 概念 逐步 成 熟 起 来 。 

纤维 从 概念 的 另外 一 个 来 源 是 “活动 标 架 ”法 。 这 从 19 
世纪 中 叶 研 究 三 锥 定 间 中 的 光 清 曲线 时 就 已 经 开始 。 实 际 上 ， 
在 讨论 局 部 微分 几何 时 ， 我 们 通常 选 定 一 个 外 围 的 坐标 系 ， 
定 原点 和 坐标 标 架 ， 这 样 ， 曲 线 的 许多 内 在 性 质 的 计算 可 能 由 
于 选 歌 坐标 系 而 非常 麻烦 。 这 时 ， 就 考 虚 随 曲线 变化 的 活动 标 
架 ， 也 就 是 把 坐标 原点 积 标 架 搬 到 曲线 的 每 一 点 上 ， 然 后 再 研 
F z 和 标 架 如 何 随 xz 在 曲线 上 的 运动 而 变化 。 实 际 上 ， 有 着 
长 远 力 学 传统 的 法 国 ， 是 不 难 把 描 述 运 动 的 方法 搬 到 几何 上 
来 。 不 过 ， 这 样 研究 的 方式 就 大 不 一 样 了 。 首 先 引 入 活动 标 架 
方法 的 是 法 国 数 学 家 黎 包 库 尔 (Ribaucour，Albert，1845 一 
1893) 和 达尔 布 ， 他 们 把 流 形 上 任意 点 x 作为 坐标 原点 ， 配 
以 三 个 互相 垂直 的 单位 锐 量 e:,，e;，e3。 现 在 的 问题 已 经 不 是 
工 关 于 FR? 中 国定 坐标 系 如 何 变化 ， 而 是 相对 于 变化 的 坐标 系 
如 和 何 变化 ， 这 样 就 得 出 基本 关系 式 


3 E 
dr = 2 08s, 


de, = Dew; (4=1,2,3), 
其 中 o 和 ws 是 M 上 一 阶 微分 形式 ,如 M 是 曲面 ,它们 满足 一 
些 条 件 ,这 些 条 件 由 外 微分 d 导出 : 

d(dz)=0, 

d(de)=0 (j=1,2,3)0 
反之 ,一 组 微分 形式 满足 这 些 条 件 就 刻画 Rs 中 项 面 (到 差 一 个 
R? 的 等 距 变 换 )。 


下 一 步 是 把 标 架 的 变换 同 李 群 结合 起 来 。1905 年 法 国 数 
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“ERR (Cotton) RI (x; e, e e) 看 成 是 Ri FH 
ERME (0; un uzn us) 在 R’ 的 等 距 变换 下 的 象 。 他 进 一 
步 把 Ri 的 等 距 变换 群 推广 成 任意 李 群 及 其 保持 原点 不 变 的 子 
群 。1910 年 EE: 嘉 当 进 一 步 发 展 了 这 种 思想 ， 把 它 应 用 于 维 
黎 曼 流 形 上 。 他 已 经 统一 考虑 演 形 及 其 每 点 的 切 空间 的 正 交 标 
准 基 ， 以 及 其 上 的 李 变换 群 。 不 过 他 并 没有 把 这 些 东 西 合 在 一 
起 成 为 一 个 空间 。 产 生 这 种 想法 的 是 美国 数学 家 霍 太 林 
(Hotelling，Harold，1895 一 1973)， 他 本 大 后 来 成 为 著名 的 统 
计 学 家 。 他 在 1925 年 正式 把 三 维 曲面 运动 “状态 空间 ”连同 
其 切 向 量 空 间 一 一 切 平 面 分 开 再 人 台 超 来 变 成 四 维 空间 ， 而 不 是 
像 过 去 把 平面 和 它 的 切 (向 量 ) 平面 一 齐 通 入 在 R ZP. 

不 过 ， 他 也 认识 到 这 与 莱 积 空间 不 同 。 至 此 ， 纤 维 愉 的 基 
本 元 件 大 致 齐备 。 


6.2 定义 


纤维 从 的 定义 比较 复杂 ， 它 包括 5 个 对 象 构成 ; 

五 元 组 &=(E, p, B,F,G) 称 为 纤维 从 , 其 中 E,B,F 是 
拓扑 空间 , p:E —B 是 满 连 续 映 射 , (ARF 下, G 为 有 
效 作用 于 F 上 的 { 左 ) 拓 扑 变换 群 , 它 可 以 看 成 如 下 坐标 从 的 等 
价 类 ， 
HIUS EAS BHA . 

Gy: U,X F=p-'(U,) 

A— RRS, OR U,, Pu 满足 ; 
(1) pp.(b, y= b(bEU,, vEF); 
(2) 对 于 bE U, N Us, M 
Eal) = pi'o PEG; 
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(3) ga: U, N U; —G 是 连续 映射 。 
这 样 E 称 为 从 空间 或 全 空间 ，B 称 为 底 空间 ，z 称 为 射影， 
下 称 为 纤维 ，G 称 为 结构 群 。 

纤维 从 是 抽象 的 、 复 杂 的 数学 概念 ， 但 是 却 有 着 广泛 的 实 
际 背 景 。 它 反映 了 两 种 结构 的 自然 结合 : 一 种 是 曲线 、 曲 面 乃 
至 一 般 的 微分 流 形 ， 另 一 种 是 曲线 、 曲 面 或 流 形 上 每 点 的 性 
K, WARE AO ( 杜 曲 程度 )、 每 一 点 上 的 电磁 场 强度 
以 及 每 一 点 的 位 势 等 等 。 而 这 些 点 的 性 质 往往 用 数量 场 、 向 量 
场 、 张 量 场 来 表示 。 这 就 使 大 自然 联想 到 在 流 形 上 每 一 点 都 有 
一 个 新 结构 ， 其 实 这 就 是 纤维 从 的 原始 观念 。 

纤维 从 的 定义 稍微 烦琐 一 些 ， 我 们 不 妨 先 建立 点 直观 的 形 
象 。 顾名思义 ， 纤 维 从 就 好 像 是 一 束 纤维 所 在 一 起 。 比 如 说 ， 
一 片 长 得 很 好 的 麦田 就 是 一 块 纤维 从 ; 我 们 头 上 的 黑 发 也 是 一 
个 纤维 从 。 失 这 些 例子 可 以 看 出 ， 纤 维 从 有 两 个 要 素 : 一 个 是 
纤维 ， 一 个 是 府 空 间 。 在 碌 田 的 例子 里 ， 一 棵 标的 麦子 就 是 纤 
维 ， 在 头发 的 例子 里 ， 一 根 根 头 发 就 是 纤维 ， 在 一 块 小 羊羔 皮 
上 ， 每 一 根 毛 都 是 纤维 。 可 是 , “RZ, SHRM’, BA 
皮 ， 毛 就 零 零 散 散 乱 七 人 糖 不 成 体 统 了 ， 必 须 用 皮 来 使 它 按 照 
-- 定 规则 排 起 来 ， 这 种 使 毛 按照 一 定 规则 排列 的 那 张 皮 就 是 底 
空间 ， 才 田 里 的 麦子 生长 的 那 块 田地 也 是 底 空间 ， 头 发 生长 的 
头皮 也 是 底 空间 。 所 以 纤维 从 就 是 在 底 空间 上 每 个 点 都 长 出 一 
根 纤 维 的 总 和 。 这 种 纤维 在 启 空 间 上 按照 一 定 规则 排列 在 一 
起 ， 共 同 板 成 了 纤维 从 的 整体 ， 我 们 把 它 叫做 “从 空间 ”。 当 
然 这 一 大 堆 纤维 上 每 一 点 都 是 从 空间 的 一 个 点 ， 为 了 识别 两 个 
点 是 不 是 在 一 个 纤维 上 ， 那 就 要 看 “ 根 ”"， 也 就 是 看 它们 是 不 


是 长 在 底 空间 同一 个 点 上 。 我 们 再 引进 一 个 概念 ， 叫 做 “ 射 
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E". CHHASHH SAH AE SHH ARH, tE 
就 是 把 纤维 上 的 每 个 点 都 对 应 自己 那个 根 。 如 果 纤 维 从 只 是 这 
么 简单 ， 这 也 就 没有 什么 可 研究 的 了 了， 问题 是 用 同样 的 底 空 
闻 、 同 样 的 纤维 按照 不 同 的 规则 ， 能够 造 出 多 少 不 同 的 纤维 
丛 。 我 们 举 个 例子 ， 假 设 底 空 间 是 一 个 圆圈 ， 贺 较 上 每 一 点 的 
纤维 是 一 条 直线 段 ， 那 你 怎样 造 一 个 纤维 从 呢 ?” 为 了 方便 起 
见 ， 不 妨 把 纤维 的 中 点 粘 在 底 空 间 上 。 现 在 你 来 造 纤维 从， 最 
简单 的 办 法 是 把 每 根 纤 维 垂直 插 在 回转 上， 大 家 一 般 齐 ， 这 样 
播 完 以 后 所 得 的 纤维 从 的 热 空间 就 是 一 个 脖 套 ， 这 种 把 纤维 都 
规 规矩 矩 地 摆 在 一 起 所 成 的 旦 维 从 太平 凡 了 ， 我 们 把 它 叫 做 平 
凡 从 。 可 是 ， 如 果 要 变 些 花 样 ， 就 可 以 得 到 不 平凡 的 纤维 从 。 
也 用 同样 的 底 空 间 、 人 同样 的 纤维 ， 只 是 在 粘 的 时 候 让 纤维 沿革 
HE 180 度 ， 使 得 转 完 一 图 后 第 头 朝 土 变 为 箭头 彰 下 ， 这 样 
所 得 的 纤维 外 整个 看 来 就 是 “ 莫 比 乌 斯 带 "。 它 也 可 以 通过 一 
条 长 方形 纸 带 ABCD HH, ARAB FCD 粘 在 一 起 ， 使 
太 同 C、B 同 DD 成 为 一 点 ， 得 到 的 就 是 有 名 的 纳 比 乌 斯 带 。 
它 是 拓扑 学 中 重要 而 有 趣 的 图 形 。 沿 它 的 一 侧 娆 一 国 可 以 走 到 
另 一 侧 ， 所 以 它 基 没有 内 外 的 单 伍 曲 面 。 如 果 把 AB 同 CD 粘 
在 一 起 ,使 & 和 D、C 和 B 成 为 一 点 ， 就 成 为 一 个 膀 套 ， 那 
就 内 、 外 有 别 了 。 这 说 明 同 样 的 纤维 、 同 样 的 底 空 间 可 以 址 出 
不 同 的 纤维 从 。 概 捕 起 来 ， 纤 维 从 是 一 个 复杂 的 结构 ， 它 由 从 
ZA, HE, RS FE, BRAS RMR, TAL 
些 必要 的 条 件 ， 比 如 从 局 部 看 是 平凡 的 等 。 这 些 东 西 吉 在 一 起 
就 是 一 个 纤维 从 。 

一 般 纤 维 贡 ， 其 底 空 间 和 纤维 可 以 是 各 式 各 样 的 。 而 底 空 
间 一 般 是 微分 流 形 或 多 面体 ， 比 如 说 球面 、 环 曾 等 等 。 纤 维 就 
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更 不 一 定 是 根 “ 纤 维 "， 也 可 以 是 球面 、 妹 体 、 向 量 、 李 群 等 
等 。 特 别 重 要 的 是 切 从 ， 也 就 是 把 曲面 上 每 一 点 切 平面 统统 考 
虑 在 一 起 所 构成 的 从 。 此 外 还 有 法 从 、 余 切 从 等 等 。 


Hie Æ 图 2 tgi 
在 纤维 从 的 定义 中 。 恋 换 群 G 是 极为 重要 的 。 它 在 微分 
流 形 及 微分 几何 的 研究 中 有 着 极其 重要 的 意义 。 在 代数 拓扑 学 
特别 是 同 伦 论 的 研究 中 ， 纤 维 从 的 概念 往往 简化 。 第 一 步 简化 
是 纤维 空间 ， 它 由 (E, P, B, F) 构成 ， 它 可 以 看 成 各 个 
纤维 r-! (b) 的 并 集 。 第 二 步 简 化 是 纤维 化 。 (下 ，P，5)， 
这 由 一 个 满 连续 映射 


p: E —B 
构成 , 特别 是 塞 尔 在 1951 年 引 和 的 塞 尔 纤 维 化 , BREEAM 
pp 满足 覆盖 同 伦 性 故 : 对 于 任何 有 限 多 面体 下 以 及 任何 映射 
f:K X[0,1}—~B 
和 映射 . 
Fo: KX 10l——E, 
满足 
flk X {Ol = p° Fo, 


则 存在 一 个 映射 
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F: K x {0,1)-—~E, 
使 得 
F:|kX lO} = Fo, 
p’F=f. 
塞 尔 纤维 化 也 称 弱 纤维 化 。 如 果 定 义 覆盖 同 伦 性 质 时 ， 代 兰 有 
限 多 面体 外， 可 取 任 意 空间 ， 则 纤维 化 称 为 胡 列 维 奇 纤维 化 
或 纤维 空间 ， 它 们 在 同 伦 论 中 起 着 关键 作用 。 
纤维 从 的 特点 是 拓扑 变换 群 G， 由 此 ， 我 们 可 以 考虑 以 
G 为 纤维 的 。G 在 G 上 左 平 称 地 作用 ， 这 样 得 出 的 纤维 从 
(P, p, B, G, G) 称 为 主 纤维 从 ， 它 也 可 简 记 作 (P, p, 
B，G)。 对 于 任何 主 从 (P, p, B, G), 我 们 可 以 造 出 另 一 个 纤 
维 从 ((P x F)/G, p, B, F, G) 称 为 该 主 从 的 相伴 的 纤维 从 ， 
其 中 (Px F)/G 是 积 空间 的 轨道 空间 , G 在 Px 下 上 的 右 作用 
WTF: 
ME rE P, yEF,gEG, 
(z,y)-g=(2'g, g 'y)o 
反之 ,对 于 任何 纤维 从 E=(E, p, B,F,G), 我们 还 可 以 造 主 纤 
BE DA p 使 得 其 相伴 纤维 从 是 上 = (五 , p, BL F,G), UR ? WE 
的 相伴 主 纤维 从 。 
有 了 纤维 从 的 概念 之 后 ;过 去 许多 热 悉 的 概念 都 可 以 从 这 
个 角度 统一 处 理 ， 我 们 可 以 举 出 一 些 例子 ;: 
(1》 积 纤维 从 (BXF, pu B, F, G), 这 时 pi 为 到 第 一 个 因 
子 的 射影 , G 是 F 的 恒 同 映射 , 与 积 纤维 从 等 价 的 从 称 为 平凡 
de 
(2) 覆盖 空间 (X, p, Y), 这 时 以 具有 离散 拓扑 的 p 1!(y6) 
(yoE YY) 为 纤维 ,以 基本 群 rl Yi, yo) 的 识 群 为 结构 群 的 纤维 
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A. ERB RSW BEASM. 
(BERRA, 其 特殊 的 例子 是 
(S*, p, RP, Z2), 
(S*7*1, p, CP", 8"), 
(5, p, HP", S*), 
另外 , it RH 
pS (2 =2,4,8) 
可 得 主 从 
(S', p, S$, $1), 
~ (S’, p, $+, 89), 
(S*®, p, S®, S7). 
(4) 许多 齐 性 空间 上 的 从 可 由 拓扑 群 特别 是 李 群 得 到 。 设 
G Amih, H 为 其 闭 子 群 ，K 为 H 的 闭 子 群 ，K。 为 KK 中 
所 售 的 最 大 的 五 的 正规 子 群 ， 这 样 
(G/K, p, G/H, H/K, H/ Ko) 
HAEA, p 为 自然 射影 ， 由 G-—G/H 诱导 得 出 ， 当 天 为 
H 的 正规 子 群 时 ， 则 它 为 主 纤维 从 。 
(5) HEA: 若 拓扑 空间 E, BAHE p: E 一 一 B 满足 
下 列 条 件 ， 划 称 为 向 量 从 ; 
DHF 5 后 B,P-1(5) 为 实 或 复 向 量 空 间 。 
QAR GL (#, RIK GL (n,C), 例如 微分 流 形 的 切 
向 量具 以 及 余 切 向 重头 和 张 量 从 都 是 向 量 从 ,向量 从 对 于 微分 
拓扑 学 的 研究 圣 关 重要 。 


6.3 纤维 从 的 引 人 


由 纤维 从 的 定义 可 知 许 多 概念 ， 如 材 盖 空间 和 堆 普 夫 映 射 
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都 包含 纤维 从 的 影子 ， 但 正式 引进 纤维 从 或 纤维 空间 大 约 是 从 
1930 年 到 1950 年 间 通 过 不 同 的 方式 进行 的 。 

最 早 使 用 纤维 (Faser) 及 纤维 空间 (gefaserter Raum ) 
HER BMS RH. E 1932 年 发 表 的 研究 三 维 流 形 的 
论文 中 引入 一 种 特殊 的 “纤维 空间 ”"， 与 现在 的 纤维 空谷 不 同 ， 
主要 是 所 有 纤维 不 完全 相同 ， 也 就 是 存在 “例外 纤维 " ; 另外 ， 
在 塞 弗 特 纤维 空间 中 没有 “ 底 空间 ”的 结构 ， 他 只 把 它 看 成 
五 的 南 空 间 。 尽 管 如 此 ， 塞 弗 特 纤维 空间 在 研究 三 维 流 形 中 
一 直 有 重要 地 位 。 

第 一 个 引入 真正 纤维 空间 的 是 美国 数学 家 惠 特 尼 。1935 
年 ， 他 引进 的 是 具有 特殊 纤维 一 一 球面 的 纤维 空间 ， 因 此 ， 他 
PA “RBM”; 1940 年 他 改称 为 “ 球 从 "， 在 1937 年 及 1941 
年 他 对 此 做 过 两 个 报告 ， 包 括 许多 根本 的 结果 ， 他 还 打算 就 此 
写 一 本 书 ， 始 终 没 有 完成 。 他 的 兴趣 一 直 集 中 于 “ 示 性 类 ” 
上 。 他 于 1936 年 和 瑞士 数学 家 E JERAR (Stiefel, Eduard, 
1909—1978) 在 1935 年 独立 地 定义 这 种 示 性 类 ， 后 来 称 为 施 
蒂 费 尔 一 惠 特 尼 示 性 类 。 他 的 目的 是 用 示人 性 类 来 研究 徽 分 流 形 
的 括 扑 学 。 对 此 ， 奸 维 只 只 是 一 个 工具 ， 所 以 他 的 定义 并 非 每 
个 细节 都 讲 得 很 清楚 ， 但 是 他 的 定义 是 很 一 般 的 ， 他 的 思想 是 
很 明确 的 。 所 谓 “ 球 面 空间 ”，。 实 际 上 是 其 子 空间 ict xS” 
的 不 相交 的 并 集 ， 而 *- kt ES” XA. BRE 
底 空间 通常 是 徽 分流 形 或 者 是 单纯 复合 形 ， 前 者 是 他 引进 的 要 
念 ， 而 后 者 则 是 当时 通用 的 拓扑 对 象 ， 而 且 惠 特 尼 的 球面 的 维 
数 是 确定 的 ， 也 就 是 没有 退化 纤维 。 惠 特 尼 对 整体 与 局 部 关系 
的 概念 也 十 分 清楚 ， 他 知道 全 空间 从 局 部 来 看 是 K 的 一 个 开 
集 和 球面 5" 的 直 积 。 在 惠 特 足 的 论文 中 ， 他 还 引入 一 个 更 罕 
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的 纤维 空间 的 概念 ， 它 称 为 “正则 ”球面 空间 。 实 际 上 ， 它 等 
价 于 后 来 的 向 量 基 ， 并 且 举 出 切 丛 和 嵌入 在 R 的 法 向 量 丛 。 
他 还 知道 ， 当 纤维 是 离散 空间 时 ， 纤 维 空间 是 覆盖 空间 。 

第 三 条 途径 走向 纤维 空间 的 是 EE- 嘉 当 和 他 的 学 生 。E: 嘉 
当 已 经 在 他 的 广义 空间 上 引进 联络 理论 ， 特 别 是 他 的 “活动 标 
架 ” 空 间 实 际 上 是 主人 欠 空 间 。 而 嘉 当 本 人 对 于 李 群 无 疑 是 大 权 
威 ， 他 的 学 生 埃 瑞 斯 曼 跟 着 他 作 博 士 论 文 ，1934 年 完成 了 关 
于 齐 性 空间 ， 特 别 是 格拉 斯 曼 流 形 的 同调 的 研究 ， 为 示 性 类 理 
论 开辟 了 道路 。 埃 瑞 斯 曼 引 进 许多 重要 的 抽象 概念 ， 纤 维 从 即 
是 其 中 之 一 。 他 的 纤维 从 概念 是 完备 的 ， 也 就 是 具有 李 群 和 李 
群 G 在 纤维 上 的 作用 。1941 年 他 和 他 的 学 生 费 尔 波 (Feld- 
bau》 引 入 纤维 空间 的 完整 概念 ， 还 引进 主 纤维 空间 及 相伴 纤 
维 空间 。 他 还 发 现 通过 光滑 流 形 的 漫 没 (swubrmersion 》 引 出 新 
的 纤维 空间 ， 特 别 是 证 明 管 普 夫 射影 造成 纤维 空间 。 

就 在 这 些 概念 从 不 同 角度 引进 来 之 后 ， 纤 维 从 的 各 种 性 质 
也 突显 出 来 。 虽 第 二 次 世界 大 战 之 后 ， 立 刻 成 为 拓扑 学 家 注意 
的 焦点 。1949 一 1950 ÆR HH. 嘉 当 讨 论 班 以 纤维 空间 为 主题 ， 
把 纤维 空间 规范 化 ， 立 即 引 出 同 伦 论 、 同 亩 论 以 及 微分 几何 的 
突破 。 同 时 ，1951 年 斯 延 洛 德 的 《纤维 从 的 拓扑 学 》 一 书 出 
版 ， 纤 维 从 成 为 数学 ， 特 别 是 拓扑 和 几何 的 标准 工具 ， 其 分 类 
问题 及 示 性 类 理论 是 其 中 的 核心 。 


6.4 ”纤维 从 的 分 类 问题 


对 于 任何 结构 ， 都 存在 分 类 问题 ， 也 就 是 何 时 两 结构 等 
价 。 对 纤维 从 这 种 复杂 的 结构 ， 首 先 定义 从 映射 。 


对 于 具有 相同 纤维 和 结构 群 的 两 个 纤维 从 = CE, p, B, 
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F,GG) 和 & =(2', p, B, F, G) mR EESRH 
P: EE’, 
使 得 下 列 图 表 可 换 ， 
EDF 
py te 
Be 
Wer + 为 从 映射 。 如 果 BER, HEARS, fy BHSm 
RA & 和 & 等 价 。 两 纤维 从 等 价 当 且 仅 当 其 相伴 的 主 从 
等 价 。 

这 样 , 以 拓扑 群 G 为 结构 群 的 分 类 问题 就 归结 为 主 纤维 中 
Eln, G).=(E(n, G), p, BCG),C) 的 分 类 问题 。 而 当 E 
(n, G)Æ n EEH nc), W en, GRA G Hn 万 有 纤维 
从 , 它 的 底 空 间 称 为 G Hn 分 类 空间 。 特 别 当 n= ont, El 
分 别称 为 各 的 万 有 共和 分 类 空间 。 这 时 ,我们 有 分 类 定理 : 

分 类 定理 以 CW 复合 形 B 为 底 空 间 的 主 G 从 的 等 价 类 
全 体 与 由 B 到 Bl(n, 避 ) 的 连续 映射 的 同 伦 类 集合 «(Bs Ben, 
GDH E, 

由 此 ,外 的 分 类 问题 化 成 为 网 伦 问 题 。 

实际 上 ,从 1935 年 起 , 惠 特 尼 就 主要 研究 纤维 从 的 分 类 问 
题 。1937 年 他 对 球 从 得 出 分 类 空间 , 即 格拉 斯 曼 流 形 G,,,, 并 
断言 底 空间 为 B、 秩 为 + 的 球 从 同 构 类 为 [B, G,,,], 即 BB 到 
G, ;映射 的 同 伦 类 (n 洋 r), 他 给 出 证 明 概 村 ，1943 年 斯 廷 洛 德 
完成 了 证 明 ， 后 称 囊 特 尼 一 斯 廷 洛 德 定理 。 

MERE BARS HRA AS ARMS B 
的 同 伦 型 ， 这 事实 于 1939 EH MRE, BH 
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m, BEBERE 1935 年 对 纤维 从 & 及 连续 映射 
g: B'—B, 
构造 新 纤维 从 g” (6), FRA g 的 拉 回 (pullback), EWR 
纤维 从 的 分 类 中 至 关 重 要 。 一 般 的 结果 到 1949 年 至 1950 年 才 
确定 下 来 。 这 样 从 的 分 类 引 向 示 性 映射 
f:B-—BG=(B(%,G)), 
TRER H EEA A 
f" :H* (BG)—H" (B), 
f° 的 象 称 为 从 玉 的 示 性 类 ， 它 是 f 的 同 伦 不 变量 ， 也 是 从 的 
不 变量 ， 因 此 在 从 理论 中 起 着 关键 的 作用 。 
在 进入 示人 性 类 的 理论 之 前 ， 还 要 叙述 1956 年 米尔 诺 证 明 
的 下 述 定理 ， 
存在 定理 ”对 于 任意 的 拓扑 群 ， 存 在 万 有 纤维 从 ， 也 存在 
分 类 空间 。 特 别 是 当 G 是 可 数 CW 群 时 ， 其 分 类 空间 也 是 可 
数 CW 复合 形 。 . 
对 于 李 群 D (a), U (n), Sp (5a)， 其 分 类 空间 分 别 
是 实 格 拉 斯 早 流 形 ， 复 格拉 斯 最 流 形 和 四 元 格拉 斯 品 流 形 。 而 
SO (a) 的 分 类 空间 ， 则 是 定向 的 格拉 斯 曼 流 形 ， 示 性 类 即 
是 由 它们 的 上 同调 得 出 的 。 


6.5 F% 


示人 性 类 通常 指 施 著 费 尔 一 惠 特 尼 示 人 性 类 、 庞 特 里 亚 金 示人 性 
类 和 陈 〈 省 身 ) REX. 

1， 施 基 费 尔 -- 惠 特 尼 示 性 类 

最 早 的 示 性 类 是 1935 年 由 施 蒂 费 尔 提出 来 的 ， 他 的 博士 


论文 是 在 收 普 夫 的 指导 下 完成 的 。. 在 论文 中 ， 他 引进 光滑 流 形 
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NDAD SRE RAI MU. Kb, he REE 
去 关于 流 形 上 切 向 量 场 的 研究 。 对 于 ” 维 紧 流 形 ， 问 题 是 什 
么 时 候 存在 处 处 不 为 零 的 m PO BE On), MAEM 
在 区 上 每 点 的 nr 个 切 向 量 都 是 线性 独立 的 (因此 也 不 等 于 
0)。 对 于 微分 几何 学 ，m = n 的 情形 特别 有 趣 ， 在 这 种 情形 
F, RA M 上 存在 平行 结构 或 可 平行 化 。 为 了 解决 这 个 问 
题 ， 施 蒂 费 尔 首先 引进 后 来 所 谓 的 施 蒂 费 尔 流 形 Vamo B 
R" 中 所 有 线性 独立 的 mr 个 向 量 序 列 构 成 的 空间 。 于 是 施 蒂 费 
尔 考 虑 R PH m 场 ， 即 连续 映射 
X™ A—V, nm 

他 问 : 如果 A RF +1 SERRA DP*!，B 辣 胚 于 其 边界 S, 
那么 BEm 向 便 场 何 时 可 扩张 到 A E? 

他 证 明 ， 可 扩张 的 条 件 是 m BEB ax, (Van) 
等 于 人 0。 现在 知道 ; i 
Z,n-m 为 偶数 或 m= 1， 

me n-m HEM mL. 
他 称 a 为 m 场 的 “特征 ", HIRE, 他 最 后 得 到 一 个 同调 类 
Fy -1© Ha -Mm mt Vam) . 
Fa -1 只 依赖 于 M 的 微分 结构 ， 这 就 是 原始 的 施 蒂 费 尔 示 性 
类。 

作为 示 性 类 的 应 用 ， 施 蒂 费 尔 证 明 : 任何 紧 、 可 定向 三 维 
光 请 流 形 都 是 可 平行 化 的 。: 李 还 证 明 ， 对 实 射影 空间 PR, 
F,#0, 

AS PRR AR HERS BR ERA ERK AE T —#, 
AREA, RAMA, MEERES E 
SETHE. RRL, MHRKASRRSREHMAN RE 
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类 ， 而 惠 特 尼 考 虑 的 要 广 得 多 ， 他 考虑 任意 球 从 (E, B, p) 
的 底 空 间 B 也 可 以 是 任意 局 部 有 限 的 单纯 复合 形 。 他 把 示 性 
类 定义 为 施 蒂 费 尔 流 形 Va ,的 整 系数 同调 类 ， 他 指出 ， Vaan 
的 同调 群 
Hw a ae 
omo mm Zo ml 且 n-m 为 奇数 。 
1937 年 , 他 改 用 上 同调 定义 示 性 类 。1940 年 他 指出 , 对 于 连续 
映射 
g:B—B, 
MRE =2 (EAE 的 拉 回 , 则 
WCE )=¢" (W,(E))。 
同时 他 给 出 圳 特 尼 的 和 公式 , 定义 同一 底 空间 上 两 球 从 E, E” 
的 惠 特 尼 和 五 "四 王 ,并 指出 其 示人 性 类 W,(E OE DMB 
W,(E’ QE") = ZW, (EU W,-; CE), 
其 中 局 表 上 积 。 他 指出 当 v4, TERRE, 1941 年 他 只 给 出 
E 及 EE' 都 是 线 从 的 证 明 。 公 开发 表 的 第 一 个 证 明 是 昊 文俊 在 
1948 年 给 出 的 ， 他 还 用 向 量 从 取代 球 从 ， 同 年 陈省身 也 发 表 
了 另 一 个 证 明 。 惠 特 尼 还 给 出 示 性 类 的 形式 宪 级 数 以 及 对 偶 示 
性 类 的 概念 。 他 证 明 五 是 平凡 从 则 对 所 有 jj，W; (E) =0。 
1940 FEFE B ECHE, HEAHEA T (B) 
和 法 向 量具 N (B) WR BRAERKREER P, TON 
是 平凡 切 从 T CR") 2 BERRA, ATE REAR 
W(TON,2)= WC Tit) UWC(N;2)=1. 
因此 ,由 W, = WAT ee eK W, = WN), 它们 满足 
(1+ Witte Wath tee) 
=1+ Witte t Watte 
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RRR MER, BRERA EEN AERA 
研究 混和 问题。 例如， 他 证 明 八 维 实 射影 空间 Pe (R) 不 能 
WAR Rh, GERAR R55 中 ， 他 的 理论 后 来 为 暴 文 俊 等 
所 发 展 。 

1950 年 ， 昊 文俊 运用 了 当时 发 现 还 不 久 的 更 强 的 拓扑 工 
A ERR, WERT So, Huey 

A tio l 


i=j 


这 漂亮 公式 ,其 中 (2 为 ( 模 2) 二 项 系数 。 他 指出 ， 球 从 的 


施 蒂 费 尔 一 惠 特 尼 示 性 类 只 由 维 数 为 24 的 类 完全 决定 。 上 述 
公式 还 被 应 用 于 解决 另外 一 大 问题 : 微分 流 形 的 示 性 类 的 拓扑 
不 变性 ， 即 与 微分 结构 无 关 。 微 分 流 形 的 施 蒂 费 尔 一 圳 特 尼 示 
性 类 拓扑 不 变性 最 在 1950 年 已 由 托 姆 证 明 ， 而 吴 文 俊 几 乎 间 
时 通过 同调 性 质 把 示人 性 类 明显 表 出 ， 这 就 是 著名 的 吴 《 文 俊 ) 
公式 : 
设 M 是 紧 n 维 微分 流 形 ， 出 全 施 落 费 尔 一 惠 特 中 示人 性 类 
W=SqVv, H 
V=t+ Vite + Va 
KIR COW) 类 ， 它 由 等 式 
V= SX, XEH' (M) 
唯一 决定 。 由 这 一 公式 可 以 使 施 蒂 费 尔 一 惠 特 尼 示 性 类 的 计算 
成 为 例行公事 ， 共 而 导致 一 系列 应 用 。 例 如 非 定向 流 形 的 配 边 
理论 的 标准 流 形 〈 实 射影 空间 及 吴 一 道 尔 德 【Dold，Aibrecht， 
1928 一 ) WH) 的 完全 决定 ， 这 最 终 使 施 蒂 费 尔 一 韦 特 尼 示 性 
类 理论 成 为 拓扑 学 中 最 完美 的 一 章 。 
1956 年 米尔 诺 参 考 希 采 布 鲁 赫 对 陈省身 示 性 类 的 定义 给 
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JW, Wis, 


ł 


施 蒂 费 尔 一 惠 特 尼 示 性 类 一 个 公理 刻画 ， 
SW1 对 每 一 个 向 量 人 内 ， 对 应 一 序列 上 同调 类 
W,(2)€ HI(B(E), Z2), 1 =0, 1,2, = 
称 为 上 的 施 带 费 尔 一 惠 特 尼 示 性 类 。 若 上 是 ”= 维 平面 从 , 则 类 
Wo( &) FSSC 1E H (BE): Z), A5 i>n I, WiC) 
=0, 
SW2 (BRE) E- 
J: BCE)—>B(») 
BAR ST 
天 上 -一 ~ 了 
HER, | 
WEF Wo 
SW3 (BRERBOHA) 若 & 和 7 是 同一 底 空 间 上 的 向 
量 从 , 则 O 
Wi (Dy) = EWU Whig) 
.SW4 对 于 射影 直线 RP LHRRAy,', MRR RH 
尼 示 性 类 Wir 400 © 
由 此 可 得 ,如 果 R" Ke 具有 大 个 无 处 线性 相关 的 截面 , 则 
Wrrilé) = War2t£)= = WF) = 0. 
从 而 可 以 分 解 为 惠 特 尼 和 
-€=eBet, | 
其 中 上 BELMA, et th n-k HEA, 
WHER n 维 平面 从 .&, 它 共 有 全 空间 E, RSH BUR 
射影 p:E 一 -=B, GE Eee Sg 以 及 托 姆 同 构 
$: H*(B)-—H** *( EB, Eo), 
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构造 出 来 施 蒂 费 尔 一 襄 特 尼 示 性 类 
WCE) = $7 1Sg$(1), 
其 中 # BATH BR 


H (B) (E) H" (E, Eo), 

Eo 是 E 中 非 零 元 素 的 集合 ，w 是 基本 上 同调 类 。 这 样 ， 可 以 
证 明 施 蒂 费 尔 一 惠 特 尼 示 性 类 的 存在 性 ， 而 且 对 于 仿 紧 空 间 上 
每 个 向 量 从 ， 都 存在 唯一 对 应 的 土 同调 类 序列 ， 满 足 施 蒂 费 尔 
一 惠 特 尼 示 性 类 的 4 条 公理 ， 而 且 是 唯一 确定 的 。 

2， 庞 特 里 亚 金 示 性 类 

比 起 施 蒂 费 尔 一 惠 特 尼 示 性 类 来 ， 庞 特 里 亚 金 示 性 类 更 为 
复杂 ， 也 包含 更 多 的 信息 。 庞 特 里 亚 金 引入 这 个 示 性 类 的 动机 
是 因为 惠 特 尼 在 引入 他 的 示 性 类 时 ， 并 没有 考虑 它 同 格拉 斯 曼 
流 形 的 上 同调 之 间 的 关系 ， 而 庞 特 里 亚 金 恰巧 在 这 一 点 上 取得 
了 突破 。1942 年 卡特 里 亚 金 发 表 了 一 个 摘要 ， 在 摘要 中 他 只 
考虑 可 定向 的 CREM AM BOAT (M) WEEE M E 
和 到 某 个 欧 氏 空间 R* 中 这样， 他 建立 切 从 与 定向 格拉 斯 坚 
流 形 Gm OTM. HTK Can AREER, THEA 
群 ， 大 致 对 应 .1934 年 埃 瑞 斯 曼 对 一 般 格拉 斯 曼 流 形 Gn, ,的 结 
RR, Ph SAE SPAS (Schubert, Hermann, 1848— 
1911》 流 形 。 在 论文 中 ， 他 选择 一 些 下 链 ,- 它们 在 某 些 情形 下 
是 下 闭 链 ， 这 就 是 斋 特 里 亚 金 的 示 性 闭 链 。 康 特 里 亚 金 的 详细 
论文 在 1947 年 发 表 。 吴 文俊 在 开始 他 的 研究 时 ， 内 有 庞 特 里 
亚 金 的 一 个 简报 (1942) 及 一 篇 论文 (1947), BRAVES A 
的 是 同调 ， 吴 文俊 在 博士 论文 中 ， 首 先 把 它 改造 成 上 同调 ， 并 
对 其 胞 脏 分 解 等 做 了 一 系列 简化 。 吴 文俊 还 进行 对 偶 胞 腑 前 
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分 ， 选 出 一 系列 函数 ， 它 们 对 应 的 上 同调 类 除了 已 知 的 施 蒂 费 
尔 一 惠 特 尼 示 性 类 之 外 ， 还 有 一 系列 整 系数 示 性 类 是 以 前 从 来 
RAEN, RRS SE BLS FER 

P,E HY (G6 mimi Zo 
另外 还 有 欧 拉 示 性 类 

Em EH" (G metami) 
而 且 它们 在 上 同调 环 HG ,mn 12Z) 中 满足 下 列 关系 


Em lm = Primo 


他 还 证 明 庞 特 里 亚 金 示 性 类 TAR BOR RE AS 2 aR PEE 2 HL 


系 ,如 

r: H**(B, Z)—*H“(B;Z2) 
是 自然 局 态 , 则 

aP, = Wiz ~ Wass 
如 

z: H”(B;Z)—H”(B; Z3), 
则 对 | 

e€ H"(B;Z), ` 

me= Wo 


1951 年 吴 文 俊 回 国之 后 ， 运 用 类 似 斋 特 里 亚 金平 方 等 上 
同调 运算 ， 先 后 证 明 模 3 及 模 4 EP RWS RESHMA 
性 类 ， 并 得 出 明显 表示 ， 其 后 引入 另 一 类 Q;， 证 明 其 拓扑 不 
变性 ， 由 此 推出 某 些 庞 特 里 亚 金 类 的 组 合 p) 的 拓扑 不 变 
性 。 但 是 一 般 庞 特 里 亚 金 示 性 类 只 是 微分 结构 不 变量 而 不 是 拓 
IREE, XI 1956 年 米尔 诺 曾 举 出 具体 实例 。1956 FIE 
引入 有 理 庞 特 里 亚 金 永 性 类 并 证 明 它 是 组 合 (PL) AER, 


苏联 数学 家 罗 赫 林 (Rokhlin, Vladimir, 1919—1984) K WEF 
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2% (Schwarz, Albert Solomonvich, 1934—) 也 证 明了 这 点 。 
1965 年 诺 维 科 夫 《Sergei Petrovich Novikov, 1938—) 证 明 有 
理 庞 特 里 亚 金 示 性 类 是 拓扑 不 变量 ， 而 模 > (p 为 素数 ) 虎 特 
里 亚 金 示 性 类 是 拓扑 不 变量 的 充分 必要 条 件 到 1995 年 才 得 出 。 

3. BR (St) 示 性 类 

1945 年 陈省身 把 庞 特 里 亚 金 的 思想 推广 到 复 向 量 从 ( 实 
际 上 是 相应 球 从 ) 上 。 一 开始 ， 他 只 考虑 复 流 形 上 切 欠 ， 而 且 
他 使 用 上 同调 而 不 是 同调 。1948 年 吴 文 俊 在 他 的 博士 论文 中 ， 
把 陈 示 性 类 推广 到 任意 有 限 单纯 复合 形 上 的 任意 复 向 量 人 浴 ， 在 
这 方面 ， 陈 省 身 和 吴 文 俊 都 是 使 用 复 格拉 斯 曼 流 形 Gaon, m 
(C)， 而 且 用 的 都 是 埃 瑞 斯 显 通过 舒 伯 特 流 形 对 Gu CC) 
的 胞 腔 分 解 。 这 样 ， 把 对 应 庞 特 里 亚 金 的 胞 腔 复 化 ， 就 可 得 出 
对 应 的 上 链 ， 实 际 上 是 上 闭 链 ， 并 得 出 其 上 同调 类 

cr E H**(Gatn,m(C)3Z) 

PARERE, RE AR Rate. 

实际 上 ， 陈 省 身 是 由 大 范围 微分 几何 问题 ， 特 别 是 从 几何 
来 计算 示 性 类 的 方法 ， 他 发 现 非常 深 亮 的 算法 ， 由 流 形 M 上 
U (a) EAP, EH 己 上 的 联络 ， 联 络 引出 其 曲率 形式 ， 它 
表示 示人 性 类 。 陈 省 身 还 用 微分 形式 证 明 ， 陈 示 性 类 c BEA 
RRA” (Garam (C); Z) 的 生成 元 。 匡 文俊 则 给 出 一 
个 拓扑 的 证 明 。 他 还 把 施 蒂 费 尔 一 惠 特 尼 乘 积 : 公式 推广 到 陈 示 
性 类 , 即 

(EES) = B34) el B52), 
其 中 c(E;t)= Z(E) 是 复 向 是 从 的 全 陈 示 性 类 。 对 于 复 向 
EMCE. B, P) 可 定义 其 共 固 复 向 量 从 E* ,只 是 在 每 个 纤维 
E 上 定义 的 复 结 构 , 由 : 
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(A,2)—*AZ 
定义 。 吴 文俊 证 明 

cal E*)=(-1)'e(E)o 
由 此 ,对 于 (E,B,P) 是 实 向 量 从 , 可 定义 B 上 复 向 量 从 E(C) 
= ERE, 可 得 

cECC)=( -1)(E(C)), 
即 对 奇数 & 

2c:(E(C)) =0。 
吴 文俊 进而 证 明 

P(E) =(- 1)%c2,(E(C)) 6 
Ey SL IP eo EIS A EI BT HEREKE. 

陈 示 性 类 和 它 往生 的 陈 示 性 数 、 陈 特征 标 等 在 整个 数学 中 

都 起 着 重要 作用 , 特别 是 代数 几何 学 、 复 解析 几何 学 、K 理论 、 
微分 几何 学 , 乃至 数论 等 , 它 几 乎 无 处 不 在 。 
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7 微分 流 形 


7.1 微分 流 形 的 引入 


微分 流 形 是 现代 数学 中 最 主要 的 概念 之 一 。 应 该 说 ， 比 起 
抽象 的 拓扑 空间 和 复合 形 来 说 ， 它 是 最 接近 我 们 通常 研究 的 几 
何 对 象 。 实 际 上 ， 从 几何 学 一 开始 ， 我 们 研究 的 对 象 有 两 类 ， 
一 类 是 直线 图 形 ， 它 们 由 点 、 直 线 、 平 面 、 立 体 等 构成 ， 先 是 
三 角形 、 多 边 形 、 多 面体 ， 后 来 发 展 成 一 般 的 多 胞 形 及 一 般 单 
形 的 概念 。 它 们 是 构成 组 合 拓扑 学 的 基本 对 象 ， 对 以 后 的 同调 
论 和 代数 拓扑 学 的 研究 有 着 重大 作用 。 另 一 类 是 弯曲 图 形 ， 如 
W. RA DHE, MEE, RE, RES, KAREE 
着 成 是 曲线 和 曲面 的 推广 。 黎 曼 在 1854 年 已 经 引进 这 个 概念 ， 
他 的 观念 是 从 物理 上 来 的 。 曲 线 可 以 看 成 点 运动 的 轨迹 ， 曲 面 
可 以 看 成 曲线 运动 的 轨迹 ， 这 样 下 去 ，n -1 维 流 形 运 动 的 结 
果 就 成 为 n 维 流 形 。1895 ERE UIE TE Fe EH RS 
的 同时 ， 也 引进 了 流 形 的 概念 。 他 的 办 法 并 不 新 鲜 ， 是 在 n 
维 空间 中 用 P 个 方程 来 定义 的 《如 果 有 边界 的 话 ， 再 加 上 一 
些 不 等 式 )， 满 足 这 些 方程 的 点 的 集合 就 是 流 形 。 从 拓扑 学 的 
角度 来 看 ， 这 种 定义 太 细 致 了 。 比 如 说 ， 一 个 足球 ， 你 踢 上 一 
脚 或 踩 它 一 下 ， 表 示 它 的 方程 蕊 上 就 改变 ， 但 只 要 足球 不 破 ， 
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EMMIMERHPRABL, WH, WEERKEREN AH 
或 表示 为 球面 并 没有 太 大 差别 。 这 样 ， 几 何 中 研究 的 同性 以 及 
微分 几何 所 研究 的 曲率 对 拓扑 学 来 说 不 用 考虑 。 因 此 ， 用 过 于 
精细 的 方程 组 和 不 等 式 往往 增加 不 必要 的 麻烦 ， 而 且 维 数 越 
高 ， 就 越 复杂 。 另 外 ， 这 种 定 广 还 要 依赖 于 它 所 在 的 HES 
间 ， 每 次 研究 都 要 拿 个 “容器 ”把 它 装 在 里 面 ， 实 在 多 此 一 
人 蔡 。 因 此 ， 我 们 希望 用 “内 在 ”的 性 质 来 定义 微分 流 形 。 

由 于 微分 流 形 十 分 重要 和 常见 ， 我 们 这 里 给 出 其 定义 ， 微 
分 流 形 是 具有 微分 结构 的 局 部 欧 氏 空间 。 因 此 微分 流 形 的 定义 
由 两 部 分 构成 ， 一 是 局 部 欧 氏 空间 ， 可 称 为 其 指 扑 部 分 ; 另 一 
是 绒 分 结构 ， 可 称 为 它 的 结构 部 分 。 

所 谓 局 部 欧 氏 空间 是 指 X 是 豪 斯 道夫 拓扑 空间 ， 其 中 每 
ALEX, BIRRA z H-TBRMU REFR 中 一 个 开 
集 。 设 p HM, 

U ——F", 
AH, X PETAT, ME n PEM (rr oe r) 与 之 
对 应 ， 它 们 自然 可 以 称 为 > HHH. WCU, p) 称 为 x 处 
的 一 张 坐 标 图 ,这 就 如 同 我 们 世界 地 图 册 中 的 一 张 地 图 ， 它 画 
出 一 个 国家 或 一 个 地 区 的 地 理 位 置 。 显 然 ， 用 一 张 地 图 来 画 出 
世界 上 所 有 地 点 附近 的 状况 是 不 可 能 的 ， 因 此 ， 要 了 解 全 世界 
的 地 理 ， 必 需 ， 

(1) 有 一 本 地 图 册 ， 每 一 点 至 少 属 于 其 中 一 张 地 图 。 

(2) 如 果 一 点 属于 其 中 两 张 地 图 ， 如 何 变换 ， 才能 使 这 两 
张 地 图 能 合 在 一 起 。 

因此 ， 对 于 一 个 局 部 欧 氏 空间 X, 我 们 定义 X 的 C 图 册 


(C atlas, Sr S) 为 一 族 坐 标 图 
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HKU gJaE Af, 

满足 : 

中 所 有 U, HRB x, M X= UU: 

图 对 于 任何 a, BEA, W UN Uso, 

Pa Pa GC Ua Ug) — 9 UN Up) 

是 由 R 的 开 集 到 R" HARH-TC ( 即 7 次 连续 可 微 ) 同 
凸 映射 ， 且 其 雅 可 比 行列 式 处 处 不 等 于 0。 

这 样 ， 我 们 可 专 定 义 X 的 两 C 图 册 等 价 。 如 果 两 个 Cr 
图 册 的 并 仍 是 C" HM, MESEN i, WA, C 结构 则 是 
Cr 图 册 和 集合 的 等 价 类 。 如 果 X 上 存在 C 结构 ， 则 称 为 C 流 
形 。 从 拓扑 学 的 角度 看 ，Cl，Cr，C” 流 形 的 结构 实际 上 差别 
RK, BRS Cu 结构 即 拓扑 流 形 及 C* 结构 即 解 析 流 形 结 构 
一 般 相去 甚 远 。 

外 尔 首先 在 他 1913 年 出 版 的 名 著 《 黎 曼 面 的 观念 》 中 给 
出 二 维 复 流 形 的 内 在 定义 ， 这 种 定义 后 来 成 为 微分 流 形 定义 的 
模范 。 为 了 理解 这 个 定义 ， 我 们 可 以 举 一 个 简单 的 例子 : 自行 
车 内 胎 可 被 看 成 一 个 标准 的 环 面 ，. 它 可 以 通过 一 个 贺 周 环绕 一 
个 点 走 一 个 圈 周 而 生成 ， 这 是 获 上 部 的 想法 ; 也 可 以 通过 三 维 空 
间 的 方程 染 定 义 ， 这 是 虎 加 莱 的 想法 。 现 在 “内 在 ”的 定义 大 
臻 是 这 样 的 ， 新 车 胎 是 完 完整 整 的 一 个 好 环 面 ， 在 鲁 的 过 程 中 
难免 出 现 破 润 ， 有 了 破 润 就 要 补 ， 补 的 时 候 大 都 用 一 块 回 皮 ， 
RRA RAE bh. tO eee ae. BMF 
再 破 一 个 润 ， 补 这 个 洞 的 贺 皮 和 原来 的 那 块 圆 皮 就 会 有 互相 重 
亚 的 地 方 。 如 果 这 内 胎 用 久 了 ， 就 有 可 能 每 个 地 方 上 面 都 覆盖 
着 贺 皮 ， 这 种 内 胎 骑 起 来 和 没 补 过 的 内 恰 也 还 是 差 不 太 多 ， 记 
仍旧 是 一 条 内 胎 ， 但 是 已 经 成 为 (有限 多 块 ) 互相 重生 的 补 杀 
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( 圆 皮 ) 的 集合 了 。 我 们 描述 内 胎 也 就 只 需要 了 解 ， 

(1) 补 钉 是 什么 ; 

(2) 补 钉 是 怎样 相互 重 得 的 。 
这 样 就 不 必 管 它 外 围 空间 是 什么 ， 也 不 必 考 虑 它 的 定义 方程 
了 。 对 于 微分 流 形 来 讲 ， 补 钉 就 是 欧 氏 空间 (或 其 中 一 块 开 
集 )。 补 条 相互 重 各 的 方法 ， 有 的 是 光滑 的 (好像 光 汶 汶 的 新 
轮胎 )， 这 就 称 为 微分 结构 ; 有 的 是 见 楼 见 角 的 ， 就 称 为 分 自 
线性 结构 《简写 为 PL); 有 的 是 不 怎么 光滑 的 ， 但 还 保持 连 
续 性 (比如 坑 坑 整 巩 的 )， 就 称 为 拓扑 流 形 。 这 样 一 来 ， 流 形 
从 局 部 看 来 〈 就 和 补 钉 一 样 ) 都 差不多， 差别 只 是 它们 相互 重 
全 的 方式 。 上 比如 你 用 几 块 补 钉 补 满 一 个 球 ， 和 用 启 样 这 几 块 补 
钉 补 满 一 条 内 胎 ， 补 条 和 补 何 之 间 从 整体 上 和 看， 它们 的 连接 方 
式 是 不 会 一 样 的 。 

常见 的 流 形 大 都 可 以 通过 变换 群 构造 出 来 。 变 接 群 的 一 个 
重要 概念 是 zx 的 轨道 o(x), 也 就 是 所 有 gr (gE€G) 的 集合 。 不 
难 证 明 : 对 任何 两 点 r, yE xX, x PUB o( 2) Al y 的 轨道 of(y) 
或 者 重合 或 者 不 相交 。 这 样 ,在 下 中 可 以 导出 一 个 等 价 关系 : 
z 一 》 当 且 仅 当 of(z) =0(y), URE x,y 属于 同一 轨道 。 在 同 
一 轨道 上 的 点 构成 等 价 类 。 - 

对 任何 等 价 关系 , X 的 点 分 成 等 价 类 , 等 价 类 的 集合 也 记 
fe X/ 一 , 当 厌 是 拓扑 空间 时 ,可 在 X/ 一 上 引进 自然 的 拓扑 , 即 
等 价 类 的 集合 在 X/ 一 中 为 开 集 当 且 仅 当 这 些 轨道 的 点 集 的 并 
TEX 中 为 开 集 。 在 这 个 “ 商 拓扑 "之 下 , X/ 一 成 为 拓扑 空间 。 
具体 到 变换 群 (z, G) 上 , 可 称 为 辆 道 空间 X/G, 因此 , ARE 
间 X 有 一 个 拓扑 变换 群 ,就 产生 一 个 相应 的 轨道 空间 。 通 过 这 


种 造 法 可 以 造 出 一 系列 在 代数 拓扑 学 中 常见 的 空间 , 特别 是 由 
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李 群 得 出 的 齐 性 空间 。 
最 常见 的 出 发 点 是 欧 氏 空间 R", RE S, PIERE S 
上 有 许多 有 限 变换 群 ,由 此 可 得 出 射影 空间 和 一 般 透 镜 空 间 。 
下 面 我 们 可 把 ERR 中 的 单位 球面 , 邵 满足 方程 
zit ĝt tc? =l 
的 标准 球面 。 其 上 最 简单 的 变换 群 是 Z,, PI rc RR 
群 ,其 中 一 个 元 素 是 么 元 ,即便 同 映射 
1 (1, 220° Ea r1 (ay, Fa. Zee do 
另 一 个 是 对 经 映射 
一 二 (Cr Eg s Epa CO Ty — Ban — Tea to 
这 样 , 实 射影 空间 RP" 就 定义 为 S"/Za。 
在 定义 复 射影 空间 C 时 , 我 们 可 以 考虑 n + 1 维 复 数 空 
间 C° PRE SC), 
{ZIIZ + 12,1? ++ +1Z, 17 =1f, 
在 其 上 有 三 Si 的 作用 , S 的 作用 看 成 是 转动 a, RERU 
enf0 委 ec<2x)。 这 样 5! 在 S"(C) 上 的 作用 是 
eñ: (Zo Z's Zaj (eZ, en t, e"Z,)o 
这 样 S*(C)/S' 就 是 复 射影 空间 , 它 是 C ”中 过 原 点 的 所 有 复 
直线 的 集合 , 它 也 相当 于 S/S., 
定义 复 射影 空间 时 的 变换 群 S' 如 果 换 成 离散 群 Z,, 则 可 
以 得 出 各 式 各 样 的 一 般 透 镜 空间 , 它 的 作用 可 表示 如 下 : 
(kikyo ka l (Zo Zits Za) 
| 一 全 (ef Zoi e TZ, e, ez, Jo 
不 过 要 求 所 有 的 上 k ER, RH SCV h 就 定义 为 一 般 
透镜 空间 , 记 作 Li kiki. kn), CH 2n +1 维 空间 。 当 = 
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1, 工 (人 5) 称 为 透镜 空间 , 这 是 十 分 重要 的 三 维 空 间 。 值 得 注 
意 的 是 ,由 于 与 互 素 的 数 不 少 , 特别 当 为 素数 时 ,就 产生 多 
种 不 同 的 透镜 空间 和 一 般 透 镜 空 间 , 它们 一 般 具 有 不 同 的 拓扑 
特征 , 可 是 任何 LCR kist ka) Si WEET CP". 

如 果 流 形 是 内 在 定义 的 ， 我 们 当然 希望 能 具体 表示 它们 ， 
以 便 更 好 地 认识 其 性 质 ， 这 就 首先 要 把 它们 安装 到 欧 几 里 得 空 
间 中 去 ， 安 装 是 一 对 一 时 ， 称 为 租 入 ， 有 自 交点 时 称 为 浸入 。 
EIEE 1936 FUE, MPL M 可 浸入 到 2n 维 欧 氏 空 
HRP, ERAR Rp, 1944 年 他 把 这 个 数字 各 降 
1。20 世纪 五 六 十 年 代 吴 文俊 等 人 建立 示 符 类 理论 ， 通 过 诸如 
示 性 类 、KK 论 、 同 伦 论 逐步 把 结果 改进 。 到 1980 年 ， 对 于 流 
EH BAB BRIA BE, MEO n BMI ROA E 
Reh, WPa (a) Wn MOH 1 的 数目 。 
这 个 数目 不 能 再 改进 了 ， 因 为 存在 流 形 不 能 漫 入 在 R 
中 。 当 热 对 于 其 体 的 流 形 仍 有 改进 的 余地 。 

庞 加 染 遗 留 下 来 的 两 大 猜想 一 一 诺 加 莱 猜 想 与 主 猪 想 再 一 
次 线 过 三 维和 四 维 在 20 世纪 OO 年 代 取 得 突破 。 五 维 及 五 维 以 
EROS CEDURE n 维 的 单 连通 闭 流 形 ， 与 球面 的 对 
RA CRA, BSR. 1960 年 斯 梅 尔 (Smale， 
Stephen, 1930—) 对 于 微分 流 形 证 明 广义 席 加 莱 猜 想 ， 他 先 
是 证 明 维 教 六 6 的 情形 ， 很 快 推进 到 维 数 宇 5， 他 用 的 方法 是 
莫 尔 斯 理论 ， 这 是 葛 尔 斯 理论 的 又 一 胜利 。 其 后 斯 陶 林 斯 
(Stallings, Robert, 1935—) M7 (Zeeman, Eric Christo- 
pher, 1925—) 又 对 维 数 之 5 的 PL (分 段 线性 ) 流 形 加 以 证 
Al, ARARAS (Newman, Maxwell Herman Alexander, 


1897—1984) WERK (Connell) 把 它 翻 译 成 为 拓扑 的 情形 ， 
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从 而 完全 解决 五 维 及 五 维 以 上 波形 的 庞 加 莱 猜 想 。 

从 庞 加 莱 的 时 代 起 ， 三 维 、 四 礁 流 形 的 拓扑 学 进展 缓慢 ， 
可 是 20 世纪 50 年 代 起 ， 五 维 及 五 维 以 上 流 形 的 拓扑 学 却 取得 
突破 。 首 先是 1954 FE (Thom, Rene, 1923—) 配 边 理论 
的 建立 ， 实 际 上 它 对 于 微分 流 形 进行 一 个 粗 分 类 。 两 个 流 形 称 
为 配 边 ， 如 果 它 们 共同 构成 一 个 有 边缘 流 形 的 边缘 。 这 样 ， 闭 
微分 流 形 在 配 边 等 价 之 下 形成 的 等 价 类 构成 分 次 代数 。 通 过 托 
姆 复 形 同 伦 群 的 计算 以 及 示 性 类 理论 ， 它 的 结构 可 以 完全 定 出 
来 。 l 


7.2 配 边 理论 


配 边 理论 从 直观 上 十 分 清楚 。 两 个 天 维 闭 微分 流 形 V， 
W RHR, WR V, WR (n+1) 维 有 边缘 流 形 
的 边缘 。 这 个 非常 明显 的 概念 首先 是 托 姆 在 1954 年 的 论文 中 
提出 来 的 。 这 篇 划时代 的 论文 题目 是 “微分 流 形 的 某 些 整体 性 
质 "， 实 际 上 完成 了 诈 形 在 配 迪 这 个 等 价 关 系 下 的 分 类 ， 在 先 . 
不 考虑 定向 的 情况 下 ， 每 一 维 的 所 有 流 形 都 可 以 根据 它们 是 否 
配 边 来 归 类 ， 相 互 配 边 的 流 形 算 作 同 一 类 。 托 姆 创立 了 配 边 理 
论 ， 他 指出 任何 两 个 流 形 属于 同一 类 的 充分 必要 条 人 御 ， 从 而 完 
成 了 流 形 的 粗 分 类 的 工作 ， 然 后 他 又 对 每 一 类 找 出 一 个 代表 ， 
有 了 这 些 代 表 ， 任 何 一 个 流 带 就 属于 某 一 个 代表 的 类 了 。 

在 托 姬 之 前 ， 数 学 家 也 曾 考虑 类 似 的 问题 。 苏 联 数学 家 斋 
特 里 亚 金 和 罗 赫 林 ， 剖 曾经 研究 过 更 基本 的 问题 ， 秆 么 时 候 一 
个 上 维 流 形 是 一 个 (+ 1) 维 流 形 的 边缘 ? 由 于 同调 论 的 关 
键 部 分 是 边缘 算 子 ， 因 此 他 们 把 这 种 问题 称 为 内 在 同调 。 这 样 
的 问题 显然 只 是 配 边 理论 的 一 个 特殊 情形 ， 而 且 产生 不 出 配 边 
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等 价 类 的 结构 ， 也 出 现 不 了 微分 流 形 的 粗 分 类 。 从 这 种 情形 下 
看 也 可 以 看 出 托 姆 思想 的 伟大 创造 性 。 托 姆 的 配 边 理论 还 有 另 
外 一 个 来 源 ， 就 是 一 个 微分 流 形 的 同调 类 能 否 被 其 子 流 形 来 表 
了 示 。 这 是 著名 的 斯 廷 洛 德 问题 。 托 姆 在 他 的 研究 中 也 给 这 个 问 
题 一 个 明确 的 回答 ; 

可 实现 性 定理 WE WV 的 同调 类 ZEH,_; (V°, Z) 
能 用 子 流 形 来 实现 的 充分 必要 条 件 是 存在 一 个 映射 

fi —MO(k), 
使 得 CURA Z 的 对 偶 。 

这 里 的 MO() 是 以 正 交 群 O(&) 为 结构 群 的 万 有 维 向 
EA y 的 托 姆 复合 形 ,而 流 形 X 上 一 个 向 量 空间 从 Y 的 托 姆 复 
合 形 , 就 是 把 与 y 相伴 的 EAA A PHARM 
成 的 (一 1) 维 球面 从 4(r) 缩 为 一 点 后 所 成 的 空间 , 这 个 空间 
称 为 托 姆 空间 , 由 于 它 有 CW 复合 形 的 同 伦 型 ,因此 称 为 7 的 
托 姆 复合 形 。 而 

H"(MO(&), ZD) =Z, 
的 生成 元 U RA MOBE ERR. 

1. 无 定向 配 边 理论 

托 姆 在 所 有 不 考 忠 定向 徇 流 形 中 ,引入 一 个 等 价 关 系 , 其 相 
HAGE (AERTS. n 维 闭 流 形 等 价 类 全 
体 在 加 法 之 下 构成 阿 贝 尔 群 x,, 其 中 加 法 为 

[V] +W" ]= [V UW], 
么 元 (有 零 元 ) 就 是 本 身 是 边缘 的 流 形 , m BE mR E 
RIE 

[vm] x[W]=[v"™x wW], 


于 是 直 和 
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n= 25m, 
成 为 分 次 交换 环 ( 代 数 ), PRACT HF RFE RE CR 
托 姆 的 工作 完整 地 定 出 配 边 环 的 结构 , 他 证 明了 下 列 结果 : 


. (1) AREAS 
n&r; (MO), 
其 中 x, (MO) FAR FG aE BER, M n >i 时 ， 
nati (MOCn))E ngei (MOR +1)) 


Zamri MOCnR + ER)), k=2,3,4,.: 

RF, 当 i 一 定时 ,与 n 无 关 , 我 们 把 它 称 为 托 姆 谱 MO = | MO 
(nf) i 维稳 定 同 伦 群 。 这 样 求 n 的 问题 化 为 计算 托 姆 谱 的 
同 伦 群 的 问题 。 

(2) nn 的 结构 定理 

n==Z2[ V2, Vas Vs Ves Veh, 

BP n YZ, 上 的 多 项 式 代数 , 除 上 =2: -1 外 ,每 到 维 均 有 一 生 
成 元 vw; 且 每 内 为 实 射影 空间 RE 的 配 边 类 。 

(3) 配 边 的 充分 必要 素 件 ”两 流 形 配 边 当 和 且 仅 当 其 每 个 施 
著 费 尔 一 惠 特 尼 示 性 数 对 应 相等 。 

托 姆 对 一 般 流 形 建立 配 边 理论 ， 对 微分 流 形 进行 最 粗 的 分 
类 之 后 ， 流 形 的 分 类 可 以 分 商 个 方向 进行 ,一 是 对 于 一 般 流 形 
进行 较为 精细 的 分 类 ， 另 一 是 沿 着 配 边 理论 的 方向 ， 对 更 特殊 
类 的 流 形 做 更 为 细致 的 分 类 。 这 后 一 方向 ， 从 托 姆 时 起 一 直 仿 
照 着 托 姆 的 模式 继续 进行 并 取得 重要 的 成 就 。 到 现在 已 经 对 
20 多 种 配 边 理论 进行 过 研究 。 

2， 定 向 配 边 理论 

定向 配 边 理论 的 研究 对 象 是 所 有 定向 流 形 的 集合 ， 其 中 所 
有 流 形 都 有 两 种 定向 。 如 果 一 种 用 + M 表示 ， 另 一 种 则 用 - 
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M 表示 ， 它 们 在 这 个 集合 中 代表 不 同 的 元 素 。 

两 个 n eA V, W RAER, MRE 

(n+1) 维 可 定向 有 边缘 流 形 X, EE 

ax=VU (- W), 
这 样 ， 所 有 定向 流 形 在 这 种 等 价 关 系 之 下 形成 等 价 类 。 定 向 配 
边 等 价 类 的 集合 同样 可 引入 加 法 构成 阿 贝尔 群 2， 引 进 乘 法 
构成 分 次 反 交 换代 数 OH TO, RACER. 

Sit FEM. OKRA (Milnor, John Willard, 1931—) 和 活 
尔 的 研究 ，0 的 结构 也 完全 决定 。 

(1) 托 姆 基本 定理 

G,=2, (MSO), 
其 中 MSO 为 旋转 群 的 托 姆 谱 。 
(2) 结构 定理 DG@Q 是 Q 上 多 项 式 环 ， 
NOQAQ [us ug, um h 
即 每 4m HE (m1) 各 有 一 个 生成 元 ， 这 生成 元 为 复 射影 空 
间 的 定向 配 边 类 [CP?" ]。 

1960 年 ， 米 尔 诺 证 明 A 没有 pp 分量，p 为 任意 奇 素 数 。 
同年 ， 沃 尔 证 明 O, 的 2 分 量 中 不 含 4 HR. 

设 工 为 中 所 有 挠 元 构成 的 理想 ， 则 BQ/T 为 Z 上 多 面 
"AM, WY [Ya] 1x 之 31 为 生成 元 ， 其 中 Yp TRAE 2k 
EAE By eR 

(3) 定向 配 边 不 变量 

两 个 定向 闭 流 形 定 向 配 边 当 且 仅 当 其 所 有 的 施 蒂 费 尔 一 豆 
特 尼 示 性 数 和 上 席 特 里 亚 金 示 性 数 对 应 相等 。 

2 的 具体 结构 如 下 : 

2, = 0, A= 2, =0, 
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D4 = 2, 

Qs = Zas 

fg = ZZ, 

R = ZDZ, 

Qy = Ay = Zz 

* 3228 时 ， 所 有 0, 均 不 等 于 0。 

配 边 理论 还 有 复 配 边 理论 、 辛 配 边 理论 等 ， 它 们 各 有 一 些 
结果 。 
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8 MERE 


8.1 三 维 流 形 


由 于 我 们 所 在 的 空间 是 三 维 的 ， 更 正确 地 说 是 三 维 流 形 ， 
因此 三 维 流 形 的 拓扑 分 类 是 极为 重要 的 问题 ， 特 别 对 广义 相对 
论 和 字 窗 学 尤其 如 此 。 从 处 加 莱 时 代 起 ， 数 学 家 自然 想 把 二 维 
流 形 的 结果 推广 到 三 维 ， 经 过 100 名 年 的 努力 ， 仍 然 未 能 如 
斩 。 处 加 莱 的 伟大 猜想 ， 和 任何 闭 的 、 连 通 的 、 单 连通 的 三 维 流 
形 一 定 同 胚 于 三 维 球面 S ， 仍 然 没 有 得 到 证 明 也 没有 得 到 香 
定 ， 尽 管 相应 的 高 维 席 加 莱 和 猜想 都 完全 解决 。 三 维 问题 比 二 维 
以 及 高 维 问题 困难 、 其 关键 是 三 维 的 辣 题 复杂 而 多 样 ， 可 是 拓 
扑 学 家 的 工具 库 中 可 霜 的 开具 却 少 得 可 怜 ， 三 维 空间 或 流 形 
中 ， 一 十 或 由 个 圆圈 ， 可 以 变 成 极为 复杂 的 纽 结 (knot) 或 环 
链 (link)， 如 果 不 剪 开 的话 ， 你 蚌 无 法 把 它 解 开 成 为 一 个 罚 
图 的 。 分 类 纽 结 的 问题 昌 然 已 研究 了 150 多 年 ， 而 且 与 物理 问 
题 有 关 ， 可 是 它 的 无 限 的 复杂 性 仍然 难以 驾驶 。 另 一 方面 ， 三 
维 流 形 已 知 的 拓扑 不 变量 如 同调 和 基本 群 不 但 没有 增加 ， 反 而 
有 许多 限制 ， 对 于 一 个 闭 三 维 流 形 、: 由 于 论 加 莱 的 对 侦 定 理 ， 
新 增加 的 二 维 同调 H, 与 一 维 (上 ) 同调 H' 完全 一 样 ， 欧 拉 
一 席 加 莱 示 性 数 x 都 等 于 0。 因 此， 找 出 新 的 不 变量 是 至 关 重 


要 的 。 近 20 年 的 突破 正 是 在 这 方面 打开 了 缺口 。 
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i. 三维 流 形 的 拓扑 
三 维 流 形 的 拓扑 与 其 它 维 流 形 差 别 都 很 大 ,例如 , 一 条 封闭 
HA S$“ 在 三 维 空间 中 存在 无 窃 多 种 互 不 合 痕 的 说 入 ,也 就 是 打 
结 , 而 到 四 维 空间 中 , 所 有 这 些 纽 结 完 全 可 以 打开 成 一 个 平面 上 
的 加 图。 这 样 , 纽 结 理论 成 为 三 维 拓扑 学 中 重要 的 一 个 分 支 。 
对 于 三 维 流 形 本 身 来 讲 ， 当 然 也 是 分 为 闭 流 形 、 有 边缘 流 
形 和 开 流 形 三 类 。 同 二 维 情形 一 样 ， 也 是 前 两 类 研究 得 较为 深 
入 。 下 面 我 们 也 主要 考 虚 这 两 类 流 形 。 
三 维 流 形 也 可 照 可 定向 和 不 可 定向 来 区 分 。 首 先 也 可 以 分 
成 拓扑 的 、PL (或 组 合 的 ) 和 可 微 的 三 个 范畴 ， 拓 扑 和 组 合 
范畴 的 关系 较为 简单 。 同 一 维 、 二 维 情形 一 样 ， 三 维 拓 扑 流 形 
都 可 以 进行 三 角 放 分 成 为 组 合流 形 ， 而 且 任 意 训 分 都 组 合 等 
价 ， 也 就 是 主 猜 想 成 立 。 三 维 拓 扑 流 形 可 前 分 一 直到 1951 年 
7 RE (Moise, Edwin Evariste, 1918—) 证 明 ，1959 年 
4 (Bing, R. H. 1914—1986) #4 455-—PiE A. 
= Hew OE AE 1952 年 证 明 的 。 但 是 微分 
结构 则 比较 复杂 ， 三 维度 形 总 可 以 引进 微分 结构 ， 但 现在 还 不 
知 三 维 流 形 甚 至 兰 维 球面 上 有 内 少 种 不 等 价 的 微分 结构 。 
三 维 流 形 还 具有 如 下 性 质 ， 
(1) 对 于 三 维 闭 流 形 M， 欧 拉 一 庞 加 菜 示 性 数 x =0， 至 
于 贝蒂 数 ， 对 于 连通 复合 形 , - 
boi, ` 
_fi, MTEM, 
=i M 不 可 定向 ， 
而 且 当 M 可 定向 时 ， 
Bb2 = by, 
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当 M 不 可 定向 时 ， 
é,=6,-1, HÉ t,=2. 

因此 ， 对 于 不 可 定向 三 维 流 形 有 6, >0， 因 此 其 一 维 同调 群 
H, (M) AARE, Mitr, (M) 也 是 无 限 群 。 

(2) 可 定向 三 维 流 形 总 是 可 平行 化 的 ， 即 有 一 个 处 处 线性 
Ph Wy = SE) 

(3) 闭 三 维 流 形 总 是 某 个 四 维 流 形 的 边缘 。 

正如 所 有 分 类 一 样 ， 分 类 三 维 流 形 也 首先 把 它 分 解 成 比较 
简单 的 【往往 称 为 不 可 约 的 或 素 的 ) 部 分 ， 然 后 把 每 个 部 分 列 
举 出 来 ， 并 研究 透 御 ， 这 就 可 以 完成 完整 的 分 类 工作 。 

对 于 紧 三 维 流 形 来 说 ， 也 是 先 租 初步 分 解 。 分 解 的 方法 有 
多 种 ， 最 早出 现 的 是 丹麦 教学 家 硕 客 尔 1898 年 在 他 的 博士 论 
文中 提出 来 的 。 

SR RAL BE ARIE A TA OX, 和 
X, He, TRB xD 构成， 它们 有 一 个 共同 的 边界 
曲面 ， 然 后 把 边界 的 对 应 点 粘 合 起 来 成 为 整个 流 形 。 曲 面 的 亏 
” 糙 称 为 希 格 尔 分 解 的 气 格 。 

2. 三 维 流 形 的 几何 分 类 

瑟 斯 顿 (Thurston, William, 1946—) 从 1976 年 起 设计 
一 个 伟大 的 三 维 流 形 分 类 方案 。 由 于 拓扑 不 变量 的 短缺 ， 人 们 
不 得 不 求 动 于 流 形 土 的 “高 级 ” 结 梅 ， 然 后 利用 这 些 结构 不 变 
量 来 作为 分 类 三 维 流 形 的 基础 。 

ERDRE: 首先 把 三 维 流 形 分 解 为 素 流 形 ， 这 种 分 
解 已 知 是 存在 的 。1962 年 ， 米 尔 诺 又 证 明 ， 对 于 定向 流 形 它 
是 唯一 的 。 其 次 琶 斯 顿 证 明 等 个 素 流 形 都 容许 局 部 齐 性 的 见 


何 。 这些 局 部 齐 性 的 几何 十 分 类 似 于 曲面 上 容许 的 欧 氏 几何 和 
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两 种 非 欧 几何 一 样 。 

对 于 二 维 几何 学 所 有 闭 曲面 属于 三 种 二 维 几 何 学 中 的 一 
种 ， 而 且 只 属于 一 种 。 所 谓 几 何 表 示 ， 它 们 上 面 可 以 具有 常 曲 
率 《也 就 是 曲率 处 处 相等 ) 的 度量 ， 闭 曲面 上 而 可 容许 前 三 种 
几何 是 ， 

(1) 欧 氏 几何 学 ， 其 常 曲率 为 0， 容许 欧 氏 几何 学 的 二 维 
流 形 的 典型 代表 为 欧 代 平面 E: 和 环 面 T?。 

(2) PLATS, BARBER ILS, A a AE 
fA, APL et ERE 9 RRS? 与 实 射 
影 平面 RP? 

(3) 双 曲 几何 学 ， 也 称 罗 巴 切 夫 斯 基 氏 非 驳 几何 学 ， 其 常 
草率 为 负 值 ， 容 许 双 曲 几 何 学 的 二 维 流 形 的 典型 代表 为 双 曲 平 
E H? 和 具有 两 个 或 两 个 以 上 的 孔 的 环 面 ， 如 T HT’, TH 
T?#T?, wo 

这 三 种 几何 学 可 以 推广 到 三 维 流 形 ， 

塞 弗 特 一 韦伯 空间 容许 三 维 双 曲 几 何 学 ; 

谋 加 菜 十 二 面体 空间 容许 三 维 椭 图 .几何 学 ; 

三 维 环 面 T 容许 三 维 欧 氏 几何 学 。 

塞 弗 特 和 CBA 1933 年 列 入 两 种 十 二 面体 空间 ， 一 
#2) BEDE ARAU aE, A RE DNSE FE 1900 
年 曾 引 入 所谓 同调 球 ， 但 他 不 知道 这 种 造 法 ， 他 的 造 法 是 把 十 


二 面体 的 6 个 对 项 的 面 顺 时 针 转 让 周 后 两 两 粘 在 一 起 ， 另 一 


HARI HE AS, LA M a E aA 


之 后 烙 在 一 起 构成 。 但 三 维 情形 就 不 是 如 此 简单 ， 讽 如 s* x 
S 具有 一 种 齐 性 几何 不 属于 上 面 三 种 几何 学 。 
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三 维 流 形容 许 的 局 部 齐 性 的 几何 比 二 维 的 3 种 要 多 5 种 ， 
共有 8 种 。 然 后 琴 斯 顿 对 于 三 维 流 形 证 明 , 如 一 个 闭 流 形 允 许 一 
种 这 种 几何 结构 , 则 其 上 的 几何 结构 是 唯一 的 .因此 , 只 要 三 维 
流 形容 许 局 部 齐 件 的 几何 结构 ,那么 分 类 问题 原则 上 可 以 解决 。 

但 是 ， 三 维 流 形 与 二 维 流 形 在 这 点 上 又 大 相 径 庭 ， 许 多 三 
维 闭 流 形 不 像 二 维 流 形 ， 上 面 没有 这 种 “好 ”的 几何 结构 。 因 
此 ， 为 了 对 于 这 类 流 形 也 能 贯彻 分 类 纲领 ， 瑟 斯 顿 提 出 -一 个 几 
MERE: 任何 紧 、 可 定向 的 三 维 流 形 可 以 分 解 成 一 些 块 ， 其 
中 每 一 块 都 容许 几何 结构 。 特 别 是 ， 由 这 个 猪 想 可 推出 庞 加 莱 
猜 息 。 这 个 三 维 流 形 的 基本 猜想 对 于 大 多 数 流 形 已 得 到 证 实 ， 
不 过 至 今 还 没有 完全 得 到 证 明 。 

三 维 流 形 的 8 种 齐 性 几何 列举 如 下 : 

G) 椭圆 上 几何， 包括 S3， 三 维 实 射影 空间 RP, PEMD 
十 二 面体 空间 。 

(2) 欧 氏 几何 ， 只 有 10 种 拓扑 不 同 的 欧 氏 三 维 流 形 ， 其 
中 6 种 可 定向 ，4 种 不 可 定向 。 

(3) 双 曲 几何 ， 其 代表 为 席 加 荣 上 半空 间 和 塞 弗 特 一 韦伯 
十 二 面体 空间 。 

(4) Sx RL, RES 种 几何 学 中 最 简单 的 一 种 ， 基 
有 这 种 几何 的 闭 流 形 只 有 4 种 ， 它 们 是 SxS, K’, P? x 
Sl, Sx 1/G, FRE RAI, SXR 以 及 P 上 两 线 从 。 

(5) XR 几何 ,有 无 穷 多 三 维 流 形 具有 H? x RAL 
何 ,如 果 有 HX R! 的 几何 都 具有 自然 的 塞 弗 特 纤 维 空间 结构 。 

(6) SL (2，R) 几何 ，SL (2, R) ( 即 具有 行列 式 为 


的 2x2 实数 矩阵 构成 的 李 群 》 的 通用 覆盖 群 ， 具 有 5SL (2, 
' 479 


R) 的 几何 结构 也 具有 塞 弗 特 纤维 空间 结构 。 

(7) Ni JL, Ni 是 具有 三 维 需 雷 李 群 结构 ， 即 实 矩阵 
l xr zg 
0 1 y 
001 
BARRERA ER. 

(8) Sol 几何 ， 儿 为 S1 上 T? 从 。 

不 管 如 何 ， 这 个 分 类 框架 还 是 搭 起 来 站。 在 8 个 几何 结构 
中 ，7 个 已 有 很 充分 的 了 解 ， 也 就 是 具有 其 中 之 一 的 几何 结构 
的 三 维 流 形 ， 可 以 得 到 完全 的 分 类 。 不 过 对 于 具有 双 曲 结构 的 
流 形 ， 仍 然 还 有 一 定 的 困难 。 

寻找 新 的 拓扑 不 变量 ,由 于 S 在 三 维 流 形 中 的 特殊 地 位 ， 
解决 席 加 莱 狂 想 的 基础 还 是 需要 引进 更 精致 的 拓扑 不 变量 。 

1985 年 之 前 ， 对 于 庞 加 菜 同 调 球 ， 主 要 不 变量 是 罗 夫 林 
不 变量 ，1985 年 A--R tS (Casson, Andrew) 引入 卡 松 不 变 
E, 1989 年 ， 沃 克 把 卡 松 不 变量 推广 到 有 理 同 调 球 上 。1990 
Æ, RR (Ploer, Andress, 1956—1991) 用 瞬 子 引入 弗 洛 
尔 相 变量 一 一 8 个 同调 群 。90 年 代 发 现 所 有 这 些 不 变量 都 可 以 
WA BU (Witten, Edward, 1951—) 用 拓扑 量子 场 论 引 人 的 
三 维 流 形 的 威 腾 不 变量 的 框架 ， 实 际 上 它 可 看 成 是 琼斯 
(Jones，Vaughan，1953 一 ) 不 变量 的 推广 ， 而 且 它 可 以 通过 
表示 论 、 代 数 、 共 形 场 论 、 统 计 力 学 等 完全 不 同 的 方法 引入 。 
这 些 复杂 的 不 变量 有 望 使 三 维 拓扑 学 取得 更 大 的 突破 。 


8.2 Hiit 


自古 人 们 在 生产 、 生 活 中 就 同 纽 结 打交道 。 在 数学 上 ， 我 
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{TPR A TES AER SE] R 或 三 维 球面 S 中 的 闭 曲 线 S1 为 
纽 结 。 由 于 婴 入 或 安置 的 方式 不 同 ， 而 把 纽 结 分 类 。 纽 结 Ki, 
K: 称 为 等 价 ， 如 果 存 在 RBS LAA, E K RP K 
上 。 纽 结 的 等 价 类 称 为 级 结 型 。 
E 天; 和 Ks 为 Ri (RS?) ARTA, DRE 
映射 
H: R?x I —R? x], 
满足 
H-(R?, 1) = (R?, t), 
H (z, 0) = (z, 0) 
H 
H (K,, 1) =H (Ka, 1), 
则 称 两 纽 结 外 周 合 痕 。 .两 纪 结 外 周 合 痕 是 一 种 等 价 关 系 ， 等 价 
的 纽 结 称 为 具有 相同 的 合 痕 型 。 
WEA (Reidemeister, Kurt, 1893—1971) 发 现下 
面 三 种 类 型 的 变形 ， 保 持 纽 结 的 合 痕 等 价 关 系 不 变 ， 


“一 几 一 人 
"X= X 
XTA 


图 1 
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BURRUMBEE, WAS 字 结 与 三 叶 结合 痕 等 价 : 


DdD 


如 Koe KASEM, WILAH R REAR K, 
变 到 K, 或 把 K, 变 到 K,, Mii Ki. K. 具有 相同 纽 结 型 。 但 
反 过 来 Ki, K: 具有 相同 纽 结 型 ， 未 必 合 痕 。 

由 于 同 是 不 是 保持 定向 ,就 是 反 定 向 ,如 果 K 可 以 通过 RR 
的 反 定向 同 胚 变 成 自身 , PR K 是 双向 的 tamphicheiral ), 例如 
8 字 型 纽 结 是 双向 的 ,但 三 叶 纽 结 不 是 双向 的 。 - 

如 果 纽 结 KK WAR 保持 定向 的 同 胚 而 使 KK 映 到 反方 向 
WK, WH K 是 可 道 的 。 三 叶 纽 结 和 8 字 型 组 结 和 许多 常见 
纽 结 ， 都 是 可 逆 的 ， 不 可 道 移 纽 结 一 直到 1963 年 才 由 特 洛 特 
(Trotter, Hale Freeman, 1931—) 得 到 。 


图 3 
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Ra Ie Ra eR ER Le. MAAA 
称 为 平凡 的 ， 也 就 是 不 打 结 的 ， 否 则 称 为 打 结 的 。 显 然 ， 我 们 
很 礁 判 断 一 个 纽 结 是 否 打 结 ， 这 样 ， 我 们 必须 给 纽 结 一 个 规范 
的 表示 。 为 了 不 碰 到 复杂 的 情形 ， 如 野生 的 纽 结 {如 图 3)。 
我 们 只 考虑 有 限 多 个 边 的 多 边 形 来 表示 的 纽 结 ， 称 为 驯服 纽 
结 。 这 样 ， 我 们 可 以 考虑 纽 结 的 表示 。 

一 个 最 简单 的 表示 是 取 R? 中 纽 结 KK 到 一 个 平面 R? 的 投 
影 ， 就 像 我 们 在 图 上 画 的 那样 。 为 了 投影 图 比较 正规 ， 我 们 要 
求 ， ' 

(1) 不 要 有 三 便 点 和 多 重点 ; 

(2) 不 要 有 切 点 ; 

(3) 具有 有 限 过 二 重点 ; 

(4) 顶点 不 是 二 重点 。 

这 样 ， 所 得 的 钮 结 的 平面 投影 图 是 有 限 多 个 二 重点 的 闭 曲线 ， 
在 每 个 二 重点 的 为 交叉 点 ， 曲 线 通 过 时 ， 可 区 分 为 上 交叉 点 和 
下 交 旭 点 。 招 善 曲 线 行进 时 ， 上 交叉 点 和 下 交叉 点 交 奉 出 现 
人 时， 则 称 为 交错 纽 结 。 

纽 结 理 论 的 基本 问题 是 : 

(1) 寻找 区 别 不 同类 型 纽 结 的 不 变量 。. 

(2) PSA: : 

这 全 问题 是 极为 困难 的 。 通 常 分 成 两 步 走 : 

ABH RRR AE, 

两 个 纽 结 K, 和 K 各 选 一 段 狐 ， 甬 开 后 出 现 两 个 端点 ， 
然后 把 K, 的 端点 z, y A K 的 端点 co, yo 联结 起 来 ， 就 
得 到 一 个 新 的 纽 结 ， 称 为 K HK, 的 合成 ， 记 作 K # K2 


(如 图 4)。 
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图 4 
如 果 以 这 种 合成 法 为 莱 法 ， 纽 结 型 构成 一 个 交换 半 群 ， 而 且 以 
不 打 结 的 圆周 Ko 为 么 元 ， 即 
Ko # Ki= Kio 

反 过 来 ，1949 ESA (Schubert, H.) 证 明 : 任意 的 纽 结 
型 可 以 唯一 分 解 为 紊 纽 结 型 的 合成 ( 积 )。 这 样 一 来 ， 分 类 纪 
缚 的 问题 就 归结 为 分 类 素 纽 结 型 的 问题 。 

要 分 类 素 纽 结 型 ， 首 先 我 们 选 定 一 个 正则 表示 ， 它 由 n 
个 二 重点 和 ## 条 弧 梅 成 ， 问 题 是 如 何 由 它 的 表示 得 到 纽 结 的 不 
aR, ADE, 414 K ASS) 和 外 围 空间 R HS? 都 是 很 
简单 的 拓扑 空间 ，、 对 于 不 间 的 纽 结 也 是 一 样 的 ， 因 此 、 它 们 提 
HARTMAN ARE. AAR RAR R -KA 
到 。 余 空间 的 重要 的 拓扑 不 变量 是 节 本 群 x (R'-K), WE 
基本 群 的 定义 ， 在 R? 中 所 有 闭 轨 道 都 可 缩 成 一 点 ， 也 就 是 它 
的 基本 群 为 0。 但 是， 在 R? 中 挖 去 一 个 纽 结 以 后 ， 情 况 就 有 
了 变化 。 线 纽 结 一 个 弧 的 闭 轨道 j， 就 得 出 基本 群 的 一 个 生成 
元 ,而 且 每 个 二 重点 有 三 条 颖 相交 3 叉 ， 这 三 个 生成 元 一 定 变 满 
EHAR., H i 

ri 一 ajak Eja Ek 
或 
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rp peer jer tye 
这 样 纽 结 的 基本 群 x， (R°-K) 一 一 纽 结 群 6 就 有 一 个 表 出 
法 
G= (x1, mtty Zal ris ore a-is 
称 为 维尔 延 格 表 出 法 ， 这 是 纽 结 型 最 重要 的 拓扑 不 变量 。 不 过 
它 并 不 能 完全 刻画 纽 结 。 例 如 ，1914 年 德 因 证明 PARR 
的 三 叶 纽 结 具有 相同 的 纽 结 群 ， 但 合 痕 型 不 同 。 对 于 简单 的 纽 
结 、 不 难得 出 其 纽 结 群 C: 
OF LA 
GZ 即 无 限 循环 群 。 
CIMA 
G=<r, y zlz yzy l, y bere I>, 
更 对 称 的 写法 为 
G= (xz, y, z| r= yzy yz 
把 z= zyz -1 代 和 人 其它 两 个 关系 中 , 可 消 掉 一 个 生成 元 2: 
G= (zy|z=3aor ty? 
进一步 还 可 以 简化 
G= (x, y| zyx = yay) o 
Ds FAAA 
由 维尔 廷 格 表 出 法 可 得 
G= (z, y, 2, wle= z lwr, y= wrw 
它 可 简化 为 
G= (x, ylyc yey "=x yxy"! x) 0 
1928 年 亚历山大 在 纽 结 分 类 问题 上 取得 突破 ， 他 得 出 组 
半 型 不 变量 亚历山大 多 项 式 : 


对 应 一 个 纽 结 的 投影 图 ， 可 以 得 到 组 结 群 ， 然 后 经 过 如 下 
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,y= yy lr e 


“l g= lyr). 
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步 又 ， 得 出 组 结 的 亚历山大 多 项 式 : 
纽 结 群 G 
— 换 位 子 群 G- 
— G/G 的 整数 群 环 
一 ~ 亚历山大 矩阵 
-一 亚历山大 多项式 

亚历山大 多 项 式 4A(1) 是 单 变 元 多 项 式 , 它 是 纽 结 型 不 变 
量 ,除了 差 一 个 +z 的 因子 之 外 ,由 纽 结 型 唯一 决定 , 它 满足 
FAE.: 

MAQ)= +1; 

DACE) = PAC) 

有 反之， 满足 中 加 的 整 系数 多 项 式 是 某 个 纽 结 的 亚历山大 多 项 
式 。 例 如 ， 三 叶 组 结 的 亚历山大 多 项 式 为 

A(t)=1-14+ 27. 
互 为 镜 象 的 三 叶 纽 结 具 有 相同 的 纽 结 群 ， 但 其 合 痕 型 不 同 。 

20 世纪 30 年 代 ， 莱 德 迈 斯 特 和 森 弗 特 也 研究 纽 结 理论 ， 
塞 弗 特 得 出 塞 弗 特 材 盖 曲 面 和 赛 弗 特 纽 结 型 不 变量 。 

20 世纪 40 年 代 ， 美 国 数学 家 福克斯 (Fox，Ralph， 
1913—1973) 发 展 了 自由 微分 法 ， 系 统 简化 亚历山大 多 项 式 的 
计算 。 不 过 一 直到 70 年代， 英国 数学 家 康 威 才 得 出 新 的 不 变 
量 -一 - 康 威 多 项 式 。 

对 于 下 个 纽 结 互相 连环 的 环 结 也 可 以 用 类 似 的 方法 研究 。 
同时 ，E* 阿 廷 在 1925 FERRIS RL, CSARBLKAS 
对 应 关系 。 

纽 结 理论 从 亚历山大 造 出 他 的 多 项 式 以 后 ，50 多 年 进展 
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不 大 。 直 到 1984F, MAAA WP RRE eS E 
琼斯 多项式 。 一 两 年 内 又 推广 到 HOMFLY 多 项 式 和 考 夫 思 
(Kauffman, Louis H. 1945—) 多 项 式 以 及 其 他 和 多项式 。1988 
ERMAK (Vassiliev, Victor, A.) ÆRA RATE E 
包括 所 有 这 些 不 变量 为 其 特例 。 更 重要 的 是 ， 琼 斯 多 项 式 等 不 
变量 通过 规范 场 理 论 而 与 许多 数学 和 物理 领域 联系 在 一 起 。 

1988 年 , 高 登 (Gordon, Cameron McA. ) ffl & HL (Luecke, 
John} 证 明 纽 结论 中 一 个 重要 猜想 . 纽 结 KK HEPES? 中 的 补 
E S -K 的 拓扑 完全 决定 。 


8.3 四维 流 形 的 拓扑 


四 维 流 形 的 问题 与 三 维 流 形 的 情形 完全 不 一 样 。100 多 年 
来 ， 三 维 流 形 的 研究 一 直 没 有 间断 ， 但 是 四 维 流 形 从 一 并 始 就 
是 空白 。 只 有 复 代 数 曲面 及 复 解析 曲面 进行 过 非 常 深入 的 研 
究 ， 但 那 是 在 代数 几何 或 复 几 何 的 领域 中 进行 的 。 但 由 于 拓扑 
结构 是 基础 ， 一 般 四 维 流 形 上 面 未 必 有 好 的 代数 结构 ， 蕉 至 复 
结构 也 不 一 定 有 (St* 就 是 如 此 )， 因 此 ， 没 有 很 好 的 工具 来 研 
io 

DOSE RIE INS BY Pe —- MERI RRE, Att—~-P APR 
表 出 群 都 是 某 个 闭 四 维 流 形 的 基本 群 。 由 于 有 限 表 出 群 的 字 的 
问题 ， 共 固 问 题 和 同 构 问题 均 算法 不 可 解 。 由 此 ， 四 维 及 四 维 
以 上 流 形 的 同 胚 问题 是 算法 不 可 解 的 。 同 样 也 从 四 维 起 四 维 流 
形 的 组 合 等 价 及 同 伦 等 价 的 问题 也 是 算法 不 可 解 的 。 因 此 ， 从 
四 维 起 ， 我 们 必须 满足 于 某 类 特殊 的 流 形 的 分 类 问题 。 

四 维 流 形 同 三 维 流 形 类 似 ， 有 许多 不 同 于 其 它 维 数 的 现 


象 ， 最 典型 的 是 ; 
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(1) 四 维 欧 氏 空 间 RR* GARY RAS SRA ES 
微分 结构 ， 而 其 它 维 数 R" 各 只 有 一 种 微分 结构 ， 现 在 知道 至 
少 有 两 个 连续 参数 来 区 别 不 同 的 微分 结构 ， 同 样 RS 也 有 不 可 
数 不 同 的 PL 结构 。 

(2) 对 于 一 般 四 维 流 形 ， 不 是 不 存在 PL 结构 和 微分 结 
构 ， 就 是 有 许多 PL 结构 以 及 微分 结构 。 

这 些 反 上 映 出 四 维 拓扑 流 形 和 四 维 微分 流 形 有 所 不 同 ， 最 简 
单 的 情形 首先 是 单 连通 四 维 流 形 ， 这 些 大 都 是 在 1981 年 四 维 
流 形 取 得 突破 之 前 的 仅 有 结果 

关于 四 维 单 连通 定向 闭 流 形 的 分 类 结果 ， 第 一 个 是 J*H:*C 
“怀特 海 的 定理 。 

定理 ”四维 单 连通 定向 闭 流 形 的 保持 定向 的 间 伦 等 价 类 由 
其 交 截 形式 的 等 价 类 决定 。. 

这 样 问题 集中 在 交 截 形式 二 。 

车 M 为 4E 维 定向 闭 流 形 ，V 为 HM* (M, Z) HERE 
部 分 ， 在 VW 上 上 可 以 定义 一 个 对 称 双 线性 型 《x，y) 称 为 其 交 
EEA 

(z, y = 人 ( 工 Uy)[AT]， 
其 中 x,yEV,[M]E Has(M, 2Z) 是 M 的 定向 类 。 双 线性 型 
EV 上 定义 一 个 内 积 , 由 庞 加 莱 对 个 定理 , 这 双 线 性 型 是 么 模 
的 。 
对 于 V LMA e, 有 如 下 的 不 变量 : 
DV 的 秩 , 记 作 rank VW, 其 定义 为 

rank V = dim( VOR). 

OV WEE (signature), 也 称 指数 , 记 作 sign V, 
sign V = rank V —2q, 
488 


ge VOR 的 最 大 的 使 jy 为 负 定 的 子 空 间 的 维 数 。 
Orn 的 型 和 V 的 型 。 
u 称 为 型 下 ,如 对 于 所 有 vE V， 
#CV, V)=0(mod 2), 
否则 称 p 为 型 I。 按照 pe 的 型 为 和 下 , 称 W ARIA. 
型 及 的 内 积 空间 V, 其 符号 差 为 8 的 倍数 。 
著 、 符 号 差 和 型 是 整数 乏 模 双 线 性 型 的 全 组 不 变量 , 对 于 确 
定型 分 类 比较 困难 ,但 不 定型 容易 。 
分 类 定理 ”对 于 Z 上 内 积 空间 V 上 椒 定 内 积 .x, 若 为 I 
型 , 则 
p= OS ‘Bly Bi - pe ‘Di - 2, 


pom- SERY 1 的 形式 ， (1) 可 以 用 时 个 CP? 为 代 
表 , 则 {一 1 以 反 定 向 CP?( 记 和 作 CP7) 为 代表 ,它们 的 第 二 上 同 
WRAHA I WAAL ADM m Al- 1) 的 交 截 形式 , 则 由 
ICP? # m CP? ARR, RP HRTEM, 
若 闫 为 了 型 , 则 

pH -BHDED DE, 
其 中 Bot 
21 
121 


0121. 
(01)... [oo124 : 
H= Es= » 
aoj 12110 
120 
1021 


其 中 H 至 少 出 现 1 次 。 

具有 交 截 形式 H 的 四 维 流 形 可 以 S* x S: 为 代表 。 

由 怀特 海 定理 ， 自 然 可 同 两 个 问题 ， 

外 存在 性 问题 : 哪些 对 称 双 线 性 型 能 够 成 为 一 个 闭 单 连通 
四 维 流 形 的 交 截 形式 ? 

食 唯 一 性 问题 ， 有 多 少 不 等 价 流 形 具有 同一 个 交 截 形式 ? 

由 于 流 形 可 以 属于 拓扑 范畴 或 微分 范 畸 ， 它 们 的 结果 不 
后， 方法 也 不 一 样 。 

1981 Æ, EWM (Freedman, Michael, 1951—) 取得 

E, SCRE fh oe ae AE a SE PIE BSE SK 

单 连通 四 维 拓扑 流 形 的 分 类 定理 .任何 么 模 对 称 双 线性 型 
均 为 某 个 闭 、 定 向 、 单 连通 四 维 流 形 的 交 截 形式 。 在 型 开 情 
形 ， 流 形 唯一 到 同 胚 ， 即 交 截 形式 唯一 BOE WOE RAL, EM 
工 情形 ， 只 有 两 个 不 等 价 的 同 胚 型 对 应 同一 交 截 形式 。 

Fn, ESZE: 

CEI RS ORR AA 
维 球面 S* 同样 的 同 伦 型 ， 则 它 与 S* AE. 

表面 上 ， 微 分 流 形 包 含 在 拓扑 流 形 的 范畴 之 中 ， 但 是 ， 它 
们 药 微 分 同上 是 不 变量 是 更 为 细致 的 不 变量 ， 单 是 拓扑 的 结果 并 
不 能 解决 问题 。 

1982 年 ， 唐 纳 森 《Donaldson，Simon，1957 一 ) 以 令 人 吃 
惊 的 方式 由 规范 场 理论 定义 了 唐 纳 森 不 变量 ， 这 是 一 个 微分 结 
构 的 不 变量 ， 用 它 推出 许多 奇特 的 结果 。 在 许多 四 维 流 形 上 存 
在 奇怪 的 微分 结构 ， 例 如 四 维 射影 空间 。 

在 此 之 前 ， 对 于 由 维 微分 流 形 ， 只 知道 下 面 的 定理 ， 

FAHER OM 是 闭 定向 单 连通 四 维 微分 流 形 ， 具 有 
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[型 交 截 形式 p, M rz 的 符号 差 
sign( x)= mod 16)。 | 
这 样 ,就 可 以 定义 二 型 么 模 形 式 jy 的 罗 赫 林 不 变量 pl jp) 为 


plp)= L sign( y) (mod2)。 
因此 ,车 x 的 罗 赫 林 不 变量 不 等 于 0, 也 就 是 该 交 截 形式 的 符号 
# 

sign( y }=8(mod 16), 
TUE ARABS BR A. EA FEE, DG A ETE a 
式 ， 但 它 确实 可 实现 为 闭 、 定 向 、 单 连通 、 四 维 拓 扑 流 形 的 交 
截 形式 (例如 Es)， 这 样 一 来 ， 它 们 不 具有 微分 结构 。 

在 1982 年 之 前 ， 对 于 四 维 微分 流 形 ， 其 它 情 形 不 太 清 楚 ， 
特别 是 对 于 正定 形式 ， 分 类 很 难 ， 对 它们 有 和 不 定形 式 一 样 的 
问题 。 有 趣 的 是 ， 唐 纳 森 的 下 述 定理 ， 把 这 个 困难 绕 过 去 ， 

SPAR TE SM 是 光滑 、 闭 、 定 向 、 单 连通 四 维 流 
形 ， 具 有 正定 交 截 形式 p, Up 等 价 于 标准 的 对 角形 式 。 

这 样 一 来 ， 相 当 多 的 四 维 拓扑 流 形 上 不 存在 微分 结构 。 
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9 ”范畴 与 国 子 


范畴 和 冰 子 是 现代 数学 中 一 种 重要 的 形式 请 言 与 理论 框 
架 ， 它 们 来 源 于 结构 但 高 于 结构 ， 从 某 种 意义 上 来 讲 ， 也 许可 
讲 范畴 论 是 结构 数学 的 元 数学 。 

比 起 结构 来 ， 范 畴 是 一 个 更 复杂 的 对 象 。 结 构 的 基础 是 对 
象 的 集合 ,而 范畴 的 基础 不 仅 有 对 象 的 集合 ， 而 且 还 有 对 象 癌 
映射 的 集合 。 这 两 讲 集 合 不 能 混在 一 起 ， 因 此 ， 从 一 开始 ， 范 
畴 就 不 同 于 结构 。 


9.1 范畴 


范畴 “范畴 多 包 含 下 列 组 分 ， 

(1) 一 个 对 象 的 集体 ， 记 作 Ob (O, EPERRA C 的 
对 象 。 

(2) 一 个 对 象 间 上 映射 的 集体 ， 记 作 Mor (%)， 其 中 元 素 
称 为 C 中 的 态 射 (Morphism )。 

(3) HFEA, BEO (中 ， 都 存在 一 集体 Hom (A, 
B) 三 Mor (€), ECHA A 到 B 的 态 射 构成 ， 记 作 :A 一 一 
B, A 称 为 态 射 的 始 对 和 象 ，B 称 为 终 对 象 。 态 射 也 称 为 矢 
(arrow), A BAR SOR (domain), B 称 为 值 域 为 上 定义 域 
(codomain )o | 
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(4) SFB A, B, CE Ob (€), 以 及 fC Hom (A, 
B), g€ Hom (B, C), FE RC Hom (A, C), BH f, 
g 的 合成 ， 记 作 gfo 

(5) 对 任何 AE Ob(%), FETH 14€ Hom (A, A), RH 
恒 同 态 射 。 

上 述 组 分 满足 下 列 条 件 : 

(1) (结合 律 》 对 任何 FE Hom (A,B), gE Hom( B,C), 
AE Hom(C,D), 

h(lgf)= (hg)f, 
(2) (A7GHE) 对 任何 FE Hom A, B), 
f14 = Inf = fo 
注意 ， 这 些 看 起 来 有 些 像 定义 群 的 公理 ， 可 是 这 些 f, g, h 
上 只 有 首尾 相 接 时 才 有 定义 ， 而 不 是 对 于 所 有 f> gs hE Mor 
(O 都 有 定义 。 

由 结 梅 不 难产 生出 我 们 常用 的 范畴 ， 但 是 我 们 一 般 不 考虑 
所 有 的 集合 之 类 的 对 象 集 ， 以 避免 还 辑 上 的 矛盾 。 实 际 上 也 可 
以 把 Ob (6) 看 成 集 类 。 

(1) 集合 范畴 (Ens), 其 对 象 为 任意 集合 ， 其 态 射 为 集 
合 间 的 映射 ， 其 合成 为 通常 映射 的 合成 。 

(2) 群 范 畴 (Gr)， 其 对 象 为 群 ， 其 访 射 为 群 的 同 态 ， 其 
SHAR HA HR. 

(3) 向 量 空间 范 畸 《Vect)， 其 对 象 为 一 域 K 上 向 量 空 
间 ， 其 态 射 为 线性 快 射 ， 态 射 的 合成 为 线性 喘 射 的 乘积 。 

对 于 所 有 结构 ， 我 们 有 于 列 的 “小 ”范畴 ， 也 就 是 不 是 所 
有 对 象 的 集合 : 


(4) 阿 贝 尔 群 范畴 (Az)。 
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(5) ËE (Ring). 

(6) 交换 环 范畴 (CRing). 

(7) RER (R- Mod)， 对 象 为 环 R LER, EHA 
线性 映射 。 

(8) HRR (Mod - R)o 

(9) 拓扑 空间 范 酶 (Top)， 对 象 为 拓扑 空间 ， 态 射 为 连 
续 映 射 。 

(10) 带 基点 拓扑 空间 范畴 (Top x )， 对 象 为 带 基 点 拓扑 
空间 ， 态 射 为 保持 基点 的 连续 映射 。 

(11) AMEER (Toph), HRA HE, HAE 
映射 的 同 伦 类 。 

以 上 都 是 通过 结构 定义 的 落 暑 ， 但 是 还 有 许多 范畴 不 一 定 
从 结构 中 来 。 

1. BR 

范 暑 不 一 定 是 集合 的 集体 ， 可 以 就 是 集合 本 身 。 这 样 ， 
Ob (O 就 是 集合 的 元 素 ， 而 Mor (0 就 是 两 个 元 豪 之 间 某 
种 关系 ， 例 如 前 序 ( preorder )。 离 散 范 畴 P， 它 的 元 素 是 一 
个 集合 中 的 元 素 ， 它 的 态 射 是 元 素 间 的 一 个 二 元 关系 ; 

如 果 P，P’ EOb (p)， 则 P，P' 之 间 至 多 有 一 个 态 射 上 
一 =p’， 即 某 些 元 来 之 间 有 一 个 二 元 关系 所 ; 

如 果 psp’, WEES p —p'; 

如 果 p 与 p' 不 满足 上 面 关系 ， 则 不 存在 态 射 p —p o 
显然 ， 这 样 定 义 的 二 元 关系 满足 自 反 律 《 即 对 任何 元 素 p, p 
Sp) MTR (H psp, p<", W psp"). 

显然 ， 在 具有 前 序 结构 的 集合 上 可 以 定义 一 个 前 序 范畴 ， 
反之 一 个 前 序 范畴 也 可 以 定义 一 个 前 序 结构 ， 满 足 自 反 律 和 可 

494 


递 律 。 

同样 ， 对 于 偏 序 集合 〈 即 前 序 集合 ， 满 足 附 加 条 件 : 由 p 
<p Mp <p WEL p=p) 和 全 序 集合 ( 即 偏 序 集合 ， 满 足 
条 件 : 对 于 给 定 php’, RH psp Rip <p), ENB 
以 做 成 离散 范畴 。 

按照 上 面 的 造 法 ， 每 一 个 有 限 序 数 nx， 可 以 看 成 是 一 个 由 
前 面 的 n 个 序数 构成 的 全 序 集合 n= 10，1，…， n-li, A 
样 也 可 以 看 成 离散 范畴 =*。 同 样 第 一 个 无 穷 序数 w= 10, 1, 
2，… 上 | 也 可 看 成 一 个 范畴 ， 它 的 态 射 包括 ， 

(1) 0-+1+2-+3+-- 

(2) ERR CS) 的 所 有 合成 。 

(3) 每 个 对 象 的 恒 同 映射 n 一 n。 
通过 序数 ， 我 们 可 以 得 到 不 同 的 范畴 。 

2. 单 形 范 晨 

由 于 序数 n 可 以 看 成 集合 i0，1，…，n 一 1|， 也 可 以 看 
成 范畴 ， 我 们 可 以 在 同样 的 对 象 集 合 上 造 出 不 同 的 范畴 。 

OLDS 4 是 由 所 有 有 限 序数 为 对 象 的 范畴。 

Ob (A): 0，1，2，， 

Mor (4): 所 有 保 序 映射 f: m>no 
所 谓 保 序 映射 ， 即 把 mon 看 成 集合 间 


(0, 1, TT, m) -~ (0, I, wy n) 
的 映射 ， 使 得 如 在 mP, i<j, WE na P, f Sf Go 
这 个 单 形 范畴 极为 有 用 。 


3. 有 限 集 合 范畴 Serw 
闻 祥 由 所 有 有 限 序 数 为 对 象 还 可 以 造 出 完全 不 同 的 范畴 。 


当然 ， 对 象 集体 还 是 一 样 的 ， 不 同 的 只 是 态 射 包含 哪些 。 如 果 
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我 们 规定 态 射 可 以 是 由 m 到 = 的 所 有 映射， 就 可 以 得 到 完全 
不 同 的 范畴 一 一 有 限 集合 范畴 Setw。 因 为 它 实际 上 是 所 有 有 
限 集合 构成 的 范畴 ， 即 对 每 个 有 限 基 数 x， 只 用 一 个 有 限 集 


ty 
器 5 


4. 衍生 范畴 
(1) SHAR. MRT 经 TERR Ree, 


即 


bE ) = Ob (OD, 
H(A, B)F €" h €P Hom(B, A) 定 义 。 定 义 SPER fog 
= g f(E PAR) 


(2) FEB. HEME 9 PRA ES 6 FRE, WE ODT 
OLE), Mor (9) C Mor (€), HE iTA St hii E Ee E k 
件 。 l 

(3) 商 范畴 。 由 和 中 对 象 出 发 的 满 态 射 进 行 分 类 可 得 商 范 
WF 

(4) HARSHA. 

对 于 范畴 中 的 对 象 X. X. WAGER X, xX, Bin 
上 投影 映射 

P; : X1 X X3 — X; 
它们 满足 ， 对 于 任意 态 射 
fi: K —*X,, 
i Pef=f BE 
f: x-—P 
存在 且 唯一 。 直 积 的 对 偶 称 为 直 和 。 

许多 范 团 中， 不 一 定 存在 直 积 和 直 和 ， 但 如 果 存 在 ， 则 它 

们 是 唯一 的 。 集 合 、 群 、 环 、 拓 扑 空间 等 范畴 中 的 直 积 与 它们 
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的 直 积 概念 一 致 。 直 和 概念 在 有 限 群 范畴 中 不 存在 ， 但 在 所 有 
群 的 范畴 中 存在 。 其 中 直 和 就 是 自由 积 ， 直 积 就 是 群 的 直 积 。 
在 模 的 范畴 中 ， 直 和 和 直 积 都 同 模 的 直 和 一 致 。 在 交换 环 的 范 
贱 中 ， 直 和 即 张 量 积 ， 直 积 即 环 的 直 和 。 在 拓扑 空间 的 范畴 
中 ， 直 和 和 直 积 与 拓扑 空间 的 相应 运算 一 致 。 但 对 于 有 基点 的 
TSOP, CX. zo) SCY, wo) 的 直 积 是 (Xx 
Y，xoxw)， 而 它们 的 直 和 则 是 把 X MY 通过 把 xo 和 和 yo HH 
在 一 起 而 得 到 的 XV Yo 


9.2 孙子 


范畴 论 中 最 重要 的 概念 是 画 子 ， 单 独 范畴 并 没有 什么 特别 
之 处 ， 亿 是 另 子 却 反 映 范 呈 之 间 的 对 应 关系 ， 也 是 范畴 论 的 实 
AKANE, BF (functor) 从 名 称 上 来 看 ， 就 可 以 知道 它 
是 两 范畴 之 间 的 映射 ， 因 此 ， 定 义 函 子 ， 就 要 定义 其 所 有 组 分 
映 到 何 处 。 
函 子 有 两 类 : PRAT AMRF. 
WERF: 由 范畴 % 到 范畴 9 的 协 变 函 子 由 两 个 映射 
(用 同一 字母 表示 ) 下 构成 
F: 0b(€)——*00(9), 
F: HCA, B)—H( F(A), F(B))。 
对 所 有 A, BE Ob), HA FIRE: 
(1} 对 于 AS ORCE, Fa) = lra; 
(2) 对 于 名 中 有 定义 的 合成 
FUfe)= FUP) F(g). 
DEAT: Ae AEE @ 的 道 变 函 子 , 也 由 两 个 映射 


F 构成 ， 
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F: 06(@)—~ 08(2), 
F: HCA, B)—HAC(F(B), F(A)), 
满足 下 列 条 件 ; 
DF(1a)= lra: 
OF (fg)= Fg) Ff). . 
KE BAT AOE thE Fe SD ER OT OS 
的 函 子 。 
基本 群 : 具有 基点 的 拓扑 空间 范 时 到 群 范 时 的 协 变 函 子 。 
n 次 同 伦 群 (nS2): 具有 基点 的 拓扑 空间 范 酶 到 阿 贝 尔 
BY YE BBY hE PR Fo 
同调 群 ， 由 拓扑 室 间 范畴 到 隔 贝 尔 群 范畴 的 协 变 函 子 。 
上 同调 群 : 由 拓扑 空 间 范 版 到 阿 风 尔 群 范 栈 的 逆 变 函 子 。 
在 数学 中 , BAAD toc Hom 和 他 。 对 于 任 
意 范 及 CE 4,BEO5( 全 ,Hom(A,B) 是 一 个 集合 , 对 于 
a:A—A’ 
B:B—B’ 
是 态 射 , 则 定义 
Hom (a, B): Hom( A’, B)}—*Hom (A, B) 
4 . . 
Hom (a, Br=Pra, 对 rE Hom(A’,B)。 
不 难看 出 , Hom 这 个 二 元 年 对 对 于 第 一 个 变 元 是 站 变 的 ， 而 对 
第 二 个 变 元 是 协 变 的 。 
张 量 积 多 也 是 二 元 函 子 ， 但 对 两 个 变 元 都 是 协 变 的 。 
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10 同调 代数 学 


数学 的 学 科 分 类 大 致 有 两 个 方向 : 一 类 是 按照 数学 研究 对 
象 的 不 同 来 分 ， 如 几何 学 、 数 论 、 群 论 等 ， 另 一 类 是 按照 方法 
的 不 同 来 分 ， 如 综合 几何 学 、 解 析 几 何 学 、 微 分 几何 学 、 解 析 
数论 等 等 。 同 调 并 数学 应 该 说 是 后 者 。 现 代 的 代数 学 ， 也 称 抽 
象 代数 学 ， 研 究 的 对 象 是 代数 结构 ， 典 型 的 是 群 、 环 、 代 数 、 
域 以 受 各 种 复合 及 生生 的 结构 ， 目 标 是 加以 刻画 及 分 类 。 柚 销 
代数 学 的 方法 大 都 是 由 公理 出 发 ， 通 过 纯 逻 辑 的 步 驶 加 以 研 
究 ， 并 取得 非常 辉煌 的 成 就 。 例 如 ， 半 单 李 代数 结构 的 确定 和 
有 限 单 群 分 类 的 完成 。 

同调 代数 学 的 对 象 和 目标 与 抽象 代数 学 的 完全 一 样 ， 不 同 
的 只 是 引入 了 同调 方法 ， 更 确切 地 说 是 代数 拓扑 学 的 方法 。 代 
数 拓扑 学 通过 同调 函 子 ， 把 拓扑 空间 范畴 对 应 于 交换 群 范畴 ， 
从 而 得 出 拓扑 空间 的 一 系列 拓扑 不 变量 。 通 过 这 些 拓 扑 不 变 
量 ， 我 们 可 以 刻画 和 分 类 不 同 的 拓扑 空间 。 现 在 ， 我 们 把 拓扑 
空间 的 范畴 换 成 格 数 结构 的 范畴 ;例如 群 、 结 合 代数 、 李 代数 
等 等 ， 就 得 出 这 些 并 数 结构 的 则 调 不 变量 。 它 们 对 于 代数 结构 
的 刻画 与 分 类 有 时 要 比 抽象 代数 学 方法 有 效 得 多 ， 这 是 由 于 在 
许多 情形 下 ， 它 们 可 以 计算 ， 也 能 够 定量 ， 而 且 往往 有 许多 情 


形 是 抽象 代数 学 方法 根本 无 法 币 到 的 ， 这 就 是 同调 代数 学 的 威 
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力 所 在 。 

不 过 ， 同 调 代数 学 作为 一 套 概 念 及 方法 体系 ， 相 当 复 杂 及 
枯燥 ， 只 有 专家 能 熟练 地 运用 它们 ， 这 里 只 是 概述 最 基本 的 概 
念 及 结果 ， 并 且 简 述 其 历史 。 


10.1 ff 


司 调 代 数 所 处 理 的 主要 对 象 是 模 。 模 与 阿 贝尔 群 差 别 不 
太 ， 模 是 带 有 算 子 区 的 阿 贝尔 群 ， 而 阿 贝 尔 群 是 不 带 算 子 区 的 
模 。 为 简单 起 见 ， 我 们 只 考虑 算 子 区 是 环 R, ATRAER, 
也 称 RHL 
所 亩 带 算 子 区 ROAM, REM 具有 阿 贝尔 群 结 构 且 存 
在 映射 
， RXM—-M 
称 为 RAM 上 的 运算 或 作用 、 使 得 
(e, z) —> az,a€R,r€M, 
满足 下 列 条 件 ; 
(G )alz +t y)= az taya ER, xz, yE M; 
(2) (a+ 6)2z= ax + bx,a,56ER; 
(3) (ab) x = alba); 
(HM RAAT 1, MW 12 =x, Vee Mo 
上 述 的 模 称 为 左 民 模 。 相 应 也 可 有 右 RB. 
同调 我 数学 中 的 摸 。 可 分 为 自由 模 、 投 射 模 .; ABR. F 
坦 模 等 。 下 面 我 们 讲 的 所 有 模 一 般 都 是 RR. 
1. EARO 
ARAM 称 为 自由 模 ， 如 果 M= || Re, Re=Ro BK 
中 贡 表 示 直 和 。 所 谓 直 和 ,; 即 存 在 一 个 基 (rl, WER sc 
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E M， 可 唯一 表 为 
x= Pax, 
其 中 a;E RR， 而 且 几 乎 所 有 a; 二 0。 
实际 上 给 定 一 个 集合 X, WEEER 下 以 X 为 基 。 任 
TE M 都 是 自由 模 的 商 模 。 
自由 模具 有 如 下 性 质 ， 如 下 为 自由 模 ，a 为 任何 映射 ，8 


为 满足 射 ， 则 存在 
r: F——*B, 
使 得 
a= fr, 
一 一 
| | a 
Bg C—O 


E FEAR, MAF Hom (F, +) BESAT. 
2. 投射 模 
任何 模 PP 具有 自由 下 模 ， 上 面 两 条 性 质 即 


a 
bo d5 
E Hom (P, *) GESRT. RHRF AF RRR, H— 
模 是 投射 模 ， 当 且 仅 当 它 是 自由 模 的 直 和 因子 。 

但 投射 模 一 般 不 是 自由 模 。 例 如 取 

R=2/62 = Z/22BZ/32, . 

因此 R MZ2/2Z 是 直 和 和 因子， 所 以 是 投射 模 ， 但 它 不 自由 ， 
因 任 何 自由 R 模 至 少 有 6 个 元 素 。 


虽然 投射 模 PP 一 般 不 一 定 自由 ， 但 一 定 存在 一 个 投射 
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Q, E PPa BAAR, Q 称 为 P 的 自由 补 模 。 如 P 是 有 限 
生成 的 ， 则 Q 也 是 有 限 生 成 的 。 
R P 是 射影 模 当 且 仅 当 任 何 正 合 序列 
0 一 4 —B 一 一 站 一 一 ~ 人 
分 裂 。 
3， 内 射 模 
内 射 模 是 投射 模 的 对 偶 。 具 体 地 讲 ，E 称 为 内 射 模 ， 如 
对 于 任何 模 B 及 其 任何 子 模 4， 任 何 
f: A— +E, 
可 扩张 成 一 映射 
g:B—E, 
BHF Ee By 2 


E 


O——A———>B 
一 模 为 内 射 模 当 且 仅 当 函 子 再 om (*, E) 是 正 合 的 。 


10.2 Sway 


同调 代数 学 的 目标 就 是 通过 代数 对 象 ， 如 群 、 环 、 结 合 代 
数 、 李 代数 等 的 同调 或 上 同调 沙子 来 研究 其 代数 结构 。 自 然 ， 
首要 间 题 是 进出 它们 的 同调 或 上 同调 。 同 调 、 上 同调 的 造 法 我 
们 有 章 可 循 ， 那 就 是 代数 拓扑 学 。 根 据 奇 异同 调 及 上 同调 的 公 
理 系 统 ， 我 们 要 造 拓扑 空间 的 同调 群 或 上 同调 群 ， 只 需 造 一 个 
复合 形 ， 满 足 i 

d-d=0., 
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现在 只 需 把 哲 扑 空间 换 成 群 或 代数 。 为 了 统一 起 见 ， 换 成 堪 
REMGR 模 。 
REM 的 序列 (M; d;) 


so Me 人 Mi ~Mo M, a 
称 为 复合 形 ， 如 对 每 n, 

da dnt+1™= 0o 
显然 这 意味 着 

Imd, +, Kerd,s 
因此 ， 可 以 定义 同调 群 


Kerd, 
H,(M)= = ma 


At, 要 定义 同调 群 ,就 要 找 一 个 合适 的 复合 形 。 
EHS) (resolution) R 模 的 复合 形 (P， d;) 称 为 投射 解 
列 , 如 果 
(1) 每 一 个 P; 均 为 射影 模 ; 
(2) n<0, W P; =90; 
(3) 对 所 有 #0, Hi (P) =0; 
(HoCP} ~ M, l 
实际 上 , M 的 投射 解 列 就 是 正 合 序列 
oP, LP, P, 一 =M —0. 
通过 对 偶 可 定义 M 的 内 射 解 列 , 也 就 是 


0-—>M —+Q° -dar tg? > 
有 了 投射 解 列 和 内 射 解 列 之 后 , RINTELA AT Fe 
mE FADER. 则 可 产生 一 个 复合 形 , 它 的 同调 群 LF 称 


为 FF 的 左 导出 汉子 。 如 果 FF 是 逆 变 函 子 , 作用 在 内 射 解 列 上 ， 
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则 可 产生 另 一 个 复合 形 , 它 的 上 同调 群 称 为 右 导 出 函 子 。 常 用 
的 函 子 一 个 是 张 量 积 , 一 个 是 Hom, 它们 的 导出 函 子 在 数学 中 
有 广泛 的 用 途 , 并 有 如 于 特殊 的 记号 ; 

L, (AQ eB) = Torf (A, B); 

R*Homa(A, B) = ExtR(A, B)o 

为 了 具体 起 见 ,不妨 考虑 群 G 的 上 同调 。 设 G HH, ZG 
为 整数 群 环 。 设 4 HAZG 模 , B 为 右 ZG 模 , 则 

FF'(G, A)= Extig(Z, A); 
H,(G, B) = Tor?°(B,Z). 

在 计算 群 的 上 同调 群 时 ， 靠 上 面 的 定义 是 不 行 的 ， 现 在 已 
可 以 用 具 性 的 造 法 造 出 群 G 的 上 同调 群 。 

在 没有 同调 的 语言 时 ， 对 特殊 的 群 的 上 同调 已 有 充分 的 研 
究 。 低 维 的 同调 群 都 有 群 论 的 解释 ， 特 别 是 H (G, A) 的 
元 素 是 A 借助 于 G 的 扩张 的 类 。 

群 的 一 个 重要 不 变量 是 上 同调 维 数 ， 它 也 就 是 存在 4， 
使 Hr (G, A) #0 的 .2 的 最 大 值 。 数 论 和 民 数 的 许多 重要 
定理 都 可 以 通过 群 (或 环 、 代 数 等 ) 的 上 间 亩 和 有 群 的 上 同调 维 
数 表 出 。 这 也 是 为 什么 同调 代数 继 抽 和 象 代 数 的 结构 研究 之 后 ， 
成 为 代数 学 的 重要 工具 。 . 
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第 四 篇 ”几何 学 与 数论 


在 概述 结构 数学 的 基本 概念 之 后 ， 这 一 部 分 我 们 希望 展示 
一 下 结构 数学 的 威力 。 任 何 数学 ， 包 括 结构 数学 有 独立 存在 的 
意义 和 价值 ， 并 不 在 于 搬 进 一 大 套 让 人 莫名 其 妙 的 名 词 术 语 ， 
提出 一 套 不 知 深浅 的 理论 ， 而 在 于 它 提供 理解 数学 及 其 它 科 学 
的 框架 ， 创 造 联系 各 学 科 的 纽带 ， 提 出 解决 经 典 问题 的 方法 。 
只 有 这 祥 ， 才 能 显示 它 不 是 一 堆 毫 无 用 处 的 奇谈 怪 论 。 当 然 ， 
结构 数学 从 一 出 现 ， 就 产生 大 量 本 学 科 的 间 题 。 更 重要 的 是 ， 
它 的 确 能 解决 用 经 典 方法 解决 不 了 的 经 典 问 题 。 单 是 这 点 已 足 
以 显示 其 优越 性 。 但 更 重要 的 是 ， 它 成 为 引导 我 们 进一步 统一 
数学 、 发 展 数学 的 指 路 明灯 ， 因 为 未 来 的 数学 发 展 主要 不 再 是 
靠 解 几 个 孤立 的 经 典 难题 来 推动 ， 而 是 系统 地 发 展 理论 ， 提 出 
各 种 层次 的 问题 并 求 得 其 解决 ， 并 在 解决 的 过 程 中 加 深 对 整个 
数学 的 理解 。 这 样 数 学 将 成 为 越 来 越 宏伟 、 越 统一 的 建筑 。 

数学 的 原始 对 象 是 数量 与 形 ， 这 是 数学 永恒 的 主题 。 结 构 
数学 的 发 展 虽 然 大 大 扩展 了 数学 对 象 的 范围 ， 但 归根 结 底 ， 仍 
要 对 数量 与 形 的 研究 有 所 推动 。 同 时 结构 数学 的 研究 必 将 扩大 
经 典 数学 的 领域 ， 使 整个 数学 走向 无 尽 的 前 沿 。 

结构 数学 形成 之 后 ， 特 别 是 代数 拓扑 学 为 微分 几何 学 的 大 
范围 研究 商定 了 人 基础， 在 几何 结构 的 基础 上 又 形成 了 大 范围 分 
Bio TT, PEALE EE E TF 
BISA RB, FRA BIA RHM. AAS RR 
向 算术 代数 几何 这 一 把 数 与 形 联系 在 一 起 的 方向 。 由 此 产生 的 
硕果 累累 ， 而 且 从 根本 上 改变 了 数论 的 面 艇 。 而 原来 的 代数 数 
论 经 过 结构 数学 的 洗礼 ， 几 经 变形 ， 成 为 数学 中 无 比 辉 煌 的 大 
厦 。 
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1 微分 流 形 的 几何 学 


1.1 微分 流 形 


经 典 的 几何 学 研究 三 维 空间 中 的 图 形 ， 一 方面 是 直线 形 如 
败 面 体 ， 另 一 方面 是 曲线 和 曲面 。 通 过 结构 数学 的 发 展 ， 形 的 
概念 扩张 成 一 般 的 空间 乃至 极为 病态 的 点 集 ， 例 如 康 托 尔 集 和 
科 赫 (Koch, Helgevon, 1870—1924) 曲线 。 很 长 时 期 以 来 ， 
这 些 被 认为 是 无 聊 的 数学 游戏 ， 可 是 近 20 年 ， 它 们 成 为 当今 
热门 一 一 分 形 泽 芋 理论 的 基础 。 

可 是 几何 学 主要 还 是 研究 比较 光滑 的 曲线 和 曲面 ， 而 这 些 
对 象 自然 发 展 成 为 当代 玫 何 学 的 中 心 对 象 一 一 微分 流 形 。 

微分 流 形 是 拓扑 空间 更 是 点 集 ， 但 是 我 们 不 宜 把 太一 般 的 
对 得 作为 我 们 研究 的 主要 目标 ， 因 为 它们 过 于 一 般 ， 得 不 出 多 
少 实质 性 的 结果 ， 同 时 也 缺少 处 理 它们 的 有 效 方法 ， 从 而 使 学 
笠 越 起 不 前 。 身 一 方面 ， 数 学 也 不 家 研究 太 具体 太 珊 组 的 对 
但 ， 例 如 初等 几何 学 的 三 角形 和 加， 它们 缺少 普遍 意义 和 示范 
作用 。 而 微分 流 形 正如 所 有 有 前 途 的 数学 对 象 一 样 ， 正 好 介 平 
其 中 ， 是 极为 人 台 适 的 研究 对 象 。 同 时 ， 由 于 它 局 部 是 欧 氏 空间 
(R" PRI), Ria RR HAR, BERET RA RE 
HR, RAAFR HRA. 


既然 微分 流 形 是 适中 的 研究 对 象 ， 但 还 有 许多 数学 中 常见 
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的 更 为 宽泛 的 对 象 。 其 中 包括 ; 

(1) 拓扑 流 形 和 组 合流 形 。 拓 扑 流 形 与 微分 流 形 的 关系 正 
如 连续 曲线 { 通 数 、 上 映射 与 光滑 曲线 的 关系 一 样 。19 世纪 
的 数学 分 析 一 个 重要 结果 就 是 证 明 存 在 处 处 连续 而 处 处 不 可 微 
的 连续 函数 。 相 应 地 我 们 可 以 证 明 存 在 拓扑 流 形 ， 其 上 不 存在 
任何 微分 结构 。 对 于 组 合流 形 ， 也 存在 许多 不 可 光滑 化 的 流 
形 。 这 些 没 有 微分 结构 的 拓扑 流 形 和 组 合流 形 是 微分 流 形 的 推 
广 。 但是， 它们 失去 了 内 容 丰 证 的 几何 学 和 分 析 。 

(2) 庞 加 莱 复 侣 形 ， 这 是 一 种 CW RAE, CREEN 
莱 对 偶 定理 。 它 不 一 定 有 流 形 的 结构 ， 因 此 更 为 一 般 。 娘 : 布 
劳 德 〈Browder，Wiliam，1934 一 ) 和 赫 尔 希 【Hirsach，Morris 
William, 1933—) 得 出 单 连 遂 旋 加 革 复 合 形 只 有 闭 分 段 线性 
流 形 的 同 伦 型 的 充分 必要 条 件 。 

(3) 代数 能 和 解析 簇 。 连 续 曲 钱 有 两 种 情形 不 可 徽 : 一 种 
是 处 处 不 可 微 ， 另 一 种 基 局 部 不 可 徽 ， 也 就 是 存在 奇 点 。 由 多 
项 式 方程 或 方程 组 的 零点 所 定义 的 代数 簇 就 存在 后 面 的 情形 。 

代数 簧 和 它 的 各 种 推广 与 徽 分流 形 的 另 一 差别 在 于 微分 流 
形 局 部 维 数 都 相同 (有 边缘 流 形 的 边缘 维 数 差 1)， 而 代数 繁 
包 合 许多 退化 情形 ， 也 就 是 可 能 有 更 低 维 流 形 。 

在 20 世纪 4 年 代 ， 豆 特 尼 提 出 研究 能 的 结构 的 新 方法 。 
(HIDE AE, PML (stratification) 的 概 
念 ， 这 是 微分 流 形 概念 的 重要 推广 。1969 £, HRA H+ 
推广 成 分 层 集 的 概念 。 这 些 概念 在 奇 点 的 局 部 研究 和 大 范围 研 
究 中 起 重要 作用 。 例 如 任何 半 解 析 集 都 允许 惠 特 尼 导 化。 

类 似 用 多 项 式 方程 组 来 定义 代数 舌 ， 我 们 可 以 用 解析 函数 
方程 组 和 不 等 式 组 来 定义 解析 米 和 半 解 析 集 ， 它 们 具有 更 为 复 

506 


杂 的 结构 。 
1.2 微分 流 形 的 基础 结构 


任何 微分 波形 都 有 基础 的 拓扑 流 形 结构 和 分 自 线 性 结构 
《或 组 合 结构 )。 反 过 来 ， 许 多 拓扑 流 形 在 容许 微分 结构 的 问题 
上 有 三 种 情况 : 

GQ) 不 容许 任何 微分 结构 。 这 种 例子 首先 是 由 克 外 和 尔 
(Kervaire, Michel Andre, 1927—) 在 1959 年 得 出 的 。 

(2) 容许 唯一 的 微分 结构 。R” (a4) 以 及 任何 一 维 、 
二 维 、 三 维 拓扑 流 形 都 容许 唯一 的 微分 结构 。 

(3) 容许 多 种 不 等 价 的 微分 结构 。 首 先是 1956 年 米尔 诺 
得 出 5S” 土 容 许 不 同 的 微分 结构 ， 其 后 他 证 明 共 有 28 种 。 
1963 年 米尔 诺 和 克 外 尔 证 明 S" 上 的 微分 结构 构成 微分 结构 群 
8,， 它 是 一 个 有 限 阿 贝尔 群 (nz3), 他 们 基本 上 定 出 6, 的 结 
构 ， 特 别 当 n<7 (nÆ3) 时 ，6, =0。 

四 维 欧 氏 空间 R* 容许 不 可 数 多 不 等 价 的 微分 结构 。 

任何 徽 分流 形 都 存在 三 角 剂 分， 而 且 三 角 襄 分 所 得 的 分 段 
线性 结构 是 了 唯一 的 。 反 过 来 ， 任 何 分 段 线 性 流 形 是 否 容 许 相 容 
的 微分 结构 呢 ? 这 个 问题 称 为 可 光滑 化 问题 ， 所 得 结果 与 拓扑 
流 形 相差 不 镍 ,但 不 完全 相同 。 组 合流 形容 许 微分 结构 的 问题 
也 分 筷 种 情形 ; 

(1) 不 容许 微分 结 梅 。 存 在 八 维 及 八 维 以 上 的 组 合 琉 形 ， 
不 存在 微分 结构 。 现 在 已 得 出 存在 微分 结构 的 充分 必要 条 件 
《 见 后 )。 

(2) 容许 唯一 的 微分 结构 。 七 维 及 七 维 以 下 的 组 合流 形 都 


存在 微分 结构 ， 但 不 一 定 唯一 。 组 合 球面 均 可 光滑 化 ，* 维 组 
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SPR ML yy R A Ba ET, TE an 3, 4R, 
已 经 证 明 

r= bps 
WA r, = 0, 1958 Fe ERS RRA HM (Cerf, Jean, 
1928—) 证 明 r,=0. AM, ASRS” (aso 只 有 
唯一 的 微分 结构 。 

G) 容许 多 种 不 等 价 的 微分 结构 。 七 维 以 上 组 合 球面 大 都 
具有 不 等 价 的 微分 结构 。 

为 了 得 到 分 段 线 性 流 形 具 有 微分 结构 的 条 件 ， 米 尔 诺 于 
1964 年 引入 微 从 的 概念 ， 它 对 于 拓扑 流 形 和 分 段 线性 流 形 相 
当 于 微分 流 形 上 的 切 从 。 并 册 此 得 出 分 段 线性 旅 形 M 具有 相 
容 的 光滑 结构 的 充分 必要 条 件 是 在 属于 一 列 群 (M; D-1) 
中 的 每 个 阻碍 均 为 0.- 


1.3 ”微分 流 形 的 上 层 结构 


微分 流 形 由 于 大 入 可 微 函 数 的 存在 ， 在 其 上 可 以 允许 许多 
附加 的 结构 ;这 种 结构 对 于 进一步 研究 徽 分 流 形 有 很 多 的 好 
处 。 微分 流 形 上 的 高 级 结构 大 致 可 分 为 下 列 三 类 。 
1. WA 
微分 流 形 M 十 最 基本 的 结 物 是 向 量 从 ， 而 向 量 从 中 最 重 
要 的 是 切 向 量 从 ,或 切 平 面 从 ,简称 切 从 。 一 般 切 从 的 结构 群 是 
MERGL (xn, 民 ) 或 者 正 交 群 O(nw)。 一 旦 结构 群 可 以 约 
化 为 一 个 GL(n, ROR O(n) 的 特定 子 群 时 , 那么 我 们 说 , MIE 
M 上 具有 某 个 群 的 结构 , 这 种 子 群 有 : 
转动 群 - SO(#}CO(n); 
a U(n)yCOQn); 
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RG SU(n)}CO(2n); 

SER Sp(n)COUn). 
其 中 转动 群 导 致 流 形 M 具有 定向 结构 ， 西 群 导致 流 形 上 具有 
近 复 结构 ， 而 具有 复 结构 和 辛 结构 的 流 形 都 必定 具有 基础 的 近 
复 结构 。 另 外 一 个 重要 的 结构 是 旋 结 构 ， 相 应 的 结构 群 也 就 是 
SO(n) MoI ERAR, ETE Spin (wn)。 最 后 还 有 群 可 约 化 为 
一 个 元 素 么 元 这 时 流 形 则 是 可 平行 的 。 

这 些 结构 的 存在 自然 需要 一 些 条 件 来 保证 ， 这 些 往往 是 切 
ARERR REM, in: 

— M™ 可 定向 当 且 仅 当 WM) = 0. 

— M" 具有 近 复 结构 的 必要 条 件 是 : 

On BAR; i 
. OM" 可 定向 ; 
OM 的 所 有 奇 维 施 蒂 费 尔 一 惠 特 尼 示 性 类 均 为 0。 

一 一 At RE RAWH W M") = W2(M')=0。 

一 一 Mr 可 平行 化 仅 当 全 施 蒂 费 尔 一 囊 特 尼 示 性 类 W 
(M)=1。 

MRE, 实 射影 空间 RP 的 W(RP")=1 当 且 权 当 
n=2"-1, BH, 可 能 平行 化 的 RP* RA P, P’, P’, PY, 
P”, eo 但 到 1958 年 才 确 认真 正 可 平行 的 R RA RP’, RP? 
和 RP”, 而 高 维 的 R 不 可 平行 。 

2. 向量 场 和 张 量 场 

AE M 上 向 最 场 是 数学 中 常见 的 概念 。 用 向 量 从 的 语言 
et, CREM’ 上 向 量 外 的 截面 。 所 谓 底 空间 M bee 
MIE, p. B, F|) 的 截面 是 连续 函数 


: BoE, E 
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使 得 

bos (6) E€ Fp, 
其 中 F, 26 处 的 纤维 。 通 常 讲 的 向 量 场 一 般 是 指 切 向 量 场 ， 
同样 可 以 定义 平面 具 和 平面 场 。 这 样 ， 向 量 场 的 存在 问题 实际 
上 是 纤维 从 的 和 截面 存在 问题 ， WAR FFE AS RE Ss ERE 
各 种 示 性 类 。 

在 历史 上 从 数量 到 向 量 ， Terr rrr 而 有 
向 晤 的 概念 后 ， 疝 量 场 概 念 比较 直观 ， 张 量 场 则 不 直观 。 不 过 
用 纤维 从 的 语言 ， 张 量 场 也 不 难 理解 ， 通 常 我 们 还 是 对 微分 流 
形 的 切 从 来 考虑 ， 不 过 对 一 般 向 量 从 也 适用 。 对 了 于 M 上 每 一 
点 PP， 都 对 应 一 个 切 空间 OP), M KIAT (M) 也 就 是 
这 些 切 空间 的 集合 。 切 空间 蜡 然 是 一 个 向 量 空间 则 它 有 一 个 
SRPMS T” (P). RAE P 点 的 余 切 空间 。 由 余 切 空 
间 构 成 的 向 量 从 称 为 余 切 从 下” (M )。 向 芥 代 有 张 量 积 的 ， 
其 张 量 积 也 是 M 上 的 向 量具 。 如 果 由 个 工 CM) Msi 
T” (M) KERMA RHA, BRD (Cr, s) 型 张 量 
Mo (r, s) 型 张 量具 的 截面 则 称 为 M 上 的 Cr, s) 型 张 量 
场 。 这 里 (r, s) ARIKE r ME, s 阶 协 变 。 

张 量 场 如 果 对 于 指标 的 置换 保持 水 变 ， 则 称 为 对 称 张 量 
H. WRTA, RAEG, 则 称 反 对 称 或 作对 称 
张 量 场 。 

许多 几何 结 袍 是 以 张 量 形式 出 现 的 。 kim ie SE 
定 非 退 化 2 阶 对 称 协 蛮 张 量 。 如 果 不 要 求 正定 ,， MIREI 2 Bt 
WRMRKEKAARESE. GERD LEFERSE 
E, RARER EHMELAHRERE. REHRELEXERE 
HRS He (1, 3) MKS. 
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3. 可 积 结构 

向 量 场 或 平面 场 的 存在 往往 不 一 定 意味 着 它 一 定 可 积 。 这 
正如 平面 上 连续 向 量 场 ， 一 般 未 必 有 一 个 积分 曲线 族 ， 使 得 在 
每 一 点 积分 曲线 的 切 向 量 正 好 是 向 基 场 在 该 点 的 切 向 量 。 为 
此 ， 需 要 证 明 常 微分 方程 解 的 存在 和 唯一 定理 。 还 有 一 个 偶 维 
流 形 上 如 有 复 结构 ， 一 定 对 应 流 形 的 一 个 近 复 结构 。 但 是 ， 流 
形 上 存在 近 复 结构 未 必 可 积 成 为 复 结构 。 同 样 ， 叶 状 结 构 也 访 
FRPP. 

向 量 场 或 张 量 场 的 存在 相当 于 向 量 丛 截面 存在 的 问题 ， 其 
条 件 可 由 拓扑 不 变量 或 微分 拓扑 不 变量 来 决定 。 但 是 可 积 条 件 
则 一 般 要 求 额外 满足 解析 条 件 。 


1.4 微分 流 形 的 几何 结构 


1. ih 

拓扑 和 并 何 虽然 都 是 大 几何 的 分 支 ， 它 们 之 间 却 有 明显 的 
区 别 。 对 于 微分 流 形 的 微分 几何 学 和 拓扑 学 ， 差 别 尤其 明显 。 
简 而 言 之 ， 几 何 学 首先 涉及 度量 ， 而 拓扑 则 与 度量 无 涉 。 微 分 
儿 何 的 内 容 由 来 已 入 ， 主 要 课题 来 自 三 维 空间 中 的 曲线 和 曲 
WH, SPARSE DS, BHM hee, Fp 

ds? = LD gytxda;o 

微分 流 形 最 重要 的 几何 结构 ， 就 是 存在 黎 曼 度量 ， 从 而 使 它 成 
为 黎 曼 流 形 ， 在 其 上 可 以 开展 微分 几何 。 由 于 妆 量 的 存在 ， 可 
以 确定 无 穷 小 曲线 的 长 度 ， 两 条 曲线 在 交点 处 的 角度 以 及 上 
维 1<k<n) 的 体积 。 这 样 可 以 研究 它们 的 变 分 问题 ， 例 如 
测 地 线 和 极 小 子 流 形 。 不 管 是 测 地 线 还 是 极 小 于 流 形 ， 都 依 亲 


于 微分 几何 学 的 中 心 概 念 一 一 曲率 。 对 于 二 维 微分 流 形 ， 这 就 
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是 高 斯 曲率 。 对 于 高 维 微分 流 形 ， 这 就 是 黎 曼 曲率 张 重 。 而 且 
M 的 曲率 张 量 决定 流 形 在 一 点 附近 的 全 部 局 部 信息 。 当 然 ， 
它 也 包含 大 量 的 整体 信息 。 在 20 世纪 前 三 四 十 年 ， 局 部 微分 
几何 已 经 有 相当 成 熟 的 发 展 ， 但 整体 微分 几何 只 有 在 20 世纪 
40 年 代 之 后 才 有 实质 性 的 进展 ， 这 个 领域 主要 研究 : 

(1) 各 种 曲率 与 拓扑 不 变量 或 微分 拓扑 不 变量 的 关系 ， 例 
如 通过 曲率 的 积分 来 表示 欧 拉 示 性 数 和 贝蒂 数 ， 流 形容 许 某 种 
曲率 性 质 的 拓扑 条 件 等 等 。 

(2) 子 流 形 的 几何 学 与 流 形 的 整体 嵌入 问题。 

(3) 黎 受 流 形 的 整体 等 距 变 换 群 。 等 距 变换 群 的 研究 是 从 
HRTEM, MEFR, MANR UE ay EKE 
相当 大 。 对 于 给 定 维 数  HRSREM, RERKSETH 
群 的 M" 是 常 曲率 空间 ， 从 某 种 意义 上 讲 ， 它 具有 最 丰富 的 对 
称 性 。 具 有 稍 示 的 丰富 对 称 性 的 空间 是 对 称 空间 ， 其 上 总 有 可 
THERM CHIARE EMME 1926 年 完成 ， 这 个 分 
类 问题 归结 为 半 单 李 代数 的 分 类 。 

2. 联络 

黎 受 几何 学 从 黎 受 度量 开始 ， 然 后 由 此 得 出 各 种 曲率 。 在 
这 个 过 程 中 引进 协 变 导数 和 张 量 演算 。 但 是 ， 是 否 可 以 不 经 过 
黎 曼 度 量 而 直接 得 出 曲率 的 概念 来 呢 ? 联络 就 提供 了 这 样 的 手 
段 。 同 时 由 于 联络 提供 大 范围 信息 ， 它 是 介 平 拓扑 结构 、 微 分 
拓扑 结构 与 微分 几何 结构 之 间 的 重要 的 中 间 结 构 。 

联络 的 概念 首先 出 现在 1917 年 列 维 - 奇 维 塔 的 工作 中 。 
在 这 个 工作 中 ， 他 考虑 如 何 把 向 量 的 平行 移动 由 欧 氏 空间 搬 到 
歼 曼 流 形 上 。 欧 氏 直线 上 各 点 的 切线 都 平行 ， 那 么 由 化 曼 流 形 
上 一 些 测 地 线 上 的 切 向 量 都 平行 ， 就 可 以 得 到 其 上 的 平行 移 
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动 。 他 是 张 量 务 析 的 葛 基 者 之 一 ， 当 然 他 仍 用 张 量 分 析 与 协 变 
导 微 的 语言 。 外 尔 蕊 上 就 意识 到 ， 平 行 性 是 仿 射 几何 的 概念 ， 
而 无 需 歼 曼 度 量 。 因 此 ， 只 依赖 于 仿 射 性 质 ， 去 掉 黎 曼 度 量 ， 
也 可 在 黎 曼 流 形 上 开展 一 种 几何 ， 这 就 是 仿 射 联络 。1924 年 
E. 喜 当 又 引入 射影 联络 和 共 形 联络 ，1926 年 他 提出 一 般 的 联 
络 理论 。1950 年 埃 瑞 斯 曼 在 纤维 从 理论 基础 上 ， 英 定 了 现代 
联络 论 的 基础 ， 他 把 联络 定义 到 纤维 从 上 。 

现代 标准 的 联络 定义 可 以 通过 光滑 流 形 X 上 主 纤 维 从 
(E, p, X, G) 定义 ，G 是 在 E 上 右 作 用 的 李 变 换 群 ， 即 
R, (x) = zao 

联络 WHE LAAs, MREORWVS T, CE) 
的 一 个 向 量子 空间 H, 满足 下 列 三 个 条 件 ， 则 称 为 在 EE 上 给 
定 一 个 联络 : 

(1) T,(E)=H,+T7,€p '(r))o 

(2) RH >= H,,( BP H EG (FA PEARS). 

(3) 对 应 xl H; 是 可 微 的 。 
对 于 G 是 李 群 ， 主 从 和 向 草丛 是 等 价 的 ， 还 记 作 E, RH, 
对 于 实 或 复 的 向 量具 下 ， 可 以 定义 标 架 从 上 的 联络 ， 可 由 E 
上 协 变 导 微 定 义 

V:@(E)—aLle), 

IERTAT XOE 的 截面 , PREF EM p BR. R 
之 ,联络 的 存在 也 使 我 们 定义 在 一 点 切 向 量 方向 上 的 张 量 场 的 
导数 称 为 协 变 导 微 。 

VAERT E EN 

Vifesl=fVstdf'se 


联络 有 如 下 四 条 性 质 : 
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(1) EX HFAACXX E, FERRERA, 其 协 变 导 微 
Fe [ey Be (A A. 
(2) 联络 是 协 变 对 象 , 即 若 
f:X —yY 
为 光滑 映射 , 若 A AY EAE 的 联络 , 则 在 X 上 共产 (X) 上 
可 诱导 一 个 联络 f" (A)。 
(3) 沿 着 底 空 间 道路 
r:(0,1]—xX, 
联络 产生 从 元 素 r, y 的 平行 移动 , 它 是 一 个 线性 映射 
T,;E,-—E,, 
E,,E, 分 别 是 x,y LEMRA, 
(4) 两 个 联络 的 盖 是 一 个 张 量 ， 对 于 每 个 联络 ， 内 在 地 附 
有 两 个 张 量 ， 这 就 是 曲率 张 量 和 挠 率 张 量 。 
对 于 EE 上 定义 的 联络 ， 通 常 我 们 也 可 以 引入 联络 形式 w, 
wo RAF G 的 李 代 数 g 的 一 次 微分 形式 ，w 的 协 变 微分 
N=Vo . 
称 为 联络 的 曲率 形式 ， 对 它 有 结构 方程 
dutaNho=2 
成 立 。 满足 02=0 的 联络 称 为 局 部 平坦 联络 。 因 此 Oo 反映 一 
个 联络 与 局 部 平坦 联络 的 偏离 程度 。0 满足 比 安 基 (Bianchi, 
Luigi, 1856—1928) 恒等式 
dQ=weAQ-ODiAw. 
WF ESRSA, FEE ERK ED O 的 线性 联络 ， 
称 为 歼 曼 联络 或 列 维 一 奇 维 塔 联络 。 寺 于 黎 曼 流 形 的 基本 张 重 
g» 
vge=0, 
S16 


这 样 由 一 次 微分 形式 组 (wi', wl), 1S, 7S, FARR 
deo’ = Poo} A of, 
dwi=— Daj A wf + Go 
曲率 形式 OF 可 用 M 上 (1， 3) 型 张 基 声 R 来 表示 , 即 对 于 切 空 
间 T, 标准 正 交 基 有 
Qa 2 Riyo" Aw, 
Rw 即 黎 曼 曲 率 张 量 。 

3. 曲率 - 

MIRSRE, RLALSHHRKE. 

(1) RHE Ru: CA n? (n?-1) /12 个 代数 独立 的 
分 量 ， 它 对 应 截面 曲率 。 

(2) Ry: 

(3) DENER a. 

R= Be" Ra。 o: 

对 于 黎 曼 流 形 M 的 曲率 给 定 条 件 ， 我 们 对 流 形 可 得 到 一 
些 整 体 的 结论 : 

(1) MERRE M 是 完备 的 ， 且 对 所 有 X 和 所 有 二 维 平 
MP,CT, (M) 截面 曲率 A (P, ) <0 (P, REX 处 切 空间 
T, 中 的 任意 二 维 平面 ，A (PO 表示 对 应 这 二 维 平 面 的 截面 
曲率 )， 则 M HRA me AFR. 

(2) 如 果 对 所 有 XX MIRARE 

P,CT, (M) 
存在 常数 c>0, HA (PL) >c, WM WE. 


(3》 对 于 处 处 曲率 为 正 的 完备 流 形 ， 我 们 有 上 比较 明确 的 拓 
517 


扑 结构 。 
车 完备 的 黎 曼 流 形 M 截面 曲率 KK 处 处 满足 
K2K,>0, 
则 x, (M) 为 有 限 群 。 
车 黎 曲 流 形 为 紧 ， 且 截面 曲率 处 处 >0， 如 M 可 定向 ， 
则 M 单 连 通 ， 否 则 x, (M) =Z 
(4) 球面 定理 
BM 为 单 连 通 的 黎 曼 流 形 ， 如 截面 曲率 K 满足 
0< -<K<Ku : 
则 M" SRS" FR. | i 
在 偶 维 情况 下 ， 这 个 条 件 不 能 再 改善 成 


0< TSKEK, 
因为 CP"， 和 >T 即 满足 这 个 条 件 ， 但 它 与 球面 显然 不 同 胚 。 
但 是 1994 EMAR iF CAbresch, U.) MARAR (Mey- 
er, W.) TEM, 4 n 为 奇数 情形 ， 球面 定理 却 可 以 大 大 改进 ， 
By ae 
0< dK, SASK, 
且 a<, 使 得 M” 与 Sr JHE. 


另外 ， 对 于 任何 n, FER tn) >L, seme 
B Un) <KS&1, 
则 M" $44 AIRF 5"。 
曲率 形式 与 示 性 类 的 关系 是 几何 与 拓扑 关系 的 重要 组 成 部 
分 ， 它 的 起 点 是 高 斯 一 郑 内 公式 的 高 维 推广 。1940 年 芳 切 尔 
(Fenchel, Werner, 1905—) 首先 做 了 推广 ， 其 一 般 形 式 在 
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1943 年 由 阿兰 道 弗 尔 (Allendorfer，Carl Bennett, 1911— 
1974) 和 魏 伊 得 到 ， 但 其 证 明 依赖 于 歼 曼 流 形 到 欧 氏 空间 中 的 
RMA. 1944 年 陈省身 给 出 一 个 内 在 的 证 明 ， 这 公式 明确 把 欧 
拉 示 性 数 表 示 为 黎 要 曲率 张 量 的 代数 式 的 积分 。 其 后 得 到 中 省 
身 示 性 类 和 庞 特 里 亚 金 示 性 类 的 曲率 形式 的 表达 式 。 
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2 大 范围 分 析 


“AHH” (Global) 也 可 以 译 为 整体 、 全 局 ， 它 的 原 义 
是 全 球 ， 它 的 对 立 面 是 局 部 。 流 形 的 局 部 是 欧 几 里 得 空间 ， 在 
它 上 面 有 着 丰富 的 结构 ， 更 有 着 各 种 坐标 系 ， 使 我 们 很 容易 在 
上 面 开展 数学 分 析 。 因 此 ， 长 期 以 来 ， 数 学 分 析 基 本 上 是 局 部 
分 析 。 局 部 n 维 欧 几 里 得 空间 ， 经 过 拼接 之 后 ， 可 以 成 为 各 
种 各 样 的 n 维 流 形 。 所 以 ， 大 范围 分 析 也 可 以 说 是 流 形 上 的 
数学 分 析 ， 它 包括 流 形 上 的 微 积 分 ， 流 形 上 的 微分 方程 (如 动 
力 系统 理论 和 叶 状 结构 理论 )， 流 形 上 的 变 分 法 ， 流 形 上 的 画 
数论 及 泛 函 分 析 等 等。 

虽然 大 范围 分 析 这 个 名 词 在 1965 年 才 开始 出 现 ， 可 是 它 
的 内 容 至 少 已 有 100 多 年 的 历史 了 。 在 微分 流 形 上 考虑 微分 算 
子 的 思想 至 少 可 追 潮 到 黎 曼 与 贝尔 特 拉 米 。 到 19 世纪 80 年 
代 ， 大 数学 家 庞 加 莱 已 经 在 常 微分 方程 论 中 引进 几何 方法 ， 开 
创 了 微分 方程 定性 理论 的 新 方向 。 他 一 反 过 去 具体 局 部 求解 的 
方法 ， 而 着 重 研究 大 范围 内 解 曲线 的 分 布 状 况 。 他 发 现 ， 微 分 
方程 的 奇 点 起 着 关键 的 作用 ， 通 过 奇 点 的 分 类 ， 对 于 解 的 性 态 
有 深入 的 了 解 ， 特 别 是 提出 了 稳定 性 问题 。 后 来 的 发 展 围绕 着 
稳定 性 、 周 期 解 及 极限 环 等 问题 展开 ， 形 成 了 动力 系统 理论 的 
原型 。 庞 加 莱 去 世 之 前 ， 对 狭义 三 体 问题 〈 即 其 中 一 体 的 质量 
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远 远 比 其 它 二 体 为 小 ) 证 明定 理 : 

(1) 运动 方 程 的 解除 了 已 知 的 雅 可 比 积分 之 外 ， 不 存在 其 
它 的 解 。 

(2) 存在 无 穷 多 周期 解 。 他 没 能 证 明 这 一 点 ， 只 是 把 它 归 
结 成 一 个 折 扑 定理 ， 这 就 是 所 谓 “ 虎 加 莱 最 后 定理 ”。 

EWEBE 为 平面 上 由 两 圆周 + =a Mr=b (b 
>a) 所 界定 的 平 环 闭 曲 域 。 设 

r =$ (r, fh 
0 =w (r, 0) 
为 KK 到 K 上 的 上 映射， 满足 下 列 条 件 ; 

1) 喘 射 保 持 面积 不 变 ; 

(2) ERRNT, SAR ARAHA ct, Bp 

$ (a, 8) =a, 
$ (b, 9) =b, 
在 映射 之 下 ; 
(3) r=a 上 的 点 沿 逆 时 针 方向 运动 ， 而 r = 5 上 的 点 沿 
METS HT zsh, BD 
@ Ca, 0) >, 
$ (b, 8) <9, 
则 这 种 映射 有 两 个 不 动 点 。 

他 只 对 一 些 特殊 情形 证 表 这 个 定理 ， 但 没 能 给 出 一 般 证 明 
就 去 世 了 。 没 有 料 到 ， 他 去 世 不 到 半年 ， 这 定理 就 被 美国 数学 
家 怕 克 才 夫 完全 证 明 。 上 谋 加 莱 还 用 拓扑 方法 研究 回归 问题 《如 
一 个 量 体 经 过 一 段 时 期 后 是 否 还 回 到 原来 位 置 附 近 )， 并 用 极 
小 极 大 方法 来 推动 动力 系统 的 研究 ， 这 可 以 说 是 大 范围 分 析 的 


第 一 个 分 支 。 大 约 同 时 ， 有 人 对 环 面 上 的 微分 方程 进行 充分 的 
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研究 。 
2.1 FR Regret 


微分 形式 及 其 积分 从 微 积 分 建立 起 就 已 定义 ， 它 们 带 有 根 
明显 的 局 部 特征 。 在 19 世纪 上 半 叶 ， 微 积分 扩展 到 曲线 、 曲 
面 和 曲 体 上 ， 并 得 出 重要 的 公式 一 -格林 (Green, George, 
1793—1841) 公式 、 高 斯 公式 和 斯 托 克 斯 (Stokes, George 
Gabriel，1819 一 1903) 定理 ， 它 们 反映 积分 与 其 边缘 积分 的 关 
A, REBAMRRSAL 工 次 微分 形式 的 积分 与 其 拓扑 性 质 
的 关系 ，1871 年 贝蒂 把 它 推广 到 * 维 流 形 情形 ， 得 出 其 上 1 
次 形式 及 n 一 1 次 形式 的 积分 的 周期 与 其 贝蒂 数 之 间 的 关系 。 
而 只 有 在 庞 加 莱 系 统 建立 组 合 托 扑 学 时 ， 两 者 关系 才 得 到 系统 
论述 ， 特 别 是 庞 加 莱 实 际 上 对 于 任意 n 维 微分 流 形 引入 整体 
的 外 微分 形式 的 概念 ， 只 是 他 没有 用 这 个 词 。 他 考虑 的 是 所 谓 
( 封 ) 闭 微分 p Bo, WEE dw =0 的 形式 。 不 过 他 也 没有 
引入 外 微分 ， 而 是 用 等 价 的 可 积 条 件 。 在 这 个 意义 下 ， 他 得 到 
daduw=0， 这 就 是 所 谓 虑 加 莱 引 理 。 庞 加 葬 以 后 ，E' 嘉 当 对 
于 外 微分 形式 进行 许多 研究 ， 不 过 ， 他 一 直 采 用 局 部 的 观点 。 
一 直到 1922 年 ， 他 出 版 《积分 不 变量 》 一 书 ， 才 采用 整体 观 
点 。 特 别 他 证 明 在 R* 中 ， 任 何 闭 微分 p 形式 是 (一 1) B 
式 的 外 微分 。 这 是 经 典 的 p=1 情形 的 推广 。 但 玉 - 嘉 当 不 知道 
早 在 1889 年 ， 这 定理 已 由 意大利 数学 家 沃 尔 泰 控 证明。 更 重 
要 的 是 下 ' 嘉 当 认识 到 这 个 “ 廊 加 莱 引 理 的 逆 定 理 ” 并 不 能 推 
广 到 任意 微分 流 形 上 ; 例如 s* 上 的 2 形式 就 不 是 1 形式 的 外 
微分 。 这 个 认识 极为 重要 ， 实 际 上 是 德 : 拉 姆 上 同调 存在 的 根 
据 。 aoe 
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E: 嘉 当 的 观点 由 肩 部 到 大 范围 的 转变 来 自 1925 ERR 
于 李 群 的 研究 。 从 这 时 起 ，E: 嘉 当 研 究 李 群 及 齐 次 空间 的 拓 
扑 。 这 样 一 来 ， 微 分 流 形 上 的 外 微分 形式 成 为 重要 工具 ， 由 此 
他 系统 地 发 展 了 外 微分 形式 法 ， 特 别 认识 到 d (de) =0 与 同 
调 的 边缘 算 子 3.3=0 的 类 似 性 。 
在 假定 流 形 总 有 C 齐 分 的 情形 下 ， 存 在 着 自然 的 双 线 性 
上 映射， 使 > AB MA p 次 形式 w Slo MH, B 
(e, wk le, wy |. 
这 样 , 推广 的 斯 托 克 斯 公式 就 是 :如 果 o EA, B w= dw 或 者 c 
EWR, Wic, w) =0. 1928 F, 在 假设 M 的 贝蒂 数 为 有 限 的 
HET, E RR: 
(1) 如 对 所 有 p HEPA, EA w 均 满 足 tc，w》 =0, 
Me BES. 
(2) 如 对 所 有 闭 p 形式 w，p 维 闭 链 c 均 满 下 (co, w) = 
0， 则 < 是 边缘 。 | 
这 时 ， 瑞 士 数学 家 德 : 拉 姆 正好 做 他 的 博士 论文 ， 在 读 了 
EE* 嘉 当 的 短文 之 后 ， 马 上 就 证 明了 这 两 个 猜想 并 由 此 发 展 了 
著名 的 德 拉 姆 理论 。 他 在 1950 年 以 后 ， 改 写 为 上 同调 的 语 
德 : 拉 姆 理论 概述 - 
Fame e 
首先 考虑 R* 上 的 外 微分 形式 , Ray. t) R" kE 
Hh. O* HRP FISHA dria …, dz, MÆR R EPHE 
数 : 
dxdz,;=0 (i j=l e,n), 
dxdx;= - dz; dx; (i*j)o 
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作为 R 上 的 向 量 空 间 , O° RED 
1, dz; dridriy dri d£n, 
< 女人 
R" 上 C” 微 分 形式 是 
Q*(R"}= |R" EC? BRI Op?" 。 
如 OCR) BETA Cg 形式 构成 , 则 O* (RAR RAK 
2° (R") =D- (R"), 
存在 微分 算 子 
d:0°(R")— E HR" }o 
定义 如 下 : 
(DM FE ONR), M df= DF Lae; 
(2) te = D fid, 则 
= Ddfidzyo 
它 称 为 外 微分 , WE d: d = 0。 外 微分 是 向 量 分 析 中 梯度 
(grad) BRE div) URE BE (rot HIE. WME R? 中 ， 
af = las + Shay + Side 
Afida * fady + fade) 
_ fa 户 37 af, of 
= (5 52 pode- (30 - Ge aoe + 
Gf, of, 
(ae ay ae 
d( fidydz ~ fıdzdz + fadzdy) 


- (fis 24 Bandy. 
总 结 起 来 , 即 
d(0 形式 ) = grad, 
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d(1 BX) = rot, 
d(2 形式 } = div. 
r ROEDER c= D fdr, Ms 次 微分 形式 w= 也 gazy 的 外 积 = 
Aw, 简 记 为 rw, 为 
tw = È figdzydx;, 
CME: 
(1)( 反 交换 人 性) ro = (- 1) w'r; 
(2)d( t+) = (dr) a + (-1)'t+dw. 
CH (O° (Re),d) 形 成 一 个 复合 形 , KYB Hw 一 形 。 
Kerd 为 闭 形式 , Imd 为 正 全 形式 , 这 样 可 以 定义 德 近 姆 上 同 


调 为 
Hie (R*) = po A 

通过 一 些 技 术 ， 不 难 把 定义 在 R” 或 其 开 集 中 的 微分 形式 
推广 到 一 般 的 微分 流 形 上 。 而 且 通 过 迈 耶 尔 (Mayer, Walter) 
及 费 陶 瑞 斯 同调 序列 可 以 计算 德 ` 拉 姆 上 同调 。 

这 样 ， 我 们 得 到 了 流 形 M 的 拓扑 不 变量 一 一 德 : 拉 姆 上 
同调 代数 。: 这 个 拓扑 不 变量 有 一 定 的 优越 性 ， 

(1) 基 ' 拉 姆 上 同调 与 通常 上 同调 一 致 。 

QHMBER WE M 的 德 . 拉 姆 上 同调 代数 Hir (M) 
与 M 的 实 系 数 上 同调 代数 H” (tM，R) AR. 

特别 当 p>>Q 时 , HFCR")=0，- 
A 4 p=0 Bt, H*(R*)= Re. 
ERUR TANE dE A 

(2) Whe Ea THAE. 


德 . 拉 姆 上 同调 可 以 通过 微分 形式 计算 ， 而 且 借 助 于 微分 
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形式 更 进一步 发 展 可 计算 有 理 同 伦 群 ， 从 而 使 可 计算 的 拓扑 不 
变量 大 大 前 进一步 。 这 理论 在 1970 Fe KEM (Sullivan, 
Dennis, 1941—) MÆ (Quillen, Daniel, 1940—) SRR, 
后 为 其 文俊 构成 1" 函 子 的 系统 理论 。 


2.2 莫 尔 斯 理论 


如 了 是 微分 流 形 V 上 的 实 值 无 穷 可 微 (Co) BR, HB 
了 的 临界 点 就 是 使 微分 df 在 该 点 为 零 的 那些 点 x EV。 这 实际 
上 是 函数 取 极 大 值 或 极 小 值 的 点 的 推广 ，f 的 临界 点 集 可 以 是 
V 中 任意 闭 集 ， 因 此 ， 企 图 根据 其 临界 点 的 性 质 来 对 C ”函数 
进行 分 类 似乎 是 不 现实 的 。 临 界 点 称 为 非 退 化 的 ， 如 果 SE 
这 点 的 某 一 邻 域 中 的 泰勒 展开 的 二 次 项 所 构成 的 多 项 式 是 一 个 
非 退 化 二 次 型 。 根 据 定义 ， 这 个 二 次 型 的 指数 就 是 临界 点 的 指 
数 。 只 有 非 退 化 临界 点 并 且 在 这 些 点 【它们 必定 是 孤立 的 ) 取 
不 同 值 的 函数 是 一 些 磊 希 特殊 的 函数 ， 与 Y 的 拓扑 密切 相关 ， 
它们 是 决定 Y 的 ~- 个 “ 环 柄 表示 ”的 荔 数 ， 但 是 ， 重 要 的 事 
实在 于 ， 关 于 VAR 中 的 C” 映 射 所 构成 的 空间 。 (V) 的 某 
一 适当 的 指 扑 ， 这 些 “ 莫 尔 斯 函数 ”在 e (V) PER-TA 
EFE. i | 

英 尔 斯 理论 的 早期 碟 果 是 莫 尔 斯 不 等 式 。 对 于 MBER 
形 ， 它 把 临界 点 的 数目 与 M 的 贝蒂 数 联 系 起 来 。 

BRR BBM 上 只 含 非 退 化 临界 点 的 可 微 消 
数 ， 设 Mi 为 M 上 的 的 指数 为 的 临界 点 的 个 数 ，5; 为 M 
的 ; 维 贝 落 数 ， 则 有 下 列 不 等 式 成 立 : 

Mo 之 pos i 
Mi- Mob, — bos 
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M, ~ Mi- tee + (—1)'Mg 228; bt + (1) bs 


Ma Mt +C- 1)"Mo276, ~ 6,-1 + +I) bo 
特别 是 ,对 于 所 有 的 ,有 Mb, 成 立 。 
莫 尔 斯 不 等 式 只 是 一 个 初步 估计 , 要 派 上 用 场 还 需要 进 一 
步 精密 化 :车 
MIF, t) = an), 
p ÆSA, 
P(V,:)= 5 ŻdimH; (V, R) 
是 V 的 虎 加 莱 级 数 ,这 样 , 黄 尔 斯 不 等 式 有 下 述 形式 ; 
对 于 任何 非 退 化 函 歼 ,都 存在 一 个 系数 非 负 的 多 项 式 
Qs, th=qotqitt 
使 得 
M(f,t)- PCV, ts =(1+ 2) QF, t). 
IX FE FY HE A AR Be, 
查尔斯 空隙 定 理 车 M(f, 站 中 出 现 t KER, 即 其 
一 个 的 系数 为 0, 则 oe 
Q(f, t)=0, > 
ep Co 
MI Fitj= POV, t)z 
由 此 , Wf RG RS SE, 可 算出 整体 的 同调 结构 。 
在 应 用 莫 尔 斯 理论 时 ， 斯 梅 尔 证 明了 英 尔 斯 理论 基本 和 定 
理 。 
莫 尔 斯 理论 基本 定理 WM ERSHRERE. p. q 


是 澡 所 有 测 地 线 互 不 共 圈 的 M 的 两 点 ， 则 M 上 以 p 为 起 点 ， 
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Ug 为 终点 所 有 道路 的 集合 中 (M; p, q) 具有 可 数 CW 复 
合 形 的 同 伦 型 。 

莫 尔 斯 理论 还 可 以 进一步 推广 到 无 穷 维 流 形 。 

莫 尔 斯 理论 对 于 微分 几何 学 和 拓扑 学 取得 重大 突破 起 着 积 
极 的 作用 : 

(1) 闭 测 地 线 问题 。 莫 尔 斯 理论 属于 大 范围 变 分 法 的 分 
支 ， 而 大 范围 变 分 法 最 早 也 是 最 主要 的 问题 是 牧野 流 形 上 的 闭 
测 地 线 存 在 和 数目 问题 。 最 先 考虑 的 是 与 球面 同 胚 的 流 形 上 闭 
测 地 线 存在 与 数目 问题 。 标 准 球面 上 的 闭 测 地 线 是 大 圆 ， 当 然 
有 无 穷 多 ， 但 是 经 过 光滑 变形 之 后 ， 显 然 就 没有 那么 多 ， 甚 至 
也 有 可 能 不 存在 。 席 加 莱 在 1904 年 提出 这 样 的 猜想 ， En 
闭 单 连通 曲面 上 至 少 存在 3 条 没有 有 自 交点 的 闭 测 地 线 。 美 国 数 
学 家 伯 克 稚 夫 在 1917 年 证 明 ， 在 二 维 单 连 通 闭 曲面 上 ， 至 少 
存在 一 条 闭 测 地 线 。 而 到 20 世纪 20 年 代 ， 苏 联 数学 家 刘 斯 铁 
尔 尼 克 ( Lusternik, Lazar, 1899—1981) #1 ft JZ FI RS 
(Schnirelman, Lev, 1905—1938) 引入 以 他 们 的 姓 命名 的 
“ERE (Z5SCRATHRHBRRAENBREAHX) 理 
论 。 他 们 的 范畴 理 论 也 是 大 范围 变 分 法 的 一 部 分 ， 虽 然 也 能 给 
出 闭 流 形 稳 定 临 界 点 数 的 下 界 ， 但 不 能 精确 计算 。 尽 管 如 此 ， 
他 们 利用 “范畴 ”证 明了 虎 加 莱 的 闭 测 地 线 数目 猜想 。 而 英 尔 
斯 理论 ， 首 先 把 闭 曲 线 问题 系统 地 推进 到 一 般 紧 歼 坚 流 形 ， 即 
将 闭 曲 线 中 的 闭 测 地 线 描写 为 能 重 积分 的 临界 点 。 这 样 1976 
年 克 林 根 伯 格 《Kiingenberg，Wilhetm，1924 一 ) 证 明 单 连通 
闭 黎 曼 流 形 上 一 般 总 存在 无 穷 多 条 闭 测 地 线 。 

(2) 计算 典型 李 群 的 稳定 同 伦 群 ， 这 是 1957 年 由 美国 数 
学 家 能 特 完成 的 ， 信 也 是 第 一 个 把 莫 尔 斯 理论 有 效 地 运用 在 解 
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决 重大 拓扑 问题 上 的 范例 。 
(3) 1960 年 鲍 特 的 学 生 斯 梅 尔 再 次 利用 莫 尔 斯 理论 在 拓 
扑 学 上 取得 突破 ， 证 明 五 维 及 五 维 以 上 的 广义 庞 加 莱 猜 想 。 


2.3 微分 映射 的 奇 点 理论 


前 面谈 到 过 ， 上 映射 的 研究 要 比 空间 的 研究 复杂 得 和 多， 空间 
是 有 限 维 的 ， 但 它 的 映射 空间 一 般 是 无 穷 维 的 。 对 于 无 穷 维 空 
间 ， 处 理 起 来 就 需要 更 一 般 的 拓扑 、 网 性 、 测 度 等 理论 知识 。 
为 了 理解 一 般 的 微分 映射 ， 先 看 一 下 简单 的 情形 ， 实 际 上 上 是 局 
部 的 情形 : 

(1) 尺 1 一 > 及 1， 这 是 最 简单 的 微分 映射 ， 其 实 就 是 单 变 
元 可 微 函 数 。 研 究 它们 属于 一 元 微 积分 的 范围 ， 其 重要 的 概念 
是 导数 和 微分 。 

(2) R" -一 >R1， 这 是 多 变 元 可 徽 函 数 ， 研 究 它们 属于 多 
元 微 积 分 范围 ， 其 重要 概念 是 偏 导数 与 全 微分 。 这 两 种 情形 者 
出 现 临 界 点 问题 ， 而 临界 点 就 是 后 来 研究 的 奇 点 。 而 非 奇 点 实 
际 上 就 是 正常 点 、 通 常 点 或 一 般 点 。 自 然 它们 不 是 主要 的 研究 
对 象 ， 徽 分 映射 的 研究 重点 自然 转向 奇 点 ， 然 后 通过 奇 点 对 微 
分 有 映射 进行 分 类 ， 对 于 可 微 示 数 有 两 个 基本 定理 : 

(1) EKREM., 

(2) meee. 
它们 都 可 以 推广 到 一 般 情 形 。 

为 了 把 临界 点 理论 推广 ，1955 年 惠 特 尼 创 立 了 奇 点 理论 ， 
它 来 源 于 微分 芷 入 及 浸入 问题 。 奇 点 是 临界 点 的 推广 ，1942 
年 他 首先 研究 * 维 欧 几 里 得 空间 E” AE 的 微分 上 映射 了 的 


FA, RRE 了 微小 变化 ， 可 得 f* ， 它 的 坷 点 是 孤立 奇 点 ， 
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并 可 化 为 标准 型 : 
yy ahs 
yea, G=2, =, n), 
Yat ;-1= aya; (422, e, n)o | 
1955 年 ， 他 首先 对 于 平面 R? 到 R? 的 奇 点 类 型 进行 分 
类 ， 证 明 惠 特 尼 定 理 ， 即 任何 R? 一 *R? 的 都 可 以 由 下 面 三 
种 标准 映射 逼近 ， 结 果 除 了 正规 类 ， 即 
feza 
v= y 
外 ， 奇 点 只 有 两 类 ， 一 类 是 折 点 (fold), KREMY 
u=x’, 
(oe 
另 一 类 是 尖 点 (cusp)， 其 标准 型 为 
#= xy— r, 
leew 
囊 特 尼 正 是 通过 这 篇 论文 ， 开 创 了 奇 点 理论 。1956 年 他 又 对 
R" -一 "R” 的 微分 映射 奇 点 的 一 些 情形 进行 分 类 并 得 出 标准 
型 ， 其 中 包括 - 
n=m=2, 3, 
UA 
(n, m) =(4,4), (5,5), (5,4), (2,22 -2) 
等 情形 。 对 于 其 它 的 R 一 wxR”, 其 中 
n=3,4, m=dq4, 27273, 
在 当时 所 知 甚 少 。. 这 个 基本 的 奇 点 分 类 闭 题 连同 其 它 问 题 形 成 
了 奇 点 理论 的 热门 。 
惠 特 尼 的 理论 推广 到 高 维 很 难 ， 法 国 数学 家 托 姆 引进 一 系 
530 


A LAPIS EE, KPa: 
C1) Memi ESEE Cjet) J (n, p) 来 代替 
(n, p); 
(2) 提出 一 般 的 横 截 理论 ; 
(3) 集中 于 研究 稳定 的 映射 。 
他 们 引进 下 面 的 基本 思想 ; 
(1) 只 考虑 “一 般 的 ”上 映射， 这 些 映 射 由 某 个 阶 (依赖 于 
M HN HSER m 和 mn) 的 “ 导 网 ”(jet) 的 条 件 来 刻画 。 
(2) Æ CRY 
f: 一 一 TY 
的 集合 es (M, N) 上 引进 两 个 等 价 关 系 ; 一 个 是 微分 等 价 ， 
RELA fH SL BH, 如 果 存 在 M (N) 到 自身 之 上 的 一 个 
MIRE g Ch), ER 
f the fogs 
一 个 是 拓扑 等 价 ;- 其 中 g 和 上 ARBAB. 
(3) ERG e (M, N) 上 引进 一 个 自然 的 拓扑 。 一 个 映 
射 . 
fEe (M, N) 
称 为 微分 《拓扑 ) 稳定 的 ， WRS 了 微分 (拓扑) 等 价 的 喘 
射 形成 了 的 一 个 邻 域 。 
这 些 似乎 使 人 人 觉得， 一个“ 一般 的 ”映射 应 该 在 刚刚 定义 
的 这 种 或 那 种 稳定 的 意义 下 是 稳定 的 ， 并 且 一 艇 的 瞎 射 应 该 在 
e (M, N) 中 是 稠密 的 。 
(4) 对 于 
f: M—N, 
一 点 rEM 称 为 奇 点 ， 如 果 了 的 切线 性 映射 不 具有 极 大 秩 。 
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对 于 一 般 的 映射 上 可 以 推 想 ， 奇 点 f 会 形成 一 个 子 流 形 
S (Ff), SRR RAES CF) 上 时 ， 它 又 有 一 个 奇 点 的 子 流 
形 S (* (fF))， 如 此 下 去 。 并 且 ， 从 同调 的 观点 来 看 ， 奇 点 
的 轨迹 S (f)，S (s G) 等 等 通过 普通 的 多 项 式 公 式 ， 与 
M 的 史 梯 费 尔 一 惠 特 尼 示 性 类 以 及 N 的 史 梯 费 尔 一 惠 特 尼 示 
性 类 在 /* 下 的 象 关联 起 来 。 

惠 特 尼 和 托 姆 开创 了 研究 奇 点 理论 这 个 大 规模 纲领 。 他 们 
的 新 思想 主要 是 集中 注意 于 一 般 的 映射 。 这 个 纲领 主要 由 才 泽 
尔 在 20 世纪 60 年 代 末 的 工作 而 大 大 推进 了 。 他 证 明 ， 拓 扑 稳 
定 的 映射 总 构成 。(M，N) 中 的 稠密 开 子 集 ， 但 是 对 于 微分 
称 定 的 映射 ， 同 祥 的 论断 只 对 某 些 明显 定 出 的 维 数 对 〔m， 
n) (“好 维 数 ”) 才 成 立 。 一 般 的 映射 总 是 拓扑 稳定 的 ， 而 在 
好 维 数 下 ， 一 般 的 映射 便 同 于 微分 稳定 映射 。 这 里 证 明 的 技术 
在 于 把 微分 稳定 杜 的 问题 归结 为 所 考虑 映射 的 导 网 的 相应 问 
题 ， 然 后 ， 由 于 一 个 关键 的 结果 ， 即 由 托 姆 猜想 ， 而 由 马 格 衣 
日 证 明 的 C=” 情 形 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 “预备 定理 "， 从 而 可 以 运 
用 交换 局 部 环 理论 这 个 工具 。 

1967 年 起 ， 以 阿 诺 乱 (Amold, Vladimir, 1937—) 为 代 
玫 的 苏联 学 派对 奇 点 理论 继续 向 前 大 大 推进 一 步 。 特 别 是 他 们 
把 退化 临界 点 附近 的 奇 点 类 型 进行 分 类 ， 他 们 引入 稳定 等 价 的 
概念 ，O 点 两 个 函数 芽 ， 称 为 稳定 等 价 ， 如 果 加 上 非 退 化 的 
二 次 型 之 后 ， 两 个 函数 芽 等 价 。 

这 时 临界 点 的 分 类 可 归结 为 重 数 e MA m 的 不 同 。m 
表示 在 临界 点 附近 的 所 有 互 不 等 价 临界 点 的 参数 数目 ， 而 m 
=0 则 称 为 单 奇 点 ， 即 奇 点 周围 最 多 有 有 限 多 互 不 等 价 的 临界 
点 。 阿 诺 德 在 1972 年 证 明 ， 在 稳定 等 价 之 下 ， 单 奇 点 的 分 类 
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与 单 李 代 数 邓 应 ， 即 它们 可 家 为 如 下 的 标准 型 : 
Ay:f(z)=a*"', kl; 
Dfl, y) =a yt yl, bee: 
Eo: fla, y=? t y"; 

Ez: fle, y) = 27+ ry”; 
Eg: fla, y) = rt yo 


他 还 分 类 高 模 数 的 情形 。 
2.4 指标 定理 


指标 定理 是 横 跨 分 析 〈 包 括 偏 微分 方程 )、 人 代数、 几何 、 
拓扑 诸 领域 的 大 综合 ， 也 是 当前 数学 研究 的 重点 之 一 。 从 20 
世纪 60 FRE, AE g H b E E E 
(Singer, Isador Manuel, 1924—) 指标 定理 。 几 个 数学 的 大 定 
理 ， 例 如 微分 几何 学 的 高 斯 一 邦 内 定理 、 代 数 几 何 学 的 黎 曙 一 
铬 雷 定理 以 及 微分 拓扑 学 中 的 希 采 布 鲁 赫 的 符号 差 定理 都 是 阿 
提 雅 一 辛 格 指标 定理 的 特例 ， 由 此 就 可 以 看 出 它 在 数学 中 的 中 
心地 位 。 

阿 提 雅 一 辛 格 指标 定理 是 一 个 等 式 ， 等 式 的 一 端 是 闭 微分 
流 形 的 拓扑 不 变量 ， 另 一 端 是 该 流 形 上 椭 圈 微分 算 子 的 解析 不 
变量 。 一 般 情 形 下 这 两 个 几乎 是 无 法 联系 在 一 起 的 。. 

线性 微分 算 子 D 从 局 部 看 是 很 清楚 的 。 设 U 为 只 PH 
SB A BARRC LHR, RE=-UXA,F=UXB, 
PEP PY) AEE U 上 分 别 取 值 于 4 和 B FHKE 
fa], 则 线性 算 子 


D: r(E)—T(F) | 
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是 一 个 大 阶 微分 算 子 ， 如 果 对 任何 n 数组 9 = (3 … 


为 非 负 整数 ， 
łaj = ai 
都 存在 一 个 映射 
La: U —Hom (A, B}, 
使 得 对 于 任何 FE T(E)， 
D= ELD sf, 
其 中 


at’! 
aes ðn? 
Ox rs 


令 y= (ypt ye JE R”, 
yEy ey, 
v=(z2,y)OUXR’, 


D= 


定义 
sD)= 六 六 LalX): AB, 


29,),9; 均 


如 果 对 于 ?天 0 的 所 有 v= (2,5), 0,(D ER, 则 称 微分 算 


子 是 椭 回 算 子 。 


对 于 大 范围 分 析 , 就 是 把 上 面 的 局 部 分 析 的 定义 推广 到 闭 
流 形 上 。 这 样 只 需 把 圭 面 的 定义 中 的 EF AAA OM 上 
向 量 从 ,这 时 PCE) TE) 就 是 向 量 从 EE 和 下 的 截面 的 集合 


前 微分 算 子 
D: PCE} PCF) 


成 为 整体 微分 算 子 , 只 要 了 在 每 坐标 块 上 是 局 部 的 上 阶 微分 算 


子 , 其 栓 男 性 也 可 同样 定义 。 


段子 的 指标 Di T(E) 一 >T(F) 的 指标 定义 为 Ind D)= 
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dimker D 一 dim Coker D, 其 中 ker DD 为 DD 的 核 , Coker D 为 也 的 
余 核 即 商 空间 PUEY TmD, ImD RAD 的 象 , dim 为 空间 的 维 
数 。 

自然 要 使 指标 有 定义 ,必须 要 求 herD 和 Coker D 的 维 数 是 
有 限 ( 整 ) 数 , 而 且 imD 在 T(F) 中 是 闭 的 , 这 样 的 映射 称 为 弗 
瑞 德 荷 姆 映射 。 因 此 微分 算 子 的 指标 是 对 弗 瑞 德 荷 姆 映射 是 整 
数 。 

对 于 T(E)、T(F) 是 巴 拿 赫 空间 时 , Ae AR ey eH BY 
下 面 定理 刻画 : 

DD:T(E)- 一 TT(F) 是 弗 瑞 德 荷 姆 映射 , 当 且 仅 当 存在 连续 
线性 算 子 局 :TT(F) 一 > T(E), 使 得 1 一 DD 和 1~-DD BRE 
BT. 

对 于 弗 瑞 德 融 姆 映射 ( 算 子 ), 我 们 有 极 好 的 不 变性 质 : 如 
A EZAT, W 

Ind(D + A) =IndD, 
拓扑 指标 为 {cACD). T(M)IIM]. HP ACD) ARES BE 
ch 得 来 。 陈 省 身 特征 标 为 环 同 态 

ch: K€M)—H"(M;Q). 
一 个 椭圆 算 子 D 定义 一 个 差 元 素 

d(E, F,a)€ K(B(M)/S(M)), 

cha (E, F,o(D))€ H* (B(M)/S(M),Q). © 
经 托 姆 同 构 可 得 cha( 吕 ), 简 记 为 chD€ H"(M,Q). 

下 (CM ) 为 托 德 (Todd, John Arthur, 1908 一 ) 类 , È Æ HA p} 
示 性 类 ， 可 由 庞 特 里 亚 金 示 性 类 算出 。 [M] 表示 在 M HE 
本 类 上 取 值 ， 这 样 得 出 的 恰好 也 是 整数 。 


阿 提 雅 一 辛 格 指标 公式 ”对 于 闭 可 定向 微分 流 形 M 及 其 
535 


上 任何 椭圆 微分 算 子 D， 有 
IndD = |ch(D)-T(M)ILTM]. 

Boy SHE A HOG EA TERUG 15 年 间 进 一 步 把 闭 流 形 上 的 
指标 公式 推广 到 更 一 般 情形 : 

(1) 具有 边缘 的 紧 流 形 CHE 1965)。 

(2) MARSH. 

HE HSER Ra A OES, RSE a 
在 1966 年 合作 的 。 这 个 不 动 点 公式 产生 巨大 应 用 ， 例 如 证 明 
PR EE, A ALARTE ED, RE 
挠 元 与 椭圆 算 子 联系 在 一 起 。 

(3) 辣 变 指标 定理 ， 即 在 紧 群 作用 保持 椭圆 算 子 不 变 的 博 
形 干 的 指标 公式 ， 由 阿 提 雅 和 他 的 学 生 塞 加 和 尔 (Segal, 
Graeme, 1941—-) 在 1968 年 得 出 。 由 此 证 明 旋 流 形 如 果 A F 
格 不 等 于 0， 则 不 允许 有 效 的 回 周 S' 作用。 由 此 到 1987 年 产 
生 椭 图 亏 格 理论 。 

(4) WARTE. MERMERE 1971 年 用 纯 K 理论 方 
法 得 出 ， 这 个 推广 在 研究 纤维 空间 的 符号 差 上 获得 应 用 ， 其 中 
基本 群起 着 重要 作用 ， 后 来 知道 它 同 引 力 的 反常 性 有 关 。 

(5) 模子 指标 理论 。1969 FHM REN ERR. CE 
LRE., RRL, BRR ERANA, TASB 
循环 同调 论 有 关 。 

这 个 伟大 的 定理 自然 引导 各 行 各 业 的 数学 家 从 不 同 角度 得 
出 它 的 证 明 : 

第 一 个 证 明 是 阿 提 雅 和 六 格 最 早 在 1963 年 得 出 的 ， 它 主 
要 依赖 于 配 边 理论 ， 这 个 拓扑 理论 自然 造成 诸多 限制 ， 因 此 他 
们 一 直 在 搜寻 更 好 的 证 明 。 
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第 二 个 证 明 是 阿 提 雅 和 辛 格 仿照 格 罗 登 迪克 关于 黎 曼 一 洛 
赫 一 希 采 布 鲁 赫 定 理 的 证 明 ， 这 个 证 明 把 流 形 嵌入 到 欧 氏 空 
间 ， 使 分 析 问 题 易 于 处 理 。 这 个 证 明 完 全 建立 在 纯 K 理论 之 
上 而 避 开 有 理 系数 上 同调 。 它 首先 在 1968 年 发 表 。 在 1968 年 
发 表 的 三 篇 论文 和 在 1971 年 的 两 篇 论文 都 以 “ 椭 疗 算 子 的 指 
标 ” 为 题 ， 进 行 大 量 的 推广 。 

第 三 个 证 明 是 阿 提 雅 、 鲍 特 和 印度 数学 家 帕 托 迪 《Pato- 
di, Vijay Kumar, 1945—1976) 在 1972 年 提出 的 。 这 个 方法 
应 用 热 核 ， 也 就 是 热 方程 的 核 函数 ， 把 指标 表示 成 热 核 的 迹 的 
Žž. 
20 世纪 80 年 代 以 后 出 现 三 类 证 明 : 
(1) 1982 年 威 滕 提出 用 超 对 称 理论 进行 证 明 ，1983 Fi 
HM (Getler) 用 超 流 形 上 均 微 分 算 子 给 出 一 个 严格 的 证 明 。 

(2) 1988 年 盖 蒋 勒 给 出 一 个 完全 初等 的 证 明 。 

(3) 1984 年 法 国 数学 家 毕 斯 木 特 (Bismut，J].) 通过 概率 
方法 给 出 一 个 证 明 。 


2.5 叶 状 结构 


叶 状 结构 (foliation) 可 看 成 流 形 上 常 微分 方程 的 推广 。 
最 普通 的 常 微分 方程 是 : 

(1) 在 欧 氏 空间 (或 其 中 一 部 分 ) 给 定 一 个 向 量 场 。 

(2) 这 个 向 量 场 是 可 积 的 ， 也 就 是 说 ， 可 以 用 积分 曲线 连 
结 起 来 ， 使 得 过 每 一 点 有 唯一 的 积分 曲线 在 该 点 的 切 向 量 与 向 
量 场 在 该 点 的 向 量 一 致 

(3) 在 没有 奇 点 的 情形 下 ， 这 些 积分 曲线 合 在 一 起 壤 满 整 


个 空间 。 
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THK a AS RB AR 

(i) EER m HEC OO<k<w) 流 形 上 给 定 一 个 户 维 
“PH” H, I< pm. 

(2) 这 个 p SFR ABTA, RE. TARRA 
在 M 中 的 p 维 子 流 形 连 结 起 来 ， 使 得 过 每 一 点 有 唯一 的 p 维 
子 流 形 ， 它 在 该 点 的 切 空间 与 给 定 的 p 维 平面 场 一 致 。 

(3) 这 些 p 维 子 流 形 合 在 一 起 构成 整个 流 形 。 这 样 我 们 
就 有 如 下 的 定义 。 

定义 ”mm 维 流 形 是 上 的 一 个 C (0<rsw) p 维 或 余 维 
q (q=m~p) 的 叶 状 结构 是 把 M 分 解 成 互 不 相交 的 连通 子 
Æ lL ER M 的 每 一 点 都 存在 一 个 邻 域 UU 和 一 个 C" 
坐标 系 
(z, y): [LU 一 有 x Rt, 
使 得 对 每 个 子 集 Lo UNL, 可 用 下 列 方 程 组 天 出 

y= BR, 


为 二 常数 。 
EE YF Ra AA (eaf), KERMA U 
RARER, RNA 
F= iL,bea 
ERROR (RE). 
时 状 结构 理论 的 问题 有 于 面 几 方面 : 
(1) 存在 性 问题 。 这 个 问题 自然 分 成 两 个 问题 ， 首 先是 p 
维 平面 场 的 存在 问题 一 一 这 是 一 个 纯 拓 扑 间 题 ， 远 未 完全 人 解 
RR ERE p 维 平面 场 存 在 的 前 提 下 ， 它 是 否 可 积 ， 答 案 不 
一 定 是 肯定 的 。 
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(2) 变形 问题 。 一 个 p 维 平面 场 是 否 可 以 连续 变形 成 一 
个 叶 状 结构 。 

(3) 分 类 问题 。 刻 画 叶 状 结构 并 加 以 分 类 。 

(4) 紧 叶 间 题 。 什 么 条 件 下 紧 叶 存在 。 

(5) 有 奇 点 的 叶 状 结构 。 

AF: 除了 乘积 空间 的 平凡 的 叶 状 结构 外 ， 还 有 : 

(1) 环 面 S! x S' 上 向 量 场 有 平行 斜 线 的 向 量 场 ， 显 然 叶 
状 结构 存在 。 当 斜率 是 有 理 数 时 ， 每 叶 都 是 闭 的 。 如 果 aiya: 
不 是 有 理 数 ， 每 个 时 在 M PE. 

(2) M= D? x S', RELA SMR (Reeb, Georges, 
1920 一 】 叶 状 结构 ， 轮 胎 里 面 一 个 套 一 个 ， 轮 胎 表 面 也 是 一 个 


TD 


这 是 余 维 1 的 叶 状 结构 。 

(3) S=D?x SIU S! x D?， 即 把 两 个 环 柄 沿边 界 粘 在 一 
起 ， 所 以 S 中 也 有 一 个 叶 状 结构 ， 这 个 叶 状 结构 是 余 维 1 的 
CIRA., BE, S 上 是 否 存 在 实 解 析 的 余 维 1 的 时 状 结 
构 呢 ? 海 弗 里 格 (Haefliger，Andre，1929 一 ) 给 出 了 否定 的 
答案 ; 不 仅 S3， 而 且 任 何 紧 单 连通 流 形 上 都 不 存在 余 维 证 的 
实 解析 时 状 结构 。 

下 面 我 们 对 叶 状 结构 理论 作 些 简单 介绍 。 


1. 存在 性 问题 
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一 般 来 说 ， 一 个 流 形 上 连续 p 平面 场 不 一 定 存在 。 例 如 ， 
S 上 没有 连续 2 平面 场 (从 而 没有 3 平面 场 );。 并 且 即 使 p E 
面 场 存在 ， 也 不 一 定 可 积 。 实 了 祭 上 ， 我 们 有 下 面 的 定理 : 

MISE ” 设 微 分 流 形 M EERE g 的 叶 状 结构 ， 设 v 
为 其 法 平面 场 构 成 的 内， 则 

Pont {v} =0, k>2go 

这 里 Pont# w) 是 uv 欧 虎 特 里 亚 金 示 性 类 € HH" (M; R)。 

由 此 定理 可 以 推出 ， 复 射影 空间 P CC) 当 n= RE, 
存在 余 维 a 的 平面 场 ， 但 根据 鳃 特定 理 ， 这 平面 场 不 可 积 。 
这 些 是 负面 的 结果 。 

正面 的 结果 对 于 余 维 1 的 情形 存在 性 已 完全 解决 ， 一 流 形 
上 存在 余 维 1 的 叶 状 结构 当 且 仅 当 欧 拉 示 性 数 为 零 。 在 这 定理 
证 明之 前 ， 曾 有 许多 特殊 的 构造 性 结果 。 

对 于 高 余 维 的 叶 状 结构 ，1974 年 以 前 知道 的 极 少 ， 当 时 
还 不 知道 S$” 上 是 否 有 余 维 2 ORY, BRE S 上 已 经 
造 出 余 维 1， 余 维 3， 余 维 4、 余 维 5、 余 维 6 的 叶 状 结构 。 其 
PRE 4， 余 维 6 是 通过 盐 普 夫 纤 维 化 ST St E 5’ 一 P? 
(O 得 出 的 ， 其 余 的 则 较为 复杂 。 | 

1974 年 ， 琶 斯 顿 对 于 紧 流 形 上 高 余 锥 叶 状 结构 给 出 了 极 
大 的 推动 ， 他 证 明子 下 列 定 理 : 

定理 rz 同 伦 于 CC (0 委 r> 委 上 ) 时 状 铺 构 的 充分 必要 条 
件 是 c+ 是 M 上 的 海 弗 里 格 结构 (定义 见 后 ) 的 法 从 (et 
的 分 类 映射 n: M 一 BGLg 可 提升 到 BI )。 

由 这 个 定理 可 以 推出 : 

(1) fE fl 4 维 流 形 上 的 a 平面 场 都 同 伦 于 一 个 叶 状 结 
构 。 
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(2) 任何 余 维 之 2 的 平面 场 都 间 伦 于 一 个 C? 叶 状 结构 。 

(3) 任何 g RED (gS 2) 构成 的 ¢ 平面 场 都 同 伦 于 一 
个 叶 状 结构 的 法 从 。 

由 此 完全 解决 S7 上 各 余 维 的 叶 状 结构 的 存在 问题 。 

2. 奇异 示 性 类 

受到 晤 特定 理 的 启发 ， 特 列 是 证 明 过 程 中 不 只 是 独特 里 亚 
金 示 性 类 ， 而 是 与 曲率 有 关 的 庞 特 里 亚 金 形式 等 于 0 和， 使 我 们 
能 够 定义 叶 状 结构 的 某 些 示 性 类 。 为 此 ， 我 们 考虑 RR 上 分 次 
微分 代数 

WO, = A (ui uz uzg- OPC “C0), 

其 中 六 表示 外 代数 , Po 表示 由 cj cs 生成 的 多 项 式 代数 模 全 
次 数 >28 的 项 , uy, co, 是 生成 元 , deglu) =2k -1, degl) = 
2k, 满足 dus = cp, da= 0. BUX FEM 上 光滑 的 , 余 维 q 的 叶 
ee 具有 法 从 v, © 上 选取 下 一 联络 D A THERE 

。 于 是 ,我 们 可 得 一 个 映射 

p: WO —C" (M), 

其 中 C"(M) 为 M 上 微分 形式 外 代数 。 它 把 C, 映 到 PCR’), 
U, 映 到 Pi(R1, R°), ER P, (ROE v (Ee RE A 
性 形式 ， 

cP(R', R°) =k | ¢P(D'- D’, Rt, =, Rode, 

D =D +(1-14)D° | 
是 v。 上 联络 , R 表示 D MBS, ERRI ABR RA, 即 

PCR)( Xps Xa) = 2 DP Ruaa 

` Ryor- D,x 2e) e 


由 于 P,(R°)=0 MF k 为 奇数 ,所 以 p 是 分 次 微分 代数 同 构 ， 
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由 此 得 出 诱导 映射 
gi H*(WO,)—+H" (M;R) 

只 依赖 于 已 本 身 , 与 联络 的 选取 无 关 。 

H" (WO, Æ Rr 上 形式 向 量 场 的 相对 盖 尔 范 短 上 同调 。 

注意 uc € WO, WR dluga) = c=0, pC aye) € 
CM ;上 R) 称 为 高 德比 庸 (Godbillon, Claude) — RR ( Vey, Jacques) 7 
性 类 , 是 这 些 类 中 首先 发 现 的 。 他 们 当时 通过 构造 方法 得 出 : 

设 M 上 可 积 的 一 次 微分 形式 w 天 0, 则 由 弗 洗 宾 尼 乌 斯 可 
积 条 件 , 存在 一 次 微分 形式 9, 使 得 
du=0Aw 
Me, BA 8 二 为 三 次 闭 微 分 形式 。 根 据 德 . 拉 姆 定理 ,0 人 
d8 决定 H’(M, RR) 中 的 上 同调 类 ,此 即 高 德比 良 一 威 不 变量 。 

除了 uici 之 外 , wt1c1? 所 对 应 的 上 上 同调 类 也 称 为 高 德比 庸 
一 威 类 。 汝 萨 里 (Roussarie, Robert) 证 明 , 所 有 这 些 类 都 是 不 平 
凡 的 ,也 即 存在 余 维 q 的 叶 状 结构 ,使 得 ole cf{) 0. 

除 此 之 外 ， 瑟 斯 顿 用 高 德比 庸 一 威 示 性 类 证 明 S? 上 至 少 
有 连续 统 基 数 那 么 旬 的 互 不 同 伦 余 维 工 的 叶 状 结 枸 。 他 证 明 ， 
SFP (CR, ES 上 存在 一 个 余 锥 工 的 叶 状 结构 ， 其 高 
德比 良 一 威 类 在 基本 闭 链 [5] 上 取信 为 :。 

3. 分 类 理论 

分 类 理论 来 源 于 海 弗 里 格 关于 分 类 空间 的 思想 ， 也 就 是 造 
一 空间 BY, HLA (MA) REg, CRAH, ES 
对 于 任意 流 形 M, M 上 的 每 个 余 维 g 的 C 叶 状 结构 都 可 以 由 
映射 M 一 "BT 的 唯一 的 间 伦 类 诱导 出 来 ， 从 而 可 以 用 同 伦 
论 方法 研究 M 上 的 叶 状 结构 的 集合 。 

为 了 造 出 Br. BABAR RAH EM. MM 
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状 结构 的 定义 如 下 : 
定义 ”拓扑 空间 x EHR g, C 海 弗 里 格 结构 是 天 的 
极 太 开 覆 盖 { U1。e a， 使 得 对 于 每 a、B， 如 UN Uro, 
就 存在 连续 映射 
Peg? Ua N Ug —T, 
RPO 是 Rs 的 局 部 C' 同上 胚芽 的 集 CLE), FAM a, B 
y, iW 
UO UN U, =ø, 
则 这 些 映射 适合 上 闭 链条 件 
PapPar T Paro 
对 于 任意 拓扑 亚 群 WAEN 六 结构， 这 些 都 
是 伪 群 结构 。 : 
最 重要 的 分 类 定理 是 下 述 定理 : 
定理 设 M 为 C(k 之 0) 开 流 形 , 则 对 于 每 r<k, R =0, 
,dim(M) 一 1, 则 M ERE g, C 的 海 弗 里 格 结构 的 “等 欠 
类 "与 M ERE q, C 叶 状 结构 的 可 积 的 同 伦 类 成 一 一 对 应 。 
”这 定理 对 于 紧 流 形 也 成 立 , 只 是 “等 价 "条 件 更 窗 了 。 
关于 紧 流 形 的 这 个 瑟 斯 顿 定理 最 后 推出 长 时 期 的 猜想 : 一 
个 流 形 存在 一 个 余 维 LBP RE, MARS RRA 
=. 
海 弗 里 格 利用 布朗 的 表示 定理 证 明 仿 紧 空间 上 了 结构 的 
分 类 定理 。 
SHE WERDER, FESR Br 具有 结构 
ôo EH: 
G) 对 于 仿 射 空间 世上 任意 的 T 结构 ， 存 在 一 个 连续 映 
Bt of: X Br, RH f* (89) = 90 
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(2) bw EZA X FD Br MAE o A. r 结构 
fo (6045 Ai OO FRH4ARS fo fi Ate. 
仿 紧 空 间 上 9 维 向 量 从 4 由 
fy X -—BGL (R) 
来 分 类 , 所以。 是否 余 维 g, Cr OMIA SH FT GRE 
提升 f, 到 Br 。 这 个 提升 的 阻碍 属于 H(X; m- (B), 
Bid HMPA. Bl, 是 具有 平凡 化 法 时 的 余 维 9,， C 
海 弗 里 格 结构 的 分 类 空间 。 
关于 BI, B 六 的 主要 定理 是 : 
映射 4: BP; 一 BGL,(R) 是 (gqg +2) 连 通 的 , 即 
m(BĒ)=0,i=0, =, gtl, 1r. 
由 此 定理 可 得 : 
RC RB U<r<so, rXxdimM - DET 2 平面 场 都 同 伦 
FM 上 的 一 个 C 叶 状 结 二 构 的 切 平面 场 。 
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3 复 解析 几何 学 


3.1 多 复 变 函数 论 


£ SE BM eS ER RRM RHE. BRE 
19 世纪 末 ， 就 已 经 把 单 复 变 最 简单 的 结果 平行 地 推广 到 多 复 
变 ， 而 且 党 试 把 一 些 一 般 定 理 ， 如 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ( 整 函数 
的 表示 问题 】 及 米 塔 格 一 莱 夫 勒 定理 { 亚 纯 函数 的 有 理 分 式 表 
AR) 推广 到 多 复 变 情形。 在 这 方面 魏 尔 斯 特 拉 斯 和 庞 加 莱 做 出 
最 大 的 贡献 。 萎 尔 斯 特 拉 斯 证 明 预 备 定理 ， 对 后 来 代数 理论 有 
重大 作用 。 庆 加 莱 则 最 早 明 确认 识 到 多 复 变 与 单 复 变 的 不 同 。 
不 过 多 复 变 明显 的 特点 是 瞪 托 格 斯 在 1906 年 首先 发 现 的 。 从 
历史 的 观点 看 这 应 该 是 多 复 变 函数 论 研究 的 起 点 。 

”最 早 的 多 复 变 了 沙 数论 的 综述 是 奥 斯 古 德 1914 年 的 书 及 
1924 F (HH) 第 二 卷 第 一 版 ， 但 较 全 面 的 总 结 财 是 1929 
年 《函数 论 》 第 二 着 第 二 版 。 其 后 的 成 就 见于 贝 恩 克 
(Behnke, H. 1898—1979) RACH (SRB wR) 
(1934) FPR ET (Martin, W. T. 1911— ) 的 《多 
BE) (1948) .两 书 中 。 对 于 1950 年 以 前 的 多 复 变 ， 外 尔 在 
“ 半 世 纪 的 数学 ”一 文中 说 “多 复 变 解析 函数 论 ， 虽 有 一 些 深 
刻 的 结果 ， 仍 然 还 处 于 它 的 草创 阶段 "。 实 际 上 ， 从 1951 年 


起 ， 在 拓扑 学 、 微 分 元 何 学 、 抽 象 代数 学 、 李 群 理论 以 及 分 析 
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学 的 发 展 的 共同 作用 下 ， 多 复 变 函数 论 迎 来 一 个 蔚 新 的 时 期 。 

首先 ， 研 究 对 象 已 由 多 元 复数 空间 C 中 的 区 域 推广 到 复 
解析 流 形 及 解析 空间 。1951 年 德国 数学 家 施 志 因 〈Srtein， 
Karl，1913 一 ) 把 全 纯 域 的 性 质 抽象 出 来 ， 定 义 了 后 来 以 他 的 
名 字 命 名 的 施 坦 因 流 形 。 它 具有 许多 好 的 性 质 ， 特 别 是 在 
1951 年 了 H: 嘉 当 及 塞 尔 在 其 上 引进 绯 过 系数 上 同调 及 夏 聚 层 的 
概念 ， 用 绯 索 上 同调 来 表述 分 析 成 果 ， 特 别 是 库 辛 第 一 、 第 二 
问题 ， 这 样 一 举 解 决 (定理 A, B) 施 坦 因 流 形 上 的 库 辛 第 
一 、 第 二 问题 。 反 过 来 ， 他 用 绯 宗 上 同调 刻画 施 坦 央 流 形 。 德 
国 数学 家 格 劳 尔 特 (Grauert, Hans, 1930—) 在 1958 年 证 
明 ; SRR AM RR, MRO, WEAR. 
1953 年 塞 尔 提 出 问题 : 底 及 纤维 均 为 施 坦 因 空间 ， 共 空间 是 
香 也 是 施 坦 因 空间 ? 这 个 问题 刺激 了 多 复 变 特别 是 施 坦 因 空间 
理论 的 发 展 。 到 1977 年 斯 科 达 (Skoda, Henri) 举 出 一 个 反 
例 。 

复 解 析 流 形 虽然 是 单 复 变 解析 应 数 的 定义 域 一 一 葡 曼 面 
(CERME) 的 自然 推广 ， 但 是 许多 自然 定义 的 集合 ， 最 简 
单 的 象 解析 旺 数 的 零点 染 ， 一 般 并 不 是 一 个 复 解 析 流 形 。 因 为 
不 是 每 一 点 都 有 一 个 邻 域 与 C" 双全 纯 等 价 ， 显 然 这 是 因为 奇 
点 的 缘故 。 为 此 ， 必 需 把 研究 对 象 由 复 流 形 大 大 推广 ， 这 就 是 
复 空间 或 解析 空间 的 概念 。 它 们 首先 是 由 贝 轧 克 和 施 坦 因 在 
1951 年 引进 的 。20 世纪 50 年 代 中 期 起 ， 运 用 绯 案 上 同调 理 
论 ， 格 劳 尔 特 、 雷 姆 尔 特 (Remmert, Reinhold, 1930—) 及 
施 坦 因 等 和 人 得 出 一 系列 基本 结果 。 

和 解析 空间 之 间 的 映射 中 ， 重 要 的 一 类 是 正常 映射 ( 紧 集 的 
原 锭 是 紧 的 )。 关 于 正常 映射 的 基本 结果 是 1960 年 格 劳 尔 特 证 
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明 的 直接 象 定理 : 
f: X—Y 

是 正常 映射 ， 则 和 HMRRARMSKAER BE Y 的 凝聚 
绯 索 。 特 别 + (X) BY ORT SA, BS PR REI 
奇 点 解 消 定理 推广 到 解析 空间 。 

1906 年 之 前 ， 多 复 变 函数 论 只 是 单 复 变 的 平行 推广 ， 但 
是 多 复 变 解析 函数 的 定义 域 远 比 单 复 变 和 复杂， 而且 多 复 变 解析 
函数 还 具有 不 同 于 单 复 变 函数 的 独特 性 质 ， 这 就 是 1906 年 由 
德国 数学 家 哈 托 格 斯 (Hartogs，F，1874 一 1933) 发 现 的 向 内 
可 解析 开拓 性 : 设 C" 中 的 域 G AA-TRRK, ABG\K 
是 连通 的 ， 任 何在 G\ K 上 全 纯 函 数 都 可 开拓 到 整个 G 上 。 
这 个 性 质 对 n =1 是 决 不 成 立 的 ， 由 此 包 复 变 阴 数 走 上 自己 独 
UHR RRR. We, SREP LAAT SE EAE 
EATER A Se eS, ART SAB] AB 
更 大 的 域 中 去 ， 而 不 具有 这 种 性 质 的 域 则 称 为 全 纯 域 。 这 样 ， 
哈 托 格 斯 及 虎 加 莱 发 现 了 多 复 变 (主要 是 双 复 变 ) GAPE 
间 的 本 质 不 同 ， 到 20 世纪 20 年 代 ， 对 于 全 纯 域 及 其 间 的 映射 
进行 了 更 深入 的 研究 。1921 4, HBG (Reinhardt, Karl) 
引进 莱 因 哈 特 域 ，1930 F, W43 (domaines cercles) 
(EEX a (lal=1) 的 位 似 变 换 下 稳定 并 含有 原点 的 域 )， 这 
是 莱 因 哈 特 域 的 推广 。1930 年 他 证 明 解 析 映 射 的 唯一 性 定理 ， 
设 D，DD' 为 圆 域 ， 其 中 至 少 一 个 为 有 界 域 ， 

f: D- 

WER ARS OSS PRR, M f 是 线性 有 映射 。 

对 于 a EAN, wr Ee (Thulen, Peter, 


1907 一 ) 分 类 莱 因 哈 特 域 的 工作 ， 得 出 有 界 贺 域 到 自身 的 一 一 
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解析 变换 均 为 保 原点 变换 ， 除 非 它 是 革 因 险 特 域 或 域 Ac, A 
中 

Aa (a€ (0, 1)) 
由 三 个 不 等 式 


1- ïr 
定义 。 他 证 明基 ab, Wl aa 和 如 之 间 不 存在 一 一 解析 对 
应 。 而 且 所 有 4a 均 为 全 纯 域 。 对 于 两 变 元 有 界 圈 域 ， 他 还 完 
全 定 出 其 自 同 构 群 。 另 外 他 还 引进 半圆 域 及 反 圆 域 ， 并 证 明 相 
应 的 部 分 结果 。1932 年 ， 他 证 明 另 一 个 一 般 定 理 :Cr* 中 有 界 
域 的 全 纯 自 同 构 群 是 〈 实 参数 ) 李 群 。 同 时 证 明 紧 复 解 析 簇 的 
自 间 构 群 也 是 李 群 。 

与 单 复 变 的 情形 不 同 ， 两 个 单 连通 的 域 不 一 定 双全 纯 等 价 
(存在 一 对 一 的 保 角 或 共 形 映射 )。 庞 加 莱 早 就 指出 ， 二 维 复数 
空间 C? 中 球体 

|Z? + 12,17<1 
与 汉 往 |Z1<1，|Zs1.<1 之 间 不 存在 双全 纯 映 射 ， 这 由 它们 
的 解析 自 同 构 群 不 同 即 可 看 出 ， 也 知道 C 中 存在 单 连通 的 全 
纯 域 ， 它 没有 非 平凡 的 自 同 构 。 

C 中 的 全 纯 域 是 20 世纪 上 半 叶 多 复 变 函数 论 最 基本 的 研 
究 对 象 。 所 谓 全 纯 域 G 是 指 其 上 存在 解析 函数 f， 使 f 可 以 
解析 开拓 到 其 上 最 大 的 域 (也 称 正则 域 )， 对 全 纯 域 加 以 刻画 
并 进行 分 类 是 最 基本 问题 之 一 。 第 一 个 刻画 是 所 谓 列 维 问题 
1911 年 列 维 (Levi, Eugenio Elia, 1883—1917) HZ BEA 
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和 性 定义 域 GCC Wate. i do (E) APS E 到 边 
FER, W l 

u= —logdg 
EGAASEKEARSR, MI GEADA, Reo 
域 。 反 过 来 ， 的 四 域 是 将 全 纯 域 是 极 难 的 列 维 问题 。1953 一 
1954 年 才 由 日 本 数学 家 网 洁 等 完全 肯定 地 解 快 。 嘉 当 只 是 得 
出 特殊 情形 的 结果 ， 和 而 在 列 维 问题 解决 之 前 ， 嘉 当 在 1931 年 
最 先 得 出 全 纯 域 的 另 一 个 刻画 。 他 首先 定义 城 的 全 纯 凸 性 ，G 
CO 称 为 全 纯 凸 ， 如 对 所 有 紧 集 KOG, Khot 

R= QoIZIFO supl A) 
2GHRM. 1932 年 他 和 图 合 证 明 著 名 的 嘉 当 一 图 仑 定理 : 
C PRG 是 全 纯 域 当 且 仅 当 它 是 全 纯 凸 的 。 由 此 可 推出 全 纯 
域 是 擅 凸 域 。 这 样 可 以 用 全 纯 西 性 来 刻画 全 纯 域 。 但 由 全 纯 凸 
ESLER ERAT 2046, REE 1942 年 证 明 n=2 的 
情形 ， 到 1953 年 才 证 明 一 般 情 形 。1954 HH ( Norguet, 
Francois, 1932—) HAIRS (Bremermann，Hans Joachim, 
1926—) 也 独立 证 明 同 祥 结 果 ， 至 此 列 维 问题 完全 解决 。 

岸 辛 问题 是 给 定 极点 及 堆 点 造 出 相应 亚 纯 函 数 的 问题 。 库 

辛 第 一 问题 是 米 塔 格 一 莱 夫 勒 问题 的 推广 ，P. 库 辛 〔Cousin， 
Pierre, 1867—1933) 在 1895 年 解决 了 G = Gr， 或 

GCC 
时 的 第 一 问题 。 冈 洁 1935 年 证 明 对 所 有 全 纯 域 可 解 。1938 年 
嘉 当 举 出 第 一 个 非 全 纯 域 而 库 辛 第 一 问题 有 解 的 例子 ， 他 用 的 
EFA (Laurent, Pierre Alphonse, 1813—1854) 级 数 ， 这 个 


方法 后 来 被 他 的 学 生 多 次 用 于 解 更 一 般 情形 。 
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库 辛 第 二 问题 是 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 的 推广 。 到 1953 年 才 
由 网 洁 给 出 可 解 条 件 。 不 过 他 的 方法 及 表述 只 有 经 嘉 当 及 塞 尔 
才 直 接近 入 现代 儿 复 变 时 期 。 

1945 年 ， 嘉 当 由 了 勤 瑞 处 听 到 绯 案 的 概念 ， 但 是 当时 没 
有 实际 应 用 。 嘉 当 在 1950 年 首先 把 绯 案 的 概念 引进 多 复 变 ， 
在 1951—1952 EMIT BEE M Sl PERE HARR S. 1952 年 
他 同 塞 尔 的 讨论 ， 引 出 来 著名 的 定理 4 AB, F 1953 年 正式 
发 表 ， 它 们 成 为 以 后 多 复 变 发 展 的 出 发 点 。 首 先 ， 他 定义 施 坦 
因 流 形 ， 它 是 全 纯 域 的 推广 ， 然 后 他 证 明 关于 施 坦 因 流 形 的 定 
EA ALB. , 

定理 4 ”如果 针 是 施 坦 因 流 形 ， 下 为 X 上 凝聚 解析 绯 
索 , 则 对 于 所 有 €X, H (r, F)E Fx 中 的 象 生 成 Qx RY. 

定理 BB MARX CRAM, F 为 世上 凝聚 解析 绯 索 ， 
则 对 所 有 正 整数 q, LANE H(X, 下 ) 均 为 0。 

由 此 可 以 推出 ,对 施 坦 因 流 形 基 , 库 辛 第 一 问题 总 有 解 。 

同年 , BSS REM RBA EM. 如 X 是 紧 复 解析 流 
É, FERRERA, WH (X, F) BARA ARS 
间 ， 同 样 结 果 还 可 推广 到 紧 解 析 空 间 。 它 是 格 劳 尔 特 著名 的 直 
接 象 定理 (在 全 纯真 映射 下 秦 聚 解析 绯 案 的 直接 和 象 也 是 凝聚 绯 
R) 的 出 发 点 。 另 外 他 证 明了 施 坦 因 流 形 上 主 纤维 空间 的 基本 
定理 。 


3.2 ZHE 


微分 流 形 上 的 几何 结构 除了 黎 曼 结构 之 外 ， 当 属 复 结构 。 
在 数学 分 析 中 ， 实 分 析 条 复 分 析 都 很 重要 ， 也 发 展 得 相当 成 
熟 。 在 定义 微分 流 形 的 图 册 中 ， 如 果 两 坐标 图 都 是 解析 相关 
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H, WEE LP RBA, WBE IE M”, € 
的 两 个 复 坐标 图 册 都 与 复 解 析 相 关 ， 则 它 上 面 定义 一 个 复 解析 
结构 。 

实 解析 流 形 自然 存在 光滑 即 C" 结 鬼 ， 反 过 来 惠 特 尼 证 明 
任何 一 个 仿 紧 微分 流 形 上 也 可 以 定义 一 个 实 解析 结构 ， 而 这 个 
实 解析 结构 诱导 出 原来 基础 的 光滑 结构 。 而 且 这 样 定义 的 实 解 
析 结 构 都 是 等 价 的 。 

l 对 于 复 结构 ， 博 形 就 远 为 复杂 。 复 流 形 M2 上 当然 可 以 

确定 一 个 基础 的 实 解析 结构 ， 但 反问 题 则 极为 困难 ， 在 实 解析 
流 形 M2" 上 是 否 存 在 复 结构 ? 如 果 存 在 它 是 否 唯一 ? 这 问题 
只 有 在 简单 的 情形 下 才 有 解答 。 

(1) 对 于 实 解析 的 二 维 连通 流 形 M?， 其 上 存在 复 结构 当 
且 仅 当 M 是 仿 紧 且 可 定向 。 对 平 闭 二 维 流 形 ， 这 些 流 形 的 分 
类 归结 为 拓扑 分 类 ({ 它 是 显然 的 ) 以 及 参 模 的 结构 。 

(2) 对 于 实 解 析 四 维 连通 流 形 ， 其 上 复 结构 的 情况 有 如 下 
3 种 : f 

ORAA, MARE S*。 

久 有 唯一 的 复 结构 ， 如 复 射 影 平面 CP?。 

@ 有 多 种 不 等 价 的 复 结构 ， 如 S? x S? 

这 样 我 们 的 兴趣 主要 是 紧 、 连 通 复 流 形 。 

由 于 紧 、 连 通 复 流 形 上 ， 除 常数 以 外 的 全 纯 函 数 不 存 在 ， 
其 上 的 分 析 相 对 简单 ， 它 的 研究 多 依赖 于 几何 、 拓 扑 和 代数 结 
构 的 研究 。 

% GES HIE X 的 代数 不 变量 是 X 上 亚 纯 函数 全 体 构 
aA K OX), K(X ERROR C 上 是 有 限 扩张 ,其 超越 次 数 4 


SARR n, 而且 狼 (X)7 的 元 素 之 间 函 数 无 关 当 且 仅 当 它们 代 
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数 无 关 。 
在 微分 流 形 的 微分 结构 和 复 结构 之 间 可 能 存在 一 种 近 复 结 
构 , 也 就 是 (1, 1) 型 张 量 场 J, 它 可 看 成 向 量 场 的 线性 变换 , 满足 
P=-1, BH X 上 当然 也 有 这 种 结构 , PERL 
ZEE oc 如 果 满 足 
glz, y)= ge, Jy), (2,9 BX ERB) 
Bt, 则 g PRA X 上 的 埃 尔 米 特 上 度量 。 这 时 
Q= glx, y) 
是 斜 对 称 二 阶 张 量 场 ， 称 为 g 对 应 的 基本 形式 。 而 当 dn =0， 
这 样 的 埃 尔 米 特 度 量 称 为 X LA SL (Kahler, Erich, 
1906 一 ) 度量 ， 具 有 这 种 诬 量 的 复 流 形 ， 叫 做 凯 勒 流 形 。 凯 其 
流 形 的 重要 性 在 于 射影 代数 徐 都 是 帘 勤 流 形 。 但 反 计 来 凯 勒 流 
形 不 一 定 是 代数 艇 ; 最 典型 的 例子 是 复 环 面 。 另 一 方面 ， 也 存 
在 非 凯 勒 流 形 的 复 流 形 ， 例 如 秆 普 夫 流 形 。 . 
复 流 形 主要 的 具体 结果 见于 复 解 析 上 曲面。 复 解 析 曲 面 中 一 
大 类 是 代数 曲面 ， 小 平 邦 彦 在 分 类 代数 曲面 的 基础 上 ， 在 20 
世纪 60 年 代 完 成 了 对 复 解析 曲面 的 粗 分 类 。. 
由 于 K(X) 的 超越 次 数 4 委 复 维 数 2， 因 此 复 解 析 曲 面 有 
三 大 类 : 
d=2, X 是 射影 空间 的 代数 曲面 。 
d=4， 芒 是 代数 曲线 上 椭圆 曲线 从 (具有 有 限 多 例外 纤 
WE), - . 
dz=0， 和 上 如 无 例外 曲线 ， 则 b, 只 能 取 三 个 值 : 
pi=4， 半 是 复 环 面 ; 
=0, X ÆK3 HH, CNA, 
b,=1, X ZEBAKKDS, 
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进一步 分 类 可 以 用 到 饭 高 茂 (litaka, Shigeru, 1942—) 在 
1970 年 定义 的 小 平 维 数 扩 {X)。 对 复 曲 面 它 可 以 取 值 0，1， 
2 以 及 -ceo。 这 样 即 可 用 天 以 及 广义 的 代数 几何 不 变量 ， 几 
何 亏 格 Py, SSH Po, EWR g 以 及 拓扑 不 变量 5 把 解 
析 曲 面 加 以 分 类 。 

解析 曲面 极 小 模型 分 类 


K P; Piz q by 
2 >0 一 般 型 代数 曲面 


d 
3 RATA Hy AA 09 Hi e ih E 
2 A A A h 

1 STWAH Re 
0 K3 曲面 

0 T Fe My BB 

0 有 理 曲 面 
FRH 9 的 直 纹 曲面 
1 Ws the 


pars 
hy 
Ñ 


= Vslooe enw nl: 


值得 注意 的 是， 许多 复 解析 曲面 一 般 不 是 代数 曲面 ， 解 析 
曲面 是 代数 曲面 的 充分 必要 条 件 是 在 其 上 存在 两 个 代数 无 关 的 
亚 纯 函 数 ， 典 型 的 有 : 

(1) AmE T (C), ERREZA C/Pr, rÆ 中 一 
T T? (C) PAR TE A PE F E E 

T4= six six six gt, 
但 T? (C) 的 复 结构 依赖 于 格 r. 
(2) 元 普 夫 曲面 HH， 它 是 微分 流 形 SI x S 上 一 个 非 代数 


的 复 结构 。 设 Y=C? - 101，c<>0， #8 GEY 上 作用 
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(Zis Za (eZ, AZ.), EZ, 
G 在 Y 上 作用 没有 不 动 点 ， 则 三 = Y/G，H 上 有 由 YY BS 
出 的 自然 复 结构 ， 但 它 不 是 代数 流 形 。 

和 遂 常 的 复 流 形 概念 不 能 概 插 有 奇 点 的 簇 ， 因 此 有 必要 加 以 
推广 。 在 1951—1952 年 讨论 班 上 ， 嘉 当 首 先 尝试 定义 解析 空 
间 。 在 1953 一 1954 年 讨论 班 上 ， 他 正式 引入 “ 环 式 空间 ” 
(espace annelé )， 从 而 定义 正规 解析 空间 。1958 年 ， 他 证 明正 
规 解析 空间 可 以 幅 入 在 C 之 中 。 对 于 一 般 的 解析 空间 ，1960 
年 嘉 当 给 出 它 模 一 个 不 连续 群 所 得 的 商 熊 仍 为 解析 空间 的 条 
件 。 
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4 代数 几何 学 


4.1 HE 


代数 几何 学 的 对 象 原 来 是 欧 氏 平面 中 的 代数 曲线 ， 即 由 多 

项 式 

P (x, y) =0 
定义 的 轨迹 ， 以 及 三 维 欧 氏 空间 中 的 代数 曲线 及 曲面 ， 后 来 推 
广 到 高 继 欧 氏 空间 中 的 代数 方程 组 所 定义 的 代数 徐 ， 即 由 多 项 
式 方程 组 

P(X X27, X,) =9, 

Py( Xis Xs, +", X,) =O, 


P(X Xo. °°, X,) =O 
定义 的 n SAY PH PIE—_AEE A, 

最 简单 的 代数 曲线 一 一 直线 和 图 各 民族 都 有 认识 。 古 希腊 
已 经 知道 圆锥 曲线 和 一 些 三 次 、 四 次 代数 曲线 ， 但 系统 研究 还 
是 从 17 世纪 解析 几何 学 创立 后 进行 的 。 解 析 几 何 学 对 于 二 次 
代数 曲线 和 曲面 已 有 相当 完整 的 结果 ， 从 牛顿 开始 已 着 手 对 于 
三 次 代数 曲线 进行 分 类 ， 得 出 72 类 ， 后 来 取经 过 别人 补充 并 
开始 四 次 代数 曲线 的 分 类 。 这 种 分 类 由 于 过 分 繁琐 而 无 法 进行 


下 去 ， 这 推动 解析 玫 何 学 向 代数 几何 学 过 法 ， 也 就 是 在 更 粗糙 
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的 水 平 上 进行 分 类 和 进行 更 一 般 的 理论 研究 。 

18 世纪 ， 代 数 几 何 学 的 基本 问题 是 曲线 和 曲面 的 交 截 问 
题 ， 这 在 代数 掌上 是 消去 法 间 题 ， 这 时 得 到 最 基本 的 定理 是 由 
#1 (Bezout, Etienne, 1739—1783) 定理 。 随 着 19 世纪 射影 
玫 柯 学 的 兴起 ， 开 始 用 射影 几何 方法 研究 代数 曲线 ， 其 中 引进 
LFA RRA KER RD tp 

P (Xo Xi X2) =0 

来 表示 代数 曲线 ， 特 别 是 坐标 也 从 实数 扩张 到 复数 。 德 国 数学 
家 普 昌 克 尔 在 1834 年 得 出 平面 曲线 的 普 吕 克 尔 公式 ， 它 联系 
平面 代数 曲线 的 次 数 、 类 数 、 二 重 切 线 数 、 揭 点 数 等 等 ， 特 别 
由 此 证 明 一 切 三 次 曲线 均 有 9 个 拐点 。1839 年 他 发 现 四 次 曲 
线 有 28 条 二 重 曲线 、 其 中 至 多 8 条 是 实 的 。 

代数 几何 学 的 产生 应 该 说 反 袭 昌 开 始 。 黎 曼 的 函数 论 方法 
极 大 地 促进 了 代数 几何 学 的 发 展 ， 它 把 代数 曲线 作为 复归 面 上 
的 函数 论 来 研究 ， 黎 曼 更 引进 第 一 个 双 有 理 变换 不 变量 一 一 气 
格 ， 开 辟 了 代数 元 何 学 新 的 一 章 。 他 和 他 的 学 生 洛 赫 得 出 柳 曼 
一 洛 赫 定 理 是 代数 曲线 的 基本 定理 ， 也 是 各 种 推广 的 出 发 点 。 
黎 曼 还 引进 参 模 的 概念 ， 证 明 导 格 为 g (g22) HAE 
可 约 代 数 曲 线 的 双 有 理 等 价 类 依赖 于 3g - 3 CESR., RE 
去 世 之 后 ， 他 的 成 就 为 各 种 流派 所 继承 。 首 先是 德国 数学 家 友 
Æ ø ft (Clebsch, Rudolf, 1833—1872) 重新 把 的 晚 用 函数 论 
方法 得 到 的 改写 成 代数 曲线 的 结果 ， 而 他 的 学 生 M: 诺 特 
(Noether, Max, 1844—1921) 则 和 是 代数 用 何方 向 的 首创 者 ， 
他 在 1871 年 首次 证 明 平 面 民 数 曲线 的 青 点 解 消 定理 ，1874 年 
FWA (Brill, Aleander, von, 1842—1935) 合作 ， 引 进 线 
性 系 的 概念 ， 给 歼 蝎 一 洛 赫 定 理 一 个 代数 的 证 明 。1882 F M 
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庶 特 和 法 国 数学 家 哈 尔 芬 〈【Halphan，Georges Henri, 1844— 
1889) 把 他 们 的 工作 推广 到 空间 代数 曲线 上 。 间 年 ， 诺 特 给 出 
三 维 射影 空间 内 代数 曲线 分 类 的 表 ， 戴 德 金 和 韦伯 开辟 了 以 理 
想 为 基础 的 代数 方向 ， 而 克 洛 耐克 则 开辟 了 以 除 子 为 基础 的 算 
术 方向 。 

到 19 世纪 中 时 ， 代 数 曲 面 只 有 零散 的 特殊 结果 。1849 
年 ， 英 国 数学 家 萨 尔 重 (Salmon, George, 1819-—1904) FAL 
竺 证 明 在 没有 奇 点 的 三 次 代数 曲面 上 存在 27 条 直线 。 一 直到 
1868 年 克 莱 布 什 才 从 双 有 理 变换 观点 讨论 代数 曲面 。 他 定义 
第 一 类 重 积 分 ， 并 证 明 其 线性 独立 的 最 大 数目 是 双 有 理 不 变 
E., PALMS Po ESRB 1869 年 由 另外 途径 引进 的 
BRS P, 一 般 并 不 相等 (1871 年 措 玉 登 《Zeuthen， Hi- 
erongmus Georg, 1839—1920) 及 诺 特 在 1875 年 证 明 其 双 有 
理 不 变性 )。 从 1870 年 起 ，M' 诺 特 发 展 了 他 的 思想 ， 他 还 引 
进 曲 面 的 线性 亏 格 P'， 并 研究 曲面 上 代数 曲线 得 出 曲线 亏 
格 公式 。. 他 还 引进 例外 曲线 的 概念 。 

从 19 世纪 80 年 代 末 起 ， 意 大 利 的 代数 几何 学 派 继承 了 
M. 诺 特等 的 几何 思想 ， 开 始 对 代数 儿 何 学 ， 尤 其 是 代数 向 面 
进行 研究 ， 其 主要 代表 人 物 是 卡 斯 泰 努 锋 (Castelnuovo, Gui- 
de，1865 一 1952 )、 恩 瑞 克 斯 (Enriques, Federigo, 1871 一 
1946) FLPMA REA (Severi, Francesco, 1879—1961), fit 
EEH RERA HAHA. AARE RE 
(Bertini, Eugenio, 1846—1933) 在 1877 年 给 出 平面 对 合 变换 
的 分 类 。1893 年 ， 卡 斯 泰 努 沃 解 决 了 呈 略 特 (Liroth, Jacob, 
1844—1910) 问题 ，1896 年 他 提出 并 解决 用 数值 不 变量 刻 带 


有 理 曲 面 的 问题 。 代 数 曲线 是 有 理 曲 线 的 充分 且 必 要 条 件 是 亏 
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格 为 0， 而 对 于 曲面 则 有 多 种 不 变量 ， 除 了 P, Pu PPS 
外 ， 还 有 轧 瑞 克 斯 引进 的 多 亏 格 P，(& 关 2)。 与 曲线 的 情形 不 
E. P= 已 =0 还 不 足以 保证 代数 曲面 是 有 理 曲面 ， 要 保证 这 
AM OER P= P:=0。 轧 瑞 克 斯 给 出 曲面 是 直 纹 曲 
面 (直线 与 一 个 亏 格 为 g 的 曲线 的 乘积 ) 的 充分 必要 条 件 是 
Ps = Pe 一 0。 另 外 还 发 现 一 些 特殊 的 曲面 ， 最 主要 的 是 恩 瑞 克 
斯 六 阶 曲面 和 K3 曲面 。K3 曲面 的 一 个 特殊 情形 是 1864 46 
默 尔 引进 的 具有 16 个 二 重点 的 四 阶 库 默 尔 曲 面 。 这 一 切 都 导 
致 恩 珊 克 斯 在 20 世纪 初 一 系列 论 交 中 对 于 曲面 的 分 类 。1914 
年 ， 由 Pi 的 不 同 分 成 四 大 类 。 意 大 利 学 派 这 方面 的 成 果 总 结 
在 1949 年 出 版 的 扎 瑞 克 斯 的 《代数 曲面 》 一 书 中 。 

与 意大利 学 派 大 约 同 时 的 是 法 国 数学 家 使 用 的 超越 方法 ， 
从 某 种 意义 上 来 讲 ， 这 是 获 曼 研究 代数 曲线 观点 的 直接 继续 , 
只 不 过 把 单 变量 代数 函数 论 推广 成 两 个 蛮 量 代数 函数 论 ， 即 由 
三 个 复 变 量 的 不 可 约 多 项 式 P (x; y, z) =0 定义 的 代数 函 
数 。 黎 晕 研 究 的 歼 曼 面 的 拓扑 结构 黎 受 面 上 的 有 理沙 数 及 阿 
贝尔 积分 都 被 庞 加 莱 及 毕 卡 推广 到 代数 曲面 上 ， 但 是 代数 曲面 
的 情形 要 复杂 得 多 。 毕 卡 在 1899 年 发 展 了 第 二 类 二 重 积分 理 
论 ， 不 过 其 线性 独立 的 数目 与 亏 格 无 关 。 


4.2 ”抽查 代数 几何 学 


古典 代数 几何 学 主要 研究 三 维 复 射 彩 空间 CP, 中 的 代数 
曲面 和 代数 曲线 ， 实 际 上 与 复 分 析 不 可 分 。 但 是 无 论 从 理论 上 
还 是 从 应 用 上 讲 ， 者 要求 对 代数 玫 何 学 做 推广 。 例 如 把 基本 定 
理 ， 即 黎 芝 一 洛 赫 定理 推广 到 代数 曲面 及 高 维 代数 能 上 ， 多 个 
代数 簇 的 交 截 问题 ， 舒 伯 特 (Schubert, Hermann, 1848— 
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1911) 的 计数 几何 的 严密 基础 问题 〈 这 是 希 尔 伯 特 第 15 问题 ) 
等 ， 尤 其 是 许多 数论 问题 更 要 求 有 限 域 的 求解 ， 这 些 都 促使 代 
数 几何 学 的 抽象 化 。 从 20 世纪 30 年 代 起 ， 抽 象 代数 学 、 代 数 
拓扑 学 、 微 分 几何 学 的 发 展 为 代数 几何 学 的 抽象 化 提供 了 许多 
新 工具 。 
抽象 代数 几何 学 来 源 于 把 代数 能 与 交换 环 的 理想 对 应 起 

来 。 给 定 一 组 复 系数 多 项 式 

fo€ CL Xs) Xs], 
其 实 也 就 是 给 定 多 项 式 环 C[ Xi,…, X, ] 中 由 f ERBEN, 
它 对 应 f 的 公共 零点 的 轨迹 

X= VU). 
反 过 来 ,如 XCO EREE, 我 们 令 

HXICCIX Xe 
为 在 X 上 为 零 的 多 项 式 理想 ,这 样 我 们 在 理想 和 代数 会 之 间 就 
有 下 面 的 双边 对 应 

1C" PETRIE == C[X1,…, X,] 中 的 理想 1。 
但 是 ,这 个 对 应 不 是 一 一 对 应 ;1 和 V. 在 一 个 方向 合成 是 恒 同 
映射 ,在 另 一 方向 就 不 是 。 具 体 说 来 ,如 XCA", M 

VUU(X)) =X, 
但 反 过 来 ,对 于 理想 J, 一般 

KVL 
TERM TV 一 般 既 不 是 内 射 也 不 是 满 射 , BT I V 的 象 正 
好 是 理想 J 的 根基 , 即 rad J, 

ICV(J)) = rad Jo 


它 是 在 了 的 公共 零点 的 轨迹 上 为 零 的 函数 所 生成 的 理想 , 这 样 
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我 们 最 终 有 一 个 一 一 对 应 

Cn" PTR X— CX. Xa ] 中 的 根基 理想 rad Jo 
这 样 一 来 ， 我 们 就 可 以 通过 交换 环 的 理想 理论 来 研究 代数 能 
了 ， 这 是 继 笛 卡 尔 第 一 次 几何 代数 化 之 后 ， 第 二 次 几何 代数 
化 ， 只 不 过 这 次 代数 化 的 代数 已 不 是 经 典 数 学 的 代数 而 是 结构 
数学 中 的 抽象 代数 结构 了 。 

设 XCCn 为 一 个 代数 艇 , 1(X) 为 其 理想 , 商 环 

A=A(X)=C[X,,°°, Xa ICX} 
称 为 x 上 正则 画 数 环 或 XX HLM. HR 
J=rad J 的 一 个 充分 必要 条 件 , 即 商 环 

COX XVI 
FERPA. . 

HX BEM fe 1(X) 公 共 零 点 的 轨迹 ,因此 处 由 及 
完全 决定 。 实 际 上 XX 的 任何 几何 性 质 都 可 以 表示 为 4 的 代数 
性 质 。 例 如 , X 的 一 点 就 是 上 (和 ) 中 的 一 个 极 大 理想 , 两 个 代数 
簇 XX, Y 之 间 的 映射 就 是 C 上 的 环 同 态 

A(Y)——A(X), 
这 样 我 们 把 代数 几何 学 转变 成 交换 环 的 理论 而 成 为 结构 数学 的 
有 机 组 成 部 分 。 不 仅 如 此 ， 我 们 还 可 以 把 复数 域 C 换 成 为 任 
何 代数 封闭 域 ， 特 别 是 有 限 域 F(q) 的 代数 封闭 域 。 

代数 几何 学 由 经 典 到 抽象 的 过 程 大 致 分 为 四 个 阶段 : 

(1) 双 有 理 几 何 时 期 (1870—1920) 

这 时 期 确立 的 代数 几何 学 的 目标 是 ， 引 进 双 有 理 不 变量 ， 
通过 双 有 理 变 换 解 消 奇 点 ， 证 明 不 变量 之 筒 的 关系 主要 是 黎民 
一 洛 赫 定理 ， 然 后 在 双 有 理 意 义 下 把 代数 艇 加 以 分 类 ， 这 通过 
意大利 几何 学 派 在 分 类 代数 曲面 上 达到 尽头 。 
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(2) 抽象 代数 几何 学 时 期 (1920 一 1955) 

20 世纪 20 ER, ET E FARRA FNR, wE 
“瓦尔 登 首先 把 抽象 代数 学 引进 代数 几何 学 ， 特 别 是 使 得 代数 
几何 学 严密 化 。 查 瑞 斯 基 从 1930 年 继 莱 夫 谢 兹 之 后 把 拓扑 工 
有 具 引 入 代数 几何 学 ， 同 时 他 还 用 交换 环 理论 改造 代数 几何 学 。 
其 后 主要 是 魏 伊 完成 了 抽象 代数 几何 学 ， 这 意味 着 : 

中 由 复数 域 到 一 般 特 征 0 的 代数 闭 域 到 更 一 般 特征 p 的 
域 。 

名 代数 馈 内 在 的 定义 ， 而 不 依赖 外 围 的 复 射影 空间 。 

(G) 概 形 时 期 (1955—) 

将 罗 登 迪克 把 代数 几何 学 发 展 为 一 般 的 梳 形 理论 ， 使 代数 
几何 学 成 为 交换 代数 的 一 部 分 ， 这 还 为 非 交 换代 数 几 何 开辟 道 
ie 
-- C4) 结构 统一 时 期 (1975 一 ) 

1975 年 以 后 ， 代 数 几 何 与 拓扑 、 微 分 几何 、 复 几何 乃至 
物理 形 克 了 大 统一 的 局 面 ， 彼 此 相关 、 互 相 促进 。 特 别 是 由 于 
规范 场 理论 的 引入 ， 四 维 流 形 的 拓扑 取得 重大 突破 ， 同 时 使 代 
数 曲 面 理 论 对 四 维 拓 扑 产生 积极 影响 。 

下 面 我 们 就 5 个 主题 稍稍 论述 一 下 。 

1. 双 有 理 几 何 学 . 

由 于 双 有 理 变 换 的 引入 ， 完 成 了 解析 几何 学 到 代数 几何 学 
的 转换 。 和 解析 几何 学 通常 使 用 线性 变换 ， 得 出 过 细 的 分 类 (三 
次 平面 曲线 可 达 几 十 种 上 百 种 )， 反 而 掩盖 了 几何 上 的 本 质 区 
别 。 以 双 有 理 迹 换 不 变 的 几何 性 质 为 基础 ， 可 以 得 出 更 深刻 的 
几何 分 类 。 


研究 代数 艇 的 双 有 理 变 换 的 首要 问题 是 确定 双 有 理 不 变 
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量 。 对 于 平面 代数 曲线 ， 双 有 理 不 变量 主要 是 亏 格 及 参 模 。 由 
于 双 有 理 不 变量 必定 是 射影 不 变量 ， 因 此 ， 首 先 要 解决 如 何 把 
它 表 为 射影 不 变量 的 问题 。 黎 汉 通 过 引进 伴随 曲线 ， 已 经 把 亏 
格 g 表 为 代数 方程 次 数 与 重点 数目 的 阔 数 ， 不 过 他 没有 用 章 
次 方程 ， 因 此 并 非 射 影 表 示 。1870 FM WERE n RHE 
代数 曲线 只 有 和 通常 奇 点 ， 即 和 阶 重 点 处 有 条 不 同 的 切线 ， 
这 样 他 得 出 一 般 亏 格 公式 
g=i(n —1)(Cn—2)-— PAG -1), 
国 此 , 如 代数 曲线 没有 奇 点 , 则 亏 格 
g=4(n-V(n-2). 
HNABRAF ARSE ARK. 

RABERARERAES SHAM, WA Se 
手段 。 代 数 函 数论 中 的 紫 蛇 曲面 对 应 的 牧 数 曲线 是 光 请 的 或 者 
说 是 没有 奇 点 的 ， 但 一 般 的 代数 曲线 乃至 一 般 的 代数 艇 是 有 奇 
点 的 。 展 数 几 和 何 学 中 的 一 个 基本 问题 是 奇 点 解 消 ， 耻 就是， 通 
过 双 有 理 变 换 把 一 个 有 奇 点 的 代数 艇 变换 成 没有 奇 点 或 仅 有 
“E FARKE., 

对 于 复 射 影 空间 中 的 不 可 约 平面 代数 曲线 ， 情 况 最 为 理 
想 ， 通 过 双 有 理 变换 总 可 以 把 奇 点 完全 去 掉 ， 使 得 它 成 为 光滑 
的 代数 曲线 。 由 于 它 是 复 一 维和 的 ， 它 的 几何 形象 就 是 通常 二 维 
的 光滑 闭 曲 面 。 这 样 代数 曲线 的 几何 图 笋 完全 反映 在 这 些 光滑 
闭 曲 面 的 几何 形象 之 中 。 

2. FAEN 

拿 代数 曲线 来 讲 ， 它 上 面 的 点 一 般 来 说 大 多 数 是 常 点 ， 个 
OBA. KAR CORAM) 自己 与 自己 相交 ， 那 
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人 么 在 这 一 交点 处 ， 曲 线 就 有 两 条 不 相同 的 切线 ， 这 样 的 点 就 是 
普通 的 奇 点 。 有 时 ， 这 两 条 (HELK) 切线 重合 在 一 起 【 比 
如 兴 点 )， 表 面 上 看 起 来 好 像 同 常 点 一 样 也 只 有 一 条 切线 ， 而 
实际 上 是 两 条 切线 (或 多 条 切线 ) 重合 而 成 《好像 代数 方程 的 
重 根 )， 这 样 的 点 称 为 二 重点 〈 或 多 重点 )。 对 于 代数 曲面 来 
说 ， 奇 点 就 更 为 复杂 了 。 奇 点 解 消 问 题 ， 顾 名 思 义 就 是 把 奇 点 
分 解 或 消去 ， 也 就 是 说 通过 坐标 变换 的 方法 把 育 点 消去 或 者 变 
成 只 有 最 简单 的 奇 点 。 这 个 问题 的 研究 已 有 上 百年 的 历史 了 。 
而 坐标 变换 当然 是 我 们 比较 熟悉 的 尽 可 能 简单 的 变换 ， 如 多 项 
式 变换 或 有 理 式 变换 。 而 行 之 有 效 的 最 简单 变换 是 二 次 变换 和 
双 有 理 变换 。 很 早 就 已 经 证 骨 ， 代 数 物 线 的 奇 点 可 以 通过 双 有 
理 变换 予以 解 消 。 从 19 世纪 末 起 ， 许 多 数学 家 就 研究 代数 曲 
面 的 奇 点 静 消 问题 ， 租 是 论述 都 不 能 算 很 严格 。 问 是 是 通过 变 
换 之 后 ， 某 个 奇 点 消去 了 ， 是 否 还 会 有 新 奇 点 又 生出 来 呢 ? 一 
直到 20 世纪 30 年 代 ， 沃 克 和 查 瑞 斯 基 才 完全 解决 代数 曲面 的 
奇 点 可 以 解 清 这 个 问题 。 不 久之 后 ， 查 瑞 斯 基于 1944 年 用 严 
格 的 代数 方法 解决 了 三 维 代 数 能 问题 。 商 维 的 情况 就 更 加 复杂 
了 。 广 中 平 禧 运用 许多 新 工具 ， 纲 致 地 分 析 了 各 种 情况 ， 最 后 
用 多 步 当 纳 法 才 最 终 完 全 解决 这 个 问题 。 这 简直 是 一 项 巨大 的 
工程 。 它 不 仅 意 昧 敬一 个 间 题 圆满 解决 ， 而 且 有 着 包 方 面 的 应 
用 。 

3， 黎 蝎 一 党 赫 定 理 

1951 SE) FIP SRR HAR RIS ae ST BIR 
数 曲面 情形 ， 把 原 认 意大利 数学 家 的 不 等 式 变 成 等 式 。 照 这 样 
推广 下 去 到 高 维 存在 许多 困难 。 德 国 数学 家 希 末 布 鲁 赫 当 时 在 


普林斯顿 高 等 研究 院 同 小 平 邦 凑 的 讨论 得 知 塞 尔 了 解 如 何 把 黎 
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2 SRE TYREE LARA, ATR 
OV SE EM AR. 1953 年 底 又 知道 托 姆 的 配 边 
理论 ， 于 是 在 1954 年 一 举证 明 一 般 情 形 的 黎 虽 一 洛 赫 定 理 。 
1958 年 格 罗 登 迪 克 又 推广 到 更 一 般 的 情形 ， 最 后 纳入 阿 提 雅 
一 辛 格 指标 定理 。 

4. FRB 

虽然 从 20 世纪 30 年 代 起 ， 范 : 德 :瓦尔 登 在 十 几 篇 论文 中 
已 经 为 代数 几何 学 -- 些 概念 (如 “一 般 点 ”) 给 出 了 严密 的 定 
X, E RRER HRA R, BERRI RT 
题 。 他 还 把 定义 域 由 复数 扩充 到 一 般 的 代数 封闭 域 (特别 是 特 
征 不 等 于 0 的 域 ， 从 而 为 数论 问题 的 解决 打通 道 路 )。 他 还 第 
一 次 把 代数 艇 的 概念 由 射影 空间 中 解放 出 来 ， 也 就 是 给 出 一 个 
“内 在 的 ”定义 ， 相 应 地 对 于 代数 和 能 的 其 他 概念 也 做 了 推广 。 
1949 年 魏 伊 又 把 纤维 空间 概念 引进 理论 当中 。 

魏 伊 完全 从 新 的 观点 定义 代数 艇 。 过 去 ， 代 数 艇 是 实数 或 
复数 域 上 代数 方程 组 的 零点 集 。 魏 伊 一 方面 推广 到 任意 域 ， 另 
一 方面 用 几何 的 方法 内 区 地 定义 代数 捷 ， 而 不 依赖 外 围 的 射影 
空间 。 他 定义 完全 伪 的 概念 ， 证 明 古 典 复 射 影 空 间 中 的 代数 能 
均 是 完全 的 。 他 认识 到 查 瑞 斯 基 拓 扑 在 定义 抽象 筷 中 的 重要 作 
用 。 为 了 在 数论 上 的 应 用 ， 他 还 考虑 不 可 分 扩张 的 情形 。 他 的 
《代数 几何 学 基础 》 完全 避 开 了 古典 分 析 的 语言 及 方法 。 更 一 
般 的 代数 能 来 源 于 1956 年 塞 尔 的 工作 。 塞 尔 把 多 复 变 函 数论 
中 绯 索 的 语言 引 到 抽象 代数 科 上 ， 把 抽 参 代数 簇 定义 为 环 式 空 
闻 ， 这 样 代数 能 成 为 其 有 查 瑞 斯 基 拓扑 的 拓扑 空间 ， 从 而 可 以 
建立 上 同调 理论 ， 这 样 可 以 给 出 算术 气 格 等 古典 不 变量 一 个 上 
间 调 解释 。1958 年 ， 格 罗 登 迪克 定义 了 出 代数 厅 远 为 一 般 的 
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概 形 概 念 。 

5. Pay SL RRB 

阿 贝 尔 复 理论 是 阿 贝尔 函数 论 的 推广 及 抽象 。 魏 伊 的 数论 
工作 都 是 与 阿 贝 尔 艇 相关 。1948 FRAPE (MURERE 
曲线 》 中 正式 提出 阿 贝尔 复 的 理论 ， 他 的 贡献 一 是 把 定义 域 从 
BRR C 推广 到 任意 代数 闭 域 上 ， 二 是 把 原来 的 解析 理论 发 展 
为 代数 理论 ， 对 阿 上 贝尔 入 他 做 了 葛 基 性 工作 ， 证 明 一 系列 基本 
定理 并 应 用 于 数论 。1952 年 构造 毕 卡 簇 ，1954 年 证 明 抽 象 阿 
册 尔 艇 的 射影 贬 入 定理 ， 其 中 证 明 重 要 定理 ; WX BER 
RA 上 正 除 子 ， 则 存在 正 整 数 *， 使 nX 的 类 为 丰富 的 充分 必 
要 条 件 是 X 非 退 化 。1955 年 引进 极 化 及 主 极 化 的 概念 ， 它 们 
是 区 分 雅 可 比 艇 与 一 般 阿 贝尔 徐 的 关键 。 


4.3 代数 曲线 


经 典 的 代数 几何 学 所 研究 的 曲线 是 
flx, y)=0, 
或 者 加 入 无 穷 远 点 得 到 章 次 方程 
flx, y. 2)=0, 
{z, yz) 是 射影 平面 的 齐 次 坐标 。 如 f EA AR 


( 即 对 于 (z,y, 2) 40, ZE, 20, SER ag Hy 0), WRTA 


复 变 元 来 参数 化 , AIT RE MT. RE, AUR 
黎 唱 面 或 一 维 复 解析 流 形 。 按 照 结 构 数 学 观点 ， 下 面 三 个 理论 
实际 上 是 一 回 事 : 

(1) 代数 曲线 ; 


(2) 紧 黎 学 曲面 ; 
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(3) 一 变 元 代数 函数 域 。 
它们 分 别 代表 同一 个 对 象 的 几何 的 、 分 析 的 、 代 数 的 方面 。 几 
何 的 和 代数 的 观点 都 已 经 相当 的 结构 数学 化 ， 但 是 分 析 的 观点 
从 历史 上 来 讲 ， 是 最 长 的 ， 也 是 最 具体 的 。 它 的 最 自然 的 问题 
是 : ERRSMLASS SAME RR? 

MESA eH, EERE, RAK RU HSAR 
数 。 

对 于 亚 纯 国 数 ， 由 于 任何 亚 纯 函 数 都 是 (r, yv) 的 有 理 
函数 ， 这 就 多 得 很 了 。 一 个 定 生 的 问题 就 是 这 些 亚 纯 函 数 有 多 
少 是 线性 独立 的 。 当 然 这 还 必需 指定 不 同 的 极点 及 其 上 给 定 的 
BM, MP. P, 是 黎 曼 面 上 不 同 的 点 。 若 nl，…，n, 
为 正 整数 ， 我 们 考虑 所 有 在 P ban, 阶 的 极点 的 亚 纯 函数 
9， 它 没有 任何 其 它 极点 ， 这 样 我 们 可 以 形式 地 定义 除 子 

D= ÈnP,, 
TH (D) 是 上 述 所 有 p 的 空间 ， 则 
kh (D) =dimH (D) <1+d, 
EP d-dg D= Sin, REHA SH, RRE: 而 当 
FRANTA, RNB SHRM RSs 
定理 ; 
A(D)=1+d-(g-i(D)), 
其 中 (DA D 的 特性 指数 ; 即 在 D 上 为 零 的 独立 全 纯 微 分 的 
数目 ( 即 在 P; HFA =n) Ait 
Oi(D)SEg, 
全 纯 微 分 的 零点 总 数 恒 为 2g - 2, 因此 当 
deg D>2g -2 
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时 , 则 
i(D)=0. 
1. RHA 4S 
代数 曲线 C 的 不 变量 一 是 数值 不 变量 亏 格 , (BSR. F 
格 有 很 多 的 表现 , 这 是 后 来 推广 的 基础 。 


(1) g = 环 柄 数 = 5 6), 这 是 拓扑 定义 。 


(2) g = Fei- 2), cr 是 陈 数 ,这 是 微分 几何 定义 。 

(3)g = dimH1(C, A), BE C 上 全 纯 函 数 芽 的 绯 案 , 这 
是 复 几何 的 定义 。 

(4)g =1- P.(o); Pe(z) 是 着 尔 伯 特 多 项 式 ,这 是 环 论 的 定 
Mo 

(5)g = HC, 1), 即 C 上 第 一 类 阿 贝尔 积分 金 体 构成 复 
数 域 上 向 量 空间 的 维 数 , 这 是 复 分 析 的 定义 。 
(6)g=deg D+1-1(D)+4(& ~ DD), 这 是 代数 几何 学 的 
定义 。 | 

(7jg =1~ n+ 要 ,这 是 单 变 元 代数 函数 论 的 定义 。 

(8)g= 才 (2 -1)(d 一 2) 7, 这 是 古典 几何 双 有 再不 变量 

Bae l ` f l 

代数 曲线 粗 分 类 完成 之 后 ， 细 分 类 就 是 参 模 问 题 。 对 于 g 
2 的 代数 曲线 ， 双 有 理 等 价 类 依赖 于 3g - 3 个 复 参数 。 这 些 
等 价 类 构成 一 个 6g -6 维 空间 ， 其 结构 十 分 复杂 。 

1965 年 ， 美 国 数学 家 曼 福 德 (Mumford, David, 1937—) 
证 明 ， 任 意 代数 闭 域 气 格 为 g 的 代数 曲线 的 参 模 空间 M， 具 


AMBRE (HE) 结构 。1969 年 德 林 (Deligne, Pierre, 
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1944—) 及 曼 福 德 证 明 M, 是 不 可 约 拟 射 影 代数 和 能。 塞 苞 利和 曾 
猜想 它们 是 有 理 的 ， 并 证 明 g 拟 0 时 是 有 理 徐 的 象 ， 但 曼 福 德 
等 人 证 明 g 223 时 非但 不 成 立 ， 而 且 参 模 还 是 一 般 型 代数 徐 
的 。 . 
与 参 模 空间 结构 有 关 的 变型 理论 于 1955 年 由 小 平 邦 刻 及 
Wr ZB (Spencer, Donald, 1912—) 系统 给 出 。 
2. HEAT Heme 
在 研究 代数 曲线 的 间 题 时 ， 常 常用 到 “过 渡 到 菲 可 比 簇 ” 
Hak, AM, ROR FARE HR. 
首先 每 条 复 代 数 曲 线 对 应 一 个 殖 曼 曲面 〈 它 是 复 一 维 紧 的 
复 流 形 )， 则 面 的 孔洞 数目 就 是 它 的 亏 格 fg， 因 为 它 是 一 个 复 
曲面 ， 每 一 点 的 开 邻 域 w 部 可 以 用 复 坐标 片 来 表示 ，w 上 的 
全 纯 微 分 形式 局 部 可 表示 为 《2Z) d2， 其 中 Z 是 复 参 量 ，7 
是 全 纯 函 数 ， 它 可 沿 着 u 中 一 条 路 径 > 进行 积分 
f fl(Z)d2Z, . 
这 些 都 同 复 变 函 数论 中 所 学 的 没有 什么 不 同 。 但 是 现在 的 复 流 
形 上 不 止 一 个 复 坐 标 片 ， 这 个 黎 曼 面 因为 紧 ， 总 可 以 找 有 限 多 
个 复 坐标 片 xf，xa，…，z 来 覆盖 它 。 一 个 全 纯 微分 形式 如 
ER Bi oj Nu, 中 都 相等 ， 那 么 我 们 就 可 以 定义 
整个 歼 曼 面 上 的 全 纯 微 分 形式 ， 这 样 黎 曼 面 上 所 有 全 纯 微 分 形 
式 的 集合 构成 一 个 复数 域 上 的 线性 空间 Nn (X), EWER 
正好 等 于 亏 格 g 我 们 可 以 把 它 的 基 定 义 为 Wl 95 °°" s Wyo 
HPUFRER SAME. 我 们 就 有 积分 
Ja, 
ii Am ARSE rir 同 伦 , 即 ri, r 互相 连续 变形 , 则 
| w= |n wo 
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因此 ,我 们 可 以 定义 从 闭 轨 道 的 等 价 类 空间 CX, Z) 到 2X) 
的 对 俑 空间 上 的 周期 映射 
p:H,(X, Z) —0 (X) 
TEYAT BR ER HE S ME A ARE PY HE BT. 
可 以 证 明 , p 是 一 一 的 映射 , p PORE Q(X) ”中 构成 一 个 格子 
A EH 
J rai 
构成 ,因此 4 称 为 周期 格 , 而 g 维 复 环 面 
MCX)" /A 
RA X 的 雅 可 比 艇 ， 记 作 Jac(X). FEN] EA AE HER, 
主要 是 ， 
(1) FETUS g 维 复 环 面 。 
(2) 雅 可 比 复 是 阿 贝 尔 徐 ， 即 它 既 是 代数 和 佬 又 是 阿 贝 尔 
BE. A, MX 是 定义 在 其 上 亏 格 为 g 的 代数 曲线 ， 刚 
Jac (X) TRAE 上 一 1 (123) 维 的 复 射 影 空间 之 中 ， 而 且 
RET AR SH 8 函数 写 出 来 。 
(3) 每 条 代数 曲线 也 就 是 它 的 黎 各 曲面 都 可 以 全 纯 嵌入 到 
其 雅 可 比 艇 当中 。 
(4) 在 雅 可 比 艇 上 存在 一 个 正定 埃 尔 米 特 型 及， 使 E= 
ImH EA 上 取 整 数值 (Im REH WR). 
所 谓 埃 尔 米 特 型 为 双 线性 型 
H:AXA—C, 
满足 
H(zx,y)= H(y, 2), 
其 中 “一 一 "表示 复 共 辊 , 正定 是 指 对 非 0 的 有 


Hiz, x) >0. 
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TX PIR KF PRO SER CRB, RPE 
极 化 。 如 果 进 一 步 
E=ImH; AX A ——Z 

是 么 模 的 , 则 称 为 主 极 化 ,具有 主 极 化 的 阿 贝 尔 艇 , 显然 任意 代 
数 曲 线 的 雅 可 比 艇 是 主 极 化 阿 贝 尔 艇 。 上 反 过 来 , 不 是 任何 主 极 化 
的 阿 夏 尔 复 都 是 某 曲线 的 雅 可 比 簇 。 究 竟 什 么 样 的 主 极 化 阿 中 
尔 厂 有 资格 当 雅 可 比 复 , 这 是 当前 代数 几何 的 一 大 重要 的 未 完 
全 解决 的 问题 一 一 所 谓 肖 特 基 (1935) 间 题 , EEA 100 多 年 的 
历史 , 最近 已 取得 重大 突破 。 

托 雷 里 (Toretli，Renati，1884 一 1915) 定理 ; 一 个 代数 
HEE HERETER, Rz, ELLERS EERIE 
THE — REHAR SAS. CERERA MA ERICH 
雅 可 比 代数 曲线 本 质 上 是 一 样 的 。 由 此 可 见 ， 具 有 丰富 结构 的 
雅 可 比 入 万 至 更 一 般 的 阿 贝尔 入 对 于 研究 代数 曲线 的 用 途 。 


4.4 代数 曲面 


代数 曲面 的 数值 不 变量 和 粗 分 类 都 要 比 代数 曲线 复杂 ， 它 
几乎 经 历 近 百年 的 时 间 才 基本 和 解决。 代数 曲面 与 代数 曲线 差别 
很 大 ， 例 如 ， 存 在 不 止 一 个 数值 不 变量 ， 存 在 不 是 代数 曲面 的 
解析 曲面 等 等 。 

代数 曲面 的 几何 亏 格 P, 是 代数 曲线 亏 格 g 的 推广 ， 另 外 
还 有 算术 亏 格 P,, P,-P,20, P,- P, 称 为 非 正 则 数 g， 代 
数 曲 面 的 不 变量 还 有 线性 号 格 Pt0， 也 党 有 典范 类 KK 的 自 交 
BRM (K?) 表示 

pis (K2) +1, 
它 不 是 双 有 理 不 变量 。 
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另 一 个 不 变量 是 多 过 格 Pi, Po, Pa 0s Pi (Pr = Pydo 
P, 是 双 有 理 不 变量 。 
ee S 的 拓扑 不 变量 有 
= b= l, b17 bz 
AnaM y =2- 2b, + bzo 
P,(s) = —dimH,(S, O,) + dimH*(S, O,) 
=y(S,0,)-1, 
qls) =dimH'(S, O,). 
用 凝聚 绯 索 上 同调 还 可 以 定义 另 一 类 不 变量 
A? = dimH?(S, R), OS p + 2, 
其 中 在 是 S 上 户 次 微分 形式 的 绯 索 , 我 们 有 如 下 关系 ， 
hia = h2 a 
hr = he?, 
by = Al-O4 pol, 
by= helt phl + p%2, 
对 此 ,有 : 
MEHAR 
KEX. 1- Role p02, 


CO ee TG SERED 


St =1+P 


aie mn. 
射影 代数 曲面 就 是 CP? 中 的 非 奇异 m 次 曲面 ,由 d 次 齐 


次 多项式 
F(X, Xis Xas X) =0 
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b= hk = A=, 
b, = d?- 4d? + 6d -2, 
x=d>-4d’?+6d, 
q=0, 
(K?) = dt{d -4), 
Ry 
P, = P, = £(m-1)(m -2)(m ~3)e 
KAR SASSA, 它们 的 P. = Ps =0。 二 次 曲 
面 和 CP! x CP! 双 正 则 同 梅 。 三 次 曲面 上 有 27 条 射影 直线 。 
CP? 中 四 次 曲面 最 多 有 16 个 二 重点 ,而 这 样 的 曲面 称 为 库 默 尔 
Am PER RA P,=1,¢=0, 它 是 最 原始 的 K3 曲面 。 
复 代数 曲面 在 双 有 理 等 价 的 意义 下 可 以 分 成 如 下 几 类 : 
{1) AA 
(2) 直 纹 曲面 
(3) ZR D1 ARR 
(4) K3 曲面 
(5) 椭圆 曲面 
(6) 一 般 型 代数 曲面 
这 种 分 类 类 似 于 代数 曲线 的 分 类 : 
{1) 有 理 曲面 各 直 纹 曲面 对 应 于 气 格 为 0 的 有 理 曲 线 。 
(2) DiE OUR, KS, PF g= 的 
椭圆 曲线 。 eo 
(3) 一 般 型 代数 曲面 对 应 于 g >1 的 代数 曲线 ， 实 际 上 g 
>1 的 代数 曲线 也 可 称 为 一 般 型 已 数 曲线 ， 它 们 具有 比较 复杂 
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的 结构 。 
经 过 多 年 的 研究 ， 已 经 得 到 刻画 定理 ， 首 先是 查 瑞 斯 基 引 
入 代数 曲面 的 极 小 模型 ， 并 证 明了 下 面 的 定理 。 
极 小 模型 存在 定理 除了 直 纹 曲 面 以 外 ， 其 它 曲面 都 存在 
极 小 模型 。 
这 样 分 类 问题 归结 为 刻画 极 小 模型 的 问题 ， 其 中 有 些 是 
19 世纪 已 经 得 出 的 : 
(1) 有 理 曲 面 : P,=0，P,=0。 
(2) 直 纹 曲面 : Pls = 0。 
(3) 二 维 阿 贝尔 艇 Pl,=1,，Ps=1，P,.= -1。 
(4) K3 曲面 : P,=1, P;=1, P™=1, g=0。 
(5) PHBH: Py=0, P,=1. 
(6) 一 般 型 代数 曲面 : (K?) >0, Polo 
对 一 般 型 曲面 ， 我 们 有 如 下 限制 ， 
Ë n=(K?),m=X(s), 0 
n>0, m >0, n + m=0(mod12), 
并 满足 下 列 不 等 式 : 
(OM ERREA 
P, SEK?) +2, 
由 此 得 出 , n, m 必须 满足 下 列 不 等 式 ; 
当 n 为 偶数 ,$2 一 m +3620; 
4 n HAM, Sn- m+ 3020. 
(2) 包 哥 莫 洛 夫 一 官 冈 一 丘 不 等 式 
n&m, 


WEAF n, m) Sn — m +3620, n&2m, B n+ m=0 
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(mod12), 都 存在 极 小 曲面 S, 使 (天 ?) = 2, X(s) =m, FA 
形 可 能 除外 
n-2m+3k=0,4 =1,2,3,5,7. 
代数 曲面 的 参 模 问 题 也 有 零星 的 结果 。 
高 维 代 数 艇 的 分 类 较为 复杂 。 近 年 来 , 三 维 代数 艇 的 粗 分 
类 已 取得 突破 性 的 进展 。 
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5 代数 数论 


1871 年 ， 戴 德 金 建立 系统 的 代数 数论 ,他 的 理论 框架 至 
今 仍然 采用 ， 这 个 框架 对 于 结构 数学 的 发 展 至 关 重要 。 其 主要 


PAR: 
(1) 原来 的 数论 (不妨 称 为 初等 数论 ， (Ask RE TNE, 
AMATARERA RRS ——B#R BAKER RHF 


等 数论 的 命题 )， 讨 论 的 是 有 理 数 特别 是 整数 的 性 质 ， 它 的 目 
标 是 证 明 一 个 一 个 正 整 数 的 一 般 定理 ， 例 如 四 平方 和 定理 : 每 
-个 正 整数 都 可 以 表 为 4 个 或 4 个 以 下 平方 数 之 和 ， 其 中 丝毫 
不 涉及 整数 或 有 理 数 的 集合 。 而 代数 数论 几乎 从 一 开始 就 考虑 
集合 的 整数 性 质 ， 实 际 上 就 是 结构 。 虽 然 它 也 有 类 似 于 初等 数 
论 的 问题 ， 但 是 这 并 非 其 主要 目标 。 因 此 可 以 说 代数 数论 从 一 
开始 就 是 结构 数学 的 有 机 组 成 部分 。 而 初等 数论 则 不 是 ， 量 然 
后 者 有 相当 一 部 分 校舍 结构 数学 而 取得 重大 突破 ， 例 如 不 定 方 
程 侣 题 。 但 从 对 象 上 来 讲 ， 两 者 相去 其 运 ， 这 种 明显 的 差别 决 
定 两 者 的 理论 结构 基本 上 未 则 。- 

(2) 对 应 初等 数论 的 有 理 数 、 整 数 及 素数 三 级 结构 ， 他 建 
立 起 代数 数论 的 三 级 结构 : 
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有 理 数 

整数 

KM 
我 们 先 考虑 个 别 的 有 理 数 特别 是 整数 ， 然 后 考虑 所 有 有 理 数 的 
集合 和 所 有 整数 的 集合。 显然 ， 两 个 有 理 数 相 加 、 相 减 、 相 科 
之 后 ， 仍 然 是 一 个 有 理 数 ， 两 个 有 理 数 相 除 (0 不 作 除数 ) 商 
也 是 有 理 数 。 而 且 加 、 减 、 乘 、 除 满足 交换 律 、 结 合 律 、 分 配 
律 ， 还 存在 零 元 0 和 单位 元 1 等 等 ， 满 足 这 些 条 件 的 数 的 集合 
称 为 数 域 ， 有 理 数 域 是 最 标准 的 数 域 。 

有 理 数 域 有 一 些 元 素 称 为 整数 ， 两 个 整数 相 加 、 相 威 、 相 
乘 仍 是 整数 ， 但 是 两 个 整数 相 除 一 般 就 不 是 整数 了 。 这 样 ， 束 
数 的 集合 构成 整数 环 。 我 们 在 其 中 加 上 一 些 元 案 (NZ) 后 
构成 代数 整数 环 。 对 于 代数 数 ， 我 们 有 类 似 的 三 级 结构 

RRE 
RS 
KR 7 

(3) 与 以 前 的 局 部 观点 不 同 ， 他 采用 整体 (RER È 
范围 ) 观点 ， 即 主要 考虑 集合 而 不 是 数 ， 这 样 ， 伸 得 出 代数 数 
域 、 代 数 整数 环 、 理 想 和 理想 类 群 三 级 结构 : 

PRC 
代数 整数 环 . 


”理想 和 理想 类 群 
加 上 他 的 公理 化 方法 ， 这 些 成 为 后 来 抽象 代数 中 相应 概念 的 出 


发 点 。 
(4) 他 把 数 之 间 的 关系 (如 被 … 整 除 ， 是 … 的 倍数 ) 系统 
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地 表 为 集合 论 的 语言 〈 如 包含 于 … 中 )， 这 样 ， 数 论 的 定理 主 
要 表现 为 数学 结构 的 定理 。 由 于 数 的 关系 清楚 而 明确 ， 这 样 使 
得 代数 数 的 结构 理论 成 为 抽象 代数 的 一 些 分 支 ， 特 别 是 交换 代 
数 的 原型 和 主要 依据 ， 反 过 来 结构 数学 的 框架 也 使 理论 大 大 推 
广 ， 形 成 丰富 的 内 涵 。 


5.2 代数 整数 论 


在 1871 年 之 前 ， 代 数 数论 只 不 过 是 “代数 整数 ”的 乘法 

理论 ， 所 谓 代 数 整数 是 整 系数 多 项 式 方程 
a*t ajr” t+-+a,_jx+a,=0 
的 根 6。 狂 利克 雷 、 爱 森 斯 坦 、 柯 西 和 库 默 尔 都 把 代数 整数 写 
成 为 
bot hotth, i !, (1) 

其 中 所 有 的 5; 均 为 整数 。 但 是 ， 代 数 整数 是 通常 整数 的 推广 。 
EARRAN, R. RH—-HH, WA, CMR (分 母 
不 为 0) 产生 有 理 数 。 由 6 和 有 理 数 经 过 加 、 减 、 乘 、 除 之 
后 ， 可 以 得 出 “代数 有 理 数 "”， 那 么 它们 中 间 的 代数 整数 是 否 
完全 具有 (1) HEAR? 功德 金 在 犹 利克 雷 的 《数论 讲义 》 
第 二 版 (1871) PRX 中 第 一 次 明确 提出 这 个 问题 ， 不 过 ， 
答案 是 否定 的 ， 像 库 默 尔 的 分 圆 整 数 情形 实在 是 非常 理想 的 。 
而 一 般 情 形 ， 连 二 次 代 教 数 域 都 不 对 。 

有 趣 的 是 ， 牛 顿 在 他 的 《通用 算术 》 (1707) 一 书 中 对 于 
实 二 次 代数 数 ， 己 完全 解决 这 个 问题 。 设 太 为 没有 平方 因子 
的 正 整 数 ， 则 实 二 次 代数 整数 ， 当 D=2 或 3 (mods) 时 ， 具 
有 - 
mitndD, m, n€Z 
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的 形式 ,但 D=1 (mod 4) 时 ， 整 数 具 有 
mtn 4D 
2 


的 形式 ， 且 m=n (mod 2)。 不 过 到 19 世纪 ， 牛 顿 的 著作 早 
RAS 了。 
代数 数论 的 早期 研究 对 象 为 高 斯 整数 、 二 次 代数 整数 和 分 
圆 整 数 。 下 面 简单 叙述 一 下 ， 由 此 可 以 体会 代数 数论 的 问题 。 
1， 高 斯 整数 论 
高 斯 整数 是 整数 最 简单 的 推广 ， 与 通常 的 整数 最 为 接近 ， 
与 通常 整数 相 比 ， 它 只 是 增加 了 一 个 复数 单位 v 一 1 = ;i。 在 这 
方面 十 分 类 似 于 把 实数 推广 成 复数 。. 
高 斯 整数 可 以 表示 为 
at bi, 
KPa, 是 通常 的 整 教 。 星 然 ， 两 个 高 斯 整数 的 和 、 差 与 妥 
PARE, ERAHSMRER—KH, BARERA 
这 种 性 质 的 数 的 集合 称 为 数 环 。 . 
数论 的 第 一 步 是 可 除 性 理论 ， 有 具体 来 讲 ， 一 个 高 斯 整数 a 
+6 具 有 哪些 因 于 ?更 进一步 说 ， 原 来 的 素数 还 是 不 是 素数 ， 
是 否 可 以 进一步 分 解 ? 高 斯 的 一 个 惊人 发 现 是 : MAT iB 
后 ， 许 多 原来 的 塞 数 可 以 分 解 ， 也 就 是 在 高 斯 整 丈 环 中 ， 它 们 
不 再 是 素数 了 。 例 如 ，2，5，29 这 些 素数 都 可 以 分 解 如 下 : 
2= (1+2) (i-#), 
5= (247) (2-3), 
29= (5+2i) (3-22), 
而 且 ， 他 还 发 现 除 2 以 外 ， 可 分 解 为 复 整 数 的 素数 都 具有 4n 
+1 的 形式 。 但 是 ，4n +3 型 的 奇 素数 如 7，11，19 等 在 高 斯 
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整数 环 中 则 不 能 再 分 解 因子 ， 它 们 都 是 高 斯 素数 。 

现在 的 问题 是 ， 除 了 4n+3 型 的 素数 是 高 斯 素数 之 外 ， 
还 有 哪些 其 它 类 型 的 高 斯 素数 ? 由 2 的 分 解 因子 可 以 知道 + 
i, 1~i GRA-1+i, -1-¢) 是 高 斯 素数 ， 其 它 的 高 斯 素 
数 呢 ?” 这 里 我 们 要 用 到 范 数 ， 即 复数 a + Bi 及 其 共 辑 复 数 a - 
bi 的 乘积 ， 这 显然 是 通常 正 整数 。 由 于 两 个 高 斯 整数 a + bi 
与 c+ di 顾 积 的 范 数 等 于 范 数 的 矢 积 。 因 此 ， 要 高 斯 整数 是 高 
RK, WECM RAR 4m + 3 型 素数 的 平方 ， 而 这 
就 是 高 斯 证 明 的 。 根 据 高 斯 这 个 定理 ， 依 范 数 的 大 小 ， 高 斯 素 
数 为 


i+: 

1+21, 2+2 
3 

3+2i, 2+3: 
1+4i, 4+i 
S+2i, 2+5i 
6+i,.14+6i 
S+4i, 4457 
7 


{ 范 数 为 2); 

〈 范 数 为 5); 

( 范 数 为 32); 
( 范 数 为 13)， 
(HHH 17); 
(TERA 29); 
( 范 数 为 37); 
(WAA 41); 
{ 范 数 为 77)。 


这 样 我 们 由 范 数 就 可 以 列举 出 所 有 的 高 斯 素数 。 

要 研究 因子 分 解 问题 ， 除 了 素数 之 外 ， 还 要 考虑 单位 数 。 
对 于 正 整数 ， 单 位 数 就 是 1， 而 对 所 有 整数 ， 单 位 数 还 应 加 上 
-1。 对 于 高 斯 整数 ， 单 位 数 除了 + 1t，- 之 外 ， 还 要 加 上 姑 
Aiti -i 因此 对 于 高 斯 整数 来 说 ， 一 共有 4 个 单位 
数 ， 它 们 的 共同 特点 是 它们 的 范 数 都 等 于 + 1。 正 如 通常 整数 


的 情形 一 样 ， 我 们 不 把 单位 数 算 在 素数 之 内 。 在 因子 分 解 时 ， 
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两 数 如 果 只 差 一 个 单位 数 的 因子 ， 例 如 1+i -1- -1+ 
zi，1 ~ i， 我 们 称 为 它们 相伴 ， 并 不 加 以 区 别 。 值 得 注意 的 是 ， 
atbi 《如果 a 关 5) FSEMHRRMRR a ~ oi 并 不 相伴 ， 昌 然 
它们 具有 相等 的 范 数 ， 这 是 因为 范 数 的 定义 中 每 个 复数 都 要 乘 
EEH. 

高 斯 证 明 ， 对 于 高 斯 整数 ， 因 子 唯一 分 解 定理 成 立 。 这 就 
是 说 ， 如 果 不 考 虑 因子 的 次 序 和 单位 数 的 因子 ， 素 因子 的 数目 
和 重 数 是 唯一 的 。 因 此 ， 对 于 高 斯 整 歼 ， 通 常 整数 的 那些 整除 
性 定理 也 成 立 ， 其 中 特别 是 如 果 z p, g, oy 都 是 商 斯 
整数 ， 

z" = pq"r, 
Hp, qa, 互 论 ， 则 p，g，*…，r 每 一 个 都 是 一 些 高 斯 
整数 的 次 方 ， 即 . 
pHa", gus", 1m, r=c", 
BR, a, b, |, c HEER., 

2. 二 次 代数 整数 

首先 ， 我 们 定义 什么 是 代数 数 ， 什 么 是 代数 整数 。 

定义 1 二 次 代数 数 . 是 满足 整 系数 二 次 方程 

ar +or+c=0 a0) 
Aa, o 的 范 数 
N (6) =84, 
其 中 9 是 9 HR, MF 
,=u+ vd, 
G=u-vdd, ta 
N (6) =u?-v'd, 
二 次 代数 数 都 可 以 写成 
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这 样 它 与 有 理 数 不 同 之 处 ， 就 在 于 当 
d=’ -Aac 
不 是 完全 平方 数 时 ， 将 出 现 V 4 的 项 ， 这 也 就 是 二 次 代数 数 域 ， 
可 以 看 成 通常 的 有 理 数 域 添 加 Y 4 的 结果 。 因 此 ， 二 次 代数 数 
域 是 整数 与 Xd 经 过 加 、 威 、 乘 、 除 后 得 出 的 所 有 数 的 集合 。 
定义 2 二 次 代数 整数 是 满足 整 系数 二 次 方程 


x t+bxntc=0 
的 根 。 7 
因此 ， 代 数 整数 可 以 表示 为 
= bal Fhe 


RCM RRNA 2 WIRI IR 
6? -4c=r'd, 
其 中 4 没有 平方 因子 ， 则 Q 《V3) 中 的 代数 整数 者 可 以 写成 
—bairdd 
irdd, 
因此 ， 当 d=1 (mod 4) Bt, Q (VA) 的 整数 可 以 由 
l, 到 + 全 | 生成 ， 它 称 为 整 碾 ， 其 判别 式 为 d。 


d=2, 3 (mod 4) 时 ，Q (Yd) 的 整 底 为 (i, Ya), 


其 判别 式 为 4d。 
而 且 由 不 后 的 4 就 得 到 不 同 的 二 次 域 ， B= 次 域 完全 由 


HIR GR d) 唯一 决定 。 
定义 3 代数 整数 a 可 被 代数 整数 8 整除， 如 果 存 在 代数 


整数 r+， 使 得 


g= 
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a= fr, 


这 时 ，r 记 作 号 。 

定义 4 ”代数 整数 。 称 为 单位 或 可 复元 ， 如 果 二 也 是 代数 
整数 。 

不 难 验证 ，N (e) = 土 1， 反 之 ， 代 数 整数 9 如 满足 


则 8 是 单位 或 可 道 元 。 
通常 整数 的 单位 显然 是 + 1， 但 二 次 代数 数 域 Q Va) 
的 单位 随 a 不 同 有 很 大 差异 ， 我 们 假定 4 没有 平方 因子 ， 有 
如 下 定理 ， 
定理 1 Q (Vd) 中 整数 的 所 有 单位 U 如 下 ; 
(1) d= 一 1， 即 在 高 斯 数 域 ，U = it+1l， 土 让 ， 共 4 
个 。 
(2) d = -3， 即 在 三 次 分 圆 域 ，U = 1 土 1， 土 w， 土 
w |, w= et" 共 6 个 。 
(3) ERE d<0 的 虚 二 次 域 ，U= [t1], 共 2 个 。 
(4) d>0， 即 在 所 有 实 二 次 域 ，U = tet, n 是 任何 
整数 ， 有 无 穷 多 个 ，*e 是 佩 尔 方程 
a?-dy=1 | 
的 最 小 解 ， 即 = x + y Yd。 例如 Q W2) 的 单位 为 
+ (14+¥2)4, 
对 于 两 个 代数 整数 ， 如 果 它 们 只 差 一 个 单位 因子 ， 则 它们 
在 因子 分 解 中 可 以 不 加 区 别 ， 我 们 称 它们 相伴 。 对 此 ， 我 们 有 
下 面 的 定理 : 
定理 2 
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(1) z 大 单位 当 且 妈 当 工 |1。 

(2) 任何 两 个 单位 均 相 伴 。 

(3) 单位 的 相伴 元 仍 是 单位 。 

(4) 两 代数 整数 =，y HH, SAMY rly Bylo. 

— ALY EE 5 ay FE HET AT EOE 
不 成 立 ， 例 如 

6=2x3= (1+w-5) (1-v -5)。 

因此 ， 我 们 有 必要 执 结 构 角 度 去 研究 。 


5.2 结构 理论 


近代 的 代数 数论 已 经 不 是 数 的 理论 而 是 相应 的 群 、 环 、 域 
的 结构 理论 。 
1， 单 位 (可 道 元 ) 群 的 结构 理论 
单位 的 结构 理论 的 特殊 情形 先是 由 1844 年 爱 森 斯 坦 对 三 
次 代数 束 数 、1845 年 克 洛 耐克 对 分 圆 整 数 以 及 埃 尔 米 特 对 更 
一 般 情形 给 出 ， 但 是 ，1846 年 犹 利克 雷 最 终 建立 了 一 般 代数 
整数 的 完整 的 单位 结构 理论 。 设 8 为 次 代数 整数 ， 即 
f Cx) =a" tape” Heta, x +a, =0 (*} 
A, HO, A, ees 8, WF (x) =OM n PR, WE 
p (6) Sb t bbt +b, l, 
b 为 有 理 整 数 的 复 整数 ， 称 为 单位 ， 如 果 
p 0) p (02) gp (n) =1, 
假如 方程 (*) Ari TRR, r, THAR RK, 
r=r,try7l, 
则 单位 均 可 表 成 


eelere er, i=l], 2, "a r 
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的 形式 ， 其 中 se REME, my, s m, 是 非 负 整数 ，e,， 
，er 称 为 基本 单位 。 但 是 对 具体 的 代数 整数 环 ， 明 显 洁 出 
单位 决 非 易 事 。 

尽管 如 此 ， 单位 的 集合 最 早 也 是 最 容易 赋 于 阿 贝尔 群 的 络 
构 的 。 实 际 上 ， 代 数 数 域 的 代数 整数 环 O; 的 单位 群 UU 是 一 
个 有 限 群 。 它 是 上 中 的 单位 根 构成 的 有 限 群 和 自由 阿 贝尔 群 
Zo THEA, 

U 的 秩 为 ri t+r.-1, AMA 的 次 数 为 ri +27, BER 
位 无 非 就 是 育 由 阿 贝尔 群 Z n 1! 的 生成 元 。 

2. 理想 理论 

在 代数 数论 发 展 初期 ， 域 的 结构 并 不 太 注 意 ， 环 的 层次 也 
很 少 考虑 ， 戴 德 金 主要 考虑 理想 的 理论 。 

对 于 有 理 数 域 Q 的 任意 扩张 上 ， 都 可 以 考虑 其 代数 整数 ， 
代数 整数 全 体 构 成 环 O;。 它 是 整 域 ,. MALT ERAT 
交换 环 。 交 换 环 R 中 子 环 称 为 理想 于 环 ， 如 果 它 是 只 中 的 民 
子 模 1， 也 就 是 ， 如 x，wEI，rE€ER, 则 ， 

z+ty€El, 
ar=rr€l, 
对 于 代数 整数 环 O 中 的 理想 a，5， 可 以 定义 a，5 HAR 
ab= {Dag (AMM), a€a, peEbto 
理想 p (4O,) RAR, MT a, BOO, 如 a8 Ep， 
oh) gE zp 或 hE Po . 

对 于 任何 O, 中 理想 a， 商 环 Oa BARK. 

定理 ”代数 整数 环 O, 是 诺 特 环 ， 即 O 中 任意 理想 的 升 
i . 

aTa C Ca, C 
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到 有 限 步 终止 ， 也 就 是 存在 m, $ 
ay 二 8417 ag +2 . 
在 O; 的 所 有 理想 中 ， 可 以 引进 一 个 等 价 关系 ~，a -5 
HRNO, 中 非 零 元 x，8， : 
(a) a= {8) b, 
EP (a) 表示 由 a 生成 的 主 理想 ， 即 集合 
[ar|rE Ote 
在 这 等 价 关系 之 下 ，O; 中 所 有 理想 划分 成 等 价 类 ， 这 个 等 价 
类 的 集合 构成 一 个 有 限 阿 贝尔 群 ， 称 为 O; 或 4 的 类 群 Mi 
类 群 的 阶 称 为 类 数 六。 
理想 论 基 本 定理 k4 LERKAR, WO, 中 每 
一 个 理想 都 可 以 表 为 宕 理想 的 乘积 ， 而 且 这 种 表示 除 次 序 之 外 
是 唯一 的 。 
后 来 ， 具 有 这 种 性 质 的 交换 环 称 为 戴 德 爹 环 ，1925 年 EE 
诺 特 给 戴 德 金 环 一 个 公理 刻画 。 对 于 代数 整数 环 ， 可 以 得 到 通 
常 素数 的 主 理想 在 O, 中 是 如 何 分 解 成 素 理 想 的 。 
进一步 还 可 以 引进 O, 中 的 分 数理 想 ， 这 也 是 O H. O, 
模 是 分 数理 想 ， 如 果 存 在 
EO, 2X0, 
使 得 
paT Oo 
通常 的 理想 是 分 数理 想 ， 其 中 上 = t， 反 之 ， 如 果 a 是 分 
数理 想 ， 则 pa 是 -一 个 理想 。 对 子 分 数理 想 ， 也 可 以 同样 定义 
Math, RE ab, EDHE (a) = DOie，eEkg。 所 有 主 
分 数理 想 构成 一 个 群 P,， 所 有 分 数理 想 构成 一 个 阿 贝尔 群 Io 


可 以 证 明 类 群 
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nad. 
同样 我 们 有 下 面 的 定理 ; 

分 数理 想 基本 定理 ”任何 oO, 中 的 分 数理 想 均 可 唯一 表 为 
素 理想 的 乘积 。 

这 样 我 们 在 代数 数论 中 下 环 论 的 语言 来 表示 代数 整数 的 因 
子 分 解 定理 。 对 于 代数 数 域 上 ， 我 们 还 可 以 研究 它 的 有 限 代 数 
扩张 K 的 理想 分 解 理论 ， 得 到 大 体 类 似 的 结果 。 

3. 类 域 论 

从 某 种 意义 上 来 讲 ， 类 域 论 是 代数 数论 的 一 个 顶峰 、 一 项 
划时代 的 成 就 。 它 基本 上 是 希 尔 伯 特 在 19 世纪 末 所 设计 的 一 
项 工程 ， 而 这 个 伟大 建筑 物 则 在 1900 年 至 1930 年 间 陆 续 施 工 
完毕 。 其 后 的 工作 多 是 修整 及 扩展 并 在 其 它 领域 上 仿照 这 个 框 
架 实施 新 的 、 更 宏伟 的 工程 。 

上 面 讲 过 ， 类 域 论 之 前 的 代数 数论 多 是 在 环 的 层次 上 进 
行 ， 而 类 域 论 则 是 从 域 论 的 角度 来 研究 问题 。 研 究 域 的 结构 的 
方式 与 研究 群 和 环 不 本 一 样 ， 群 和 环 的 研究 重点 在 于 内 部 的 结 
构 ， 而 域 论 多 研究 外 部 结构 ， 也 就 是 它 的 扩张 ， 对 它们 加 以 描 
述 和 分 类 。 从 这 个 意义 上 讲 ， 它 应 该 是 其 罗 华 理论 的 一 部 分 。 

与 许多 人 的 想法 不 同 ， 基 风华 理论 的 中 心 并 不 是 群 论 而 是 
域 论 ， 更 正确 地 说 ， 它 研究 域 的 扩张 和 扩张 的 期 罗 华 群 的 对 应 
关系 ， 或 者 是 域 的 范畴 到 群 的 范畴 的 孙子 。 从 这 个 意义 上 讲 ， 
傣 罗 华 理论 的 基本 定理 ， 即 域 航 扩 域 的 巴 域 与 姻 罗 华 群 的 子 群 
有 着 对 应 关系 ， 更 精确 讲 ; 

MPRBCSESER ”在 满足 

kCLCK 
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的 中 间 域 工 SOP eLAG CK/e) 的 子 群 H 一 一 对 应 ， 具 体 
对 应 定义 如 下 : 
Ht— K¥={2CK|X°=X, MERA CEH], 
LF Hi=|oEG(K/E)| 对 所 有 XEL, X =X}, 
而 正规 子 群 HAG (K/k) 精确 对 应 其 罗 华 子 扩张 L/e, mE 
对 此 有 辣 构 
© G(L/k) = 


KREE ihe REG (K/Q) 是 阿玉 尔 群 的 斯 罗 华 扩 
张 K/Q， 它 也 常 称 为 阿 贝 尔 扩张 ， 类 域 论 最 早 的 定理 是 : 

Reh BEER Q 上 任何 阿 贝 尔 扩张 到 都 包含 在 
某 个 循环 扩张 之 中 。 

这 里 所 亩 循环 扩张 是 指 在 Q 中 添加 某 个 本 原单 位 根 Sn, 

Sp Yle 

项 尔 伯 特 以 分 圆 域 为 模式 ， 提 出 类 域 的 概念 ， 他 把 类 域 看 
SABA AEST ST RP SK, FEE e 

(1) 任意 代数 数 域 上 上 的 类 域 玉 存在 日 唯一 。 

(2) AARP K/k OP PRT be 的 理想 类 群 。 

《3) 主 理想 定理 ; k 中 的 理想 均 可 扩张 成 下 的 主 理想 。 
这 些 猜想 在 1907 年 和 1934 年 由 奥地利 数学 家 伏特 万 格 勒 
(Furtwängler, Philipp, 1869—1940) 所 证 明 。 这 样 希 尔 伯 特 
的 原始 类 域 论 就 基本 上 完成 了 。1920 FARRER RAR AIG 
(Takagi, Teiji, 1875-1940) 大 大 护 展 了 类 韦 的 概念 ， 他 证 
明 : 任何 代数 新 域 上 上 任何 阿 匡 尔 扩张 关 都 可 表 为 上 上 的 类 
域 。 这 样 一 来 ， 类 域 论 成 为 研究 直上 阿 贝 尔 扩张 的 问题 。 这 
样 得 出 类 域 论 一 系列 基本 定理 ， 其 中 包括 : 


G (K/k) 
Hi °? 
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(1) 主 定理 : 任何 相对 阿 贝尔 扩张 Kk 都 是 & 的 某 个 理 
EKE H 的 类 域 。 

(2) 存在 性 定理 :对 于 任意 理想 类 群 万 ， 存 在 互 的 类 域 。 

(3) 唯一 性 定理 : H 类 域 是 唯一 的 。 

1927 年 ， 阿 廷 证 明 一 般 互 反 律 ， 明 确 得 出 相对 阿 贝 尔 扩 
张 与 务 罗 华 群 的 对 应 关系 ， 并 且 得 出 当时 所 知 的 所 有 互 反 律 ， 
为 整体 域 或 全 局 域 的 阿 册 尔 扩 张 画 上 一 个 圆满 的 句号 。 

1930 年 以 后 ， 类 域 论 经 过 多 方面 的 改进 与 推广 ， 

(1) 1930 年 施 密 特 把 代数 数 域 的 类 域 论 推广 到 有 限 域 上 
和 单 变 元 代数 鲨 数 域 上 ， 这 两 种 域 有 很 大 的 相似 性 ， 后 来 合 在 
一 起 ， 称 为 整数 域 。 E 

(2) 1930 年 左右 ， 阿 廷 和 哈 塞 (Hasse, Helmut, 1898— 
1979) 开始 研究 局 部 域 【 即 p 进 域 及 其 代数 扩张 以 及 有 限 域 
EFZG) 的 阿 贝 尔 扩张 问题 ， 由 此 构成 局 部 类 域 论 。 
1950 年 左右 采用 上 同调 的 语言 表述，1974 年 荷兰 数学 察 哈 泽 
HER (Hazewinkel, Michiel) 采用 形式 群 的 构造 方法 ， 给 出 
简明 的 表述 。 

(3) 1940 FRPR JUA PER (Idele) 的 概念 ， 把 类 域 
论 算术 化 ， 即 不 用 分 析 工 其 。 同 时 他 也 明确 显示 局 部 域 与 整体 
域 的 关系 。 

(4) QRS KE DEA RATRURAR MS Er 
张 ， 在 这 方面 族人 伊 起 了 重要 的 作用 。 

魏 伊 在 代数 数论 方面 的 工作 集中 表现 在 “ 论 类 域 论 ”一 文 
中 。 文 中 对 任意 局 部 域 或 整体 域 有 限 帆 罗 华 扩张 K/k 定义 一 
PERG. ERAT TR K/t 的 深刻 的 性 质 ， 他 证 明 
Gr 的 存在 性 及 唯一 性 ， 并 由 此 得 出 类 域 论 的 基本 定理 。 因 
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此 ，Gx,4 被 称 为 魏 贫 群 ， 它 有 一 系列 优点 ， 它 不 仅 包 括 代数 
数 域 ， 还 包括 有 限 域 上 单 变量 代数 函数 域 ， 这 两 种 整体 域 在 魏 
Fe GERBER) 中 称 为 A 域 。 此 外 还 包括 局 部 域 ， 从 而 对 
局 部 域 及 整体 域 做 出 统一 处 理 。 另 外 还 由 阿 贝尔 扩张 推广 到 一 
MMPS TK. BHT Gk, 还 引进 相应 的 上 BR, CHM 
上 函数 及 EE' 海 克 的 有 量 特 征 标 的 L 函数 的 推广 。 不 仅 如 此 ， 
ROLE HARMEN LARA EER. PE 
(Nakayama, Tadasi, 1912 一 1964) 在 阅读 魏 伊 上 文 手 稿 后 , F G 
EAA (RK $B (Hochschild, Gerhard Paul, 1915 一 ) 一 起 于 1952 年 
发 表 * 类 域 论 中 的 上 同调 ,为 类 域 论 的 推广 英 定 基础 。 

1936 年 到 1940 年 ， 薛 华 菊 为 了 把 类 域 论 算术 化 ， 引 入 了 
盆 德 尔 的 概念 ， 用 它 可 完全 地 表述 类 域 论 。1938 F, MH 
立 引 入 阿 德 尔 的 概念 ， 但 名 称 20 年 后 才 用 。 而 对 任何 域 ， 
可 定义 其 阿 花 尔 环 A;。 后 花 尔 环 的 所 有 乘 溉 可 递 元 构成 该 域 
的 伊 德尔 群 C,。 伊 德尔 群 是 局 部 紧 阿 贝尔 群 ， 因 此 其 上 有 哈 
尔 测 谋 好 调和 分 析 ， 由 此 可 雇 得 出 类 域 论 的 表述 。1960 年 ， 
魏 仇 发 表 “ 阿 德尔 与 代数 群 ?， 把 以 前 的 研究 系统 化 。 特 别 对 
整体 域 上 的 三 次 型 理论 ， 推 广 了 和希 格 尔 等 人 的 理论 。 歼 贫 引 入 
所 谓 玉 河 【〈 恒 夫 )》 (Tamagawa Tsuneo, 1925—) 测度 及 玉河 
数 。 玉 河 测 度 即 整 栖 城 上 连通 线性 代数 群 K 上 阿 德尔 群 Ga 的 
测度 ，G 是 Ga 的 一 个 子 群 ， 那 么 玉河 数 即 齐 性 空间 GY/ 
G, 关于 玉河 测度 的 体积 。 所 有 二 次 型 的 约 化 定理 都 可 归结 为 
玉河 数 有 限 这 个 定理 。 魏 仇 证 明 这 个 结果 ， 并 对 各 种 特殊 群 计 
HEK. UMAR, HARA RRH, EA 1, RY 
多 数 单 群 证 明 这 个 猜想 。 对 代数 数 域 上 代数 群 ， 考 特 威 蒋 


(Kottwitz) 于 1988 年 证 明 魏 伊 猜想 。 
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5.3 解析 理论 


在 数学 中 ， 我 们 往往 对 周一 对 象 采用 不 同 的 方法 去 研究 ， 
对 代数 数论 也 是 一 样 。 大 体 来 讲 ， 我 们 有 四 类 相互 关联 的 方 
法 ， 

(1) 初等 方法 

(2) 抽象 代数 方法 

(3) 解析 方法 

(4) 几何 方法 

对 于 初等 数论 ， 我 们 有 强 有 力 的 解析 方法 去 解决 问题 ， 但 
对 于 代数 数论 ， 抽 象 代数 方法 起 车 主导 作用 ， 可 是 其 中 许多 问 
题 仍然 得 求助 于 解析 方法 。 

1. 函数 与 函数 

解析 方法 的 核心 是 《 函数 和 工 函数 。 在 代数 数论 中 ， 定 
RAS CBRL 函数 ， 其 中 特别 重要 的 是 : 

(1) 与 数 域 联系 的 询 数 ， 首 先是 答 德 金 对 代数 数 域 引进 的 
Ri ci 函数 ， 它 与 代数 数 域 的 类 数 有 关 。 

(2) 与 有 限 域 上 代数 函数 域 联系 的 函数 ， 或 者 有 限 域 上 定 
SLA PR BCH BE TS ERE CK, SEES, BAF 
BAPAE. 1973 年 德 林 完全 证 骨 魏 伊 狂想 是 20 Hh ER 
重大 成 就 之 一 。 

阿 廷 注意 到 有 限 域 上 代数 函数 域 及 代数 数论 之 间 的 类 似 ， 
自然 对 于 戴 德 金 ! 函数 加 以 推广 。1921 F, MENEE tK 
KE DUE. HAAR F, Cp AER) 上 的 仿 射 曲 
线 C， 

Cy? = f(x), 
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定义 CHE 函数 

t.(s}= F gpp Re(s)>0, 
NI 是 A 中 理想 了 的 范 数 , R A/T 的 基数 ,其 中 (ede 
F l2], A 是 Fefz] 在 多 项 式 

x- flax) 


的 分 裂 域 中 的 整 闭 色 。 
1931 年 , 史 密 特 (Schmidt, Friedrich Kard, 1901—1977) Ë 


先 对 于 有 限 域 P(g) 上 任意 非 奇 异 射影 代数 曲线 CIA CH 
数 ,并且 证 明 如 曲线 亏 客 为 g, 则 g 函数 


Pilu) 
Zlu, O= GG gu 
其 中 , Pi(w) 为 28 次 整 系数 多 项 式 , Pi(o) =1, E Z(x, C) 满 


足 函 数 方程 
2(ca}* + (qu?) ®Z(u)o 

但 是 曲线 的 黎 曼 猜想 , 即 Pi(z ) 的 零点 的 绝对 值 为 9 2, 首先 

是 阿 廷 提出 来 的 , 他 证 明 一 些 特殊 情形 ;对 于 g = 1, 是 德国 数学 

家 哈 塞 在 1933 年 证 明 的 。 对 于 一 般 代数 曲线 , eS AE 


在 1948 年 证 明 。 
1949 E, A PAHE t 函数 推广 到 有 限 域 上 一 般 代数 得 


YE, 


Z(4, V) = exp( ÈN, £), 
N, 表示 在 二 的 # 次 扩 域 中 的 点 数 , 其 中 erp 表示 指数 ， Z(u, 


V) 表 示 具 有 有 理 系数 的 形式 器 级 数 。 


1949 F, BHR Zlu, VV) 做 出 四 个 猪 想 : 
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(1) 有 理性 猜想 ; Zlu, VE u 的 具有 有 理 系 数 的 有 理 秒 
数 。 

(2) 函数 方程 :存在 整数 , 称 为 Y ORE HER, 
使 得 Zlu, V) 满 足 如 下 函数 方程 


z( z7) =+Ł (gg Zlu) 
{3) 黎 部 猜想 :存在 多 项 式 Pla) 0S:1<2d, FR 


Zu) = Pi(u)P3( a) Prg-1 (4) 
u Polu)Palu) e Paalu) , 


其 中 
Polu)=l- u, 
Paalu) =1- q'u, 
且 每 个 Pa) WMAERRSRR, HKEE 各 ,可 以 写成 


P,(u)= tha - ayn), 
其 中 wy 均 为 代数 整数 ,满足 
lagl+ 9%, 
WEM P, 存在 ,这 些 条 件 唯 一 决定 多 项 式 已 。 
(4) DURE: P BRAD KARKE V 的 贝蒂 数 , 它 满足 
V BKE 


E= Sc —1}'b;6 
mV 由 定义 在 数 域 的 整数 环 上 的 代数 入 V 通过 模 一 个 
素 理 想 得 来 , 则 5 为 ; REAR Ve), ZK RPV 
(c) 为 用 定义 Y 的 出 一 方程 谎 定 义 的 复 射 影 代 数 和 能, 具有 通常 
的 拓扑 。 
魏 伊 提出 , 对 于 抽象 代 数 艇 , 如 果 引 入 适当 定义 的 上 同调 ， 
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类 伺 于 对 复数 域 上 代数 艇 引入 通常 上 同调 , 则 可 以 证 明 上 述 猜 
想 ,他 自己 证 明了 特殊 情形 的 殊 伊 猜想 。1960 年 德 沃 克 
(Dwork, Bernard, 1923 一 ) 用 p 进 分 析 成 功 池 证 明了 有 理性 猜 
想 及 函数 方程 。 

为 了 要 解决 魏 伊 狂想, 格 罗 痘 迪克 在 1963 年 用 通常 代数 簇 
上 éale 上 同调 引入 抽象 代数 艇 上 /i 进 上 同调 理论 , 他 还 给 出 Z 
Cu, C) 的 有 理性 及 函数 方程 的 另外 一 个 证 明 。 

最 终 歼 有 曼 猜 想 的 最 困难 部 分 由 花 林 在 1973 年 用 i 进 上 同 
调 成 功 地 证 明 。 

RV AAR Rid 维 不 可 约 非 异 射影 代数 艇 ,六 AV Ee 
Re 2 上 的 点 集 , 在 其 上 赋予 étaite 拓扑 。 对 于 任意 整 
M r21, FE étale 上 同调 

HCV, Z0) 
BARTS Eee 


其 中 im 为 z(z.) 的 得 向 极限 。 
1 进 上 同调 有 如 下 性 质 ， 
(DHE (V; Q,) 是 Q 上 有 限 维 向 量 空间 , 除 0<i<24 外 ， 
HCV, Q,)=0. 
《2) 对 所 有 i,j, 均 存在 上 积 结构 
FFCV, Q)) x PCV, QH t V, Qi)o 
(3) 谋 加 莱 对 侦 性 
最 高 维 上 同调 HOV, Q1) 为 一 维 ,上 积 定义 非 退 化 配对 ， 
对 0<is2d， 
H (V, Qx H- (V, Q)) HCV, Q)= Qe 
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(4) 孔 尼 特 公式 
at FARA FOX, Y, 存在 分 次 代数 的 自然 癌 构 


H' (X, Q,)@QH" (Y, Q)——H* (Xx Y, Q) 

(5) 莱 夫 谢 兹 不 动 点 公式 

设 f:V 一 xV 为 有 孤立 不 动 点 的 态 射 , 且 每 个 不 动 点 具 
ABM LOO f 的 不 动 点 数目 , 则 

L(A) =È TAOHO, Q), 

FOR HE 上 的 诱导 的 拉 回 映射 。 

2. 自 守 形式 及 模 形式 

高 斯 已 经 知道 模 函 数 的 观念 , 但 他 从 来 没有 发 表 过 这 方面 
的 著作 。 只 有 在 1860 年 以 后 , 人 们 才 重 新 发 现 这 个 概念 并 且 如 
以 研究 。 到 1880 年 之 后 , 模 函 数 的 理论 就 融合 到 庞 加 莱 所 创造 
的 单 复 变量 自 守 函数 的 一 般 理 论 中 去 。 这 时 , PLE 
数 . 群 与 不 变性 理论 之 间 的 密切 关系 。 在 这 个 意义 下 , 模 函 数 和 
自 守 函数 的 远亲 可 以 看 成 是 三 角 函 数 sinz, cosz VRB 
数 , 它们 分 别 是 单 周期 函数 和 双 周 期 函数 , 只 不 过 在 研究 三 角 函 
数 的 过 程 中 , 没有 有 意识 地 考虑 群 (平移 群 Z) 以 及 不 变 区 域 (区 
间 [0,2x]), 而 在 席 加 莱 自 守 郊 数论 中 , 这 些 都 有 系统 的 论述 。 
把 这 个 理论 推广 到 多 变量 情形 , 首先 是 希 尔 伯 特 模 形 式 , 而 直到 
关于 整 系数 二 次 型 的 工作 发 表 之 后 才 真 正 有 所 发 展 。 因 为 只 有 
这 个 工作 明显 带 有 李 群 理论 的 特色 , 从 此 李 群 和 它 的 离散 子 群 
在 数学 中 开始 占有 重要 地 位 。 同 时 , 海 克 在 模 形式 的 算术 理论 
中 发 现 一 条 新 的 途径 , 而 在 此 之 前 ,大 家 还 以 为 这 个 理论 已 经 十 
分 完善 。 从 那 时 起 , 自 守 形式 及 模 形式 的 理论 成 为 各 式 各 样 的 
理论 , 像 复 解 析 几 何 、 代 数 几 何 、 同 调 代数 、 非 交换 调和 分 析 以 及 
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数论 彼此 相互 作用 的 特别 突出 的 交会 点 。 
放 加 莱 的 古典 自 守 函数 是 :X 是 复 上 半 平 面 
H:Imz>0, 
G hH 的 如 下 变换 > 所 构成 的 群 ( 同 构 于 PSL(2,R)), 


azt+6 
etd’ 


而 a,b,c,d 是 实数 ,满足 ad- Bc =1。 由 于 对 任何 ze X, 
fre)=(ce + d)* f(z), 
我 们 称 


六 和 一 一 


e(r,z)=(ez+d)* 
为 自 守 因子 ,这 里 的 是 整数 , 并 称 相应 的 自 守 形式 是 权 为 &。 
而 与 a,5, c,d 是 整数 的 > 所 构成 的 群 RW PSL(2, Z)) 
相对 应 的 自 守 形式 就 称 为 模 形 式 。 
斋 加 莱 及 其 继承 者 还 研究 SLO, OH RARER ARH 
因 群 ) 及 相应 的 自 守 函数 ,而 一 般 的 自 守 孙 数 是 它 的 自然 推广 。 
设 基 是 C" 中 的 有 界 开 集 或 它 在 双全 纯 映 射 下 的 象 集 , 设 忆 是 
XHOSA) BWR, G 上 赋予 " 紧 开 "拓扑 。 设 卫 是 G 
的 离散 子 群 ,我 们 称 XX 上 的 全 纯 函 数 了 为 (关于 械 的 ) 自 守 形 
A, 如 果 存 在 在 OX X 上 定义 的 函数 a(r, r), 关于 * BEA 
的 , m Bab eho, 使 得 对 于 所 有 的 rer. A 
f(rz)= alr, zy f(z), . 
对 于 任意 EX, BM a 称 为 自 守 因子 , 它 满足 下 面 关系 
alrr,z)=alír,rzjalr,z)ə 
马上 的 自 守 函数 是 卫 作用 下 不 变 的 亚 纯 函 数 , 例如 两 个 不 
成 比例 但 具有 相同 自 守 因子 的 自 和 守 形 式 的 商 就 是 非常 数 的 自 守 


应 数 。 
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权 为 的 模 形式 的 集合 构成 C 上 的 向 量 空间 。 直 和 
D, AM 构成 一 个 分 次 代数 。 它 同 构 于 以 Gy 和 Ge 为 生成 元 的 
多 项 式 环 , 模 形 式 空间 上 作用 着 海 克 算 子 。 

给 定 一 申 复数 序列 

Gos dlr dz 
满足 某 种 增长 条 件 
a, = On‘), 
构造 函数 
flz)= Sar, 
它 在 上 半 平 面 全 纯 。 问 题 是 在 什么 情况 下 ,是 一 个 模 形 式 , 具 
有 权 bh, RN 和 特征 标 X? 

这 个 问题 首先 由 德国 数学 家 海 克 研究 , EATE T= 

SL (ZERA, 他 得 到 一 个 判 据 , 依 束 于 其 相伴 的 工 函数 
L(s, f) = (2x) TIDEs, f) 

的 解析 行为 , 他 证 明 ， 

如 上 是 关于 模 群 EREA, 则 

Lis, f) = #L(k-s, Po 

反之 ,如 
Lis, D=ËLIk-s f), 

则 FETRET ERE 的 模 形 式 。 

魏 伊 在 20 世纪 60 年 代 的 工作 主要 是 发 展 海 克 的 理论 。 
1936 年 海 克 在 具有 画 数 方程 的 狄 利克 雷 级 数 与 模范 数 之 间 建 
立 了 一 一 对 应 。1967 FR, MES EKAR RT BRA, 
使 任何 模 群 的 同 余 子 群 的 模 形 式 都 对 应 狄 利克 健 级 数 。 反 过 来 
对 于 任何 满足 函数 方程 的 狄 利克 震级 数 均 可 做 出 自 守 函数 ， 该 
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自 宇 函数 可 以 通过 竹林 (Mellin, Robert Hjalmar, 1854— 
1933) 变换 由 狱 利 克 雷 级 数 得 出 。 


5.4 几何 理论 


代数 数论 的 几何 理论 通常 称 为 算术 代数 几何 ， 也 简称 算术 
几何 。 这 是 当前 数学 发 展 的 最 前 浴 。 近 十 几 年 来 ， 在 这 个 领域 
取得 许多 最 重要 的 突破 。 首 先是 1994 年 维尔 斯 通过 椭圆 曲线 
的 算术 解决 了 有 350 年 历史 的 费 尔 马 大 定理 , 其 次 是 1983 年 
BEREZ (Faltings, Gerd, 1954—) WAT RB 
PAE, We RRR EA g >1 的 代数 曲线 只 有 有 限 多 
有 理 点 。 实 际 上 ， 法 尔 廷 斯 证 明 的 更 和 多， 定义 在 任何 代数 数 域 
上 的 gs>LI 的 代数 曲线 的 有 理 点 《〈《 即 “坐标 ”为 该 域 中 代数 
数 ) 也 只 有 有 限 多 。 由 这 两 大 成 就 可 以 看 出 算术 代数 几何 的 主 
要 问题 是 讨论 丢 番 图 方程 的 有 理解 (包括 整数 解 ) 的 ， 因 此 ， 
它 也 称 为 丢 番 图 几何 。 | 

竺 番 图 方程 的 求解 问题 可 追溯 到 3000 多 年 前 ， 是 数学 史 
中 最 古老 的 领域 。 这 个 领域 向 题 零 散 ， 换 一 个 方程 就 有 不 同 的 
结果 ， 需 要 用 不 同 的 方法 。 而 在 所 有 方法 一 一 初等 方法 、 代 数 
FE RETE SEDATE, SELAT EP, H 
有 代数 几何 方法 给 出 系统 的 结果 。 这 样 ， 我 们 考虑 的 方程 主要 
是 多 项 式 方程 和 多 项 式 方程 组 ， 它 们 的 解 就 是 有 理 数 域 Q 或 
代数 数 域 上 的 代数 秘 。 但 是 ， 现 在 的 代数 簇 不 是 定义 在 C 
上 ， 它 是 离散 的 ， 因 此 比 起 连续 的 代数 曲线 、 曲 而 来， 研究 要 
难得 多 ， 在 这 种 情况 下 ， 我 们 又 要 求助 于 《 函数 和 上 BRA 
法 ， 也 就 是 定义 有 理 数 域 Q LAR L BH. 


值得 注意 的 是 ，Q 上 代数 镰 的 一 些 结果 很 容易 推广 到 一 
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般 代数 数 域 肪 至 一 般 的 整体 域 有 时 是 局 部 域 上 。 实 际 上 ， 从 以 
前 的 研究 不 难看 出 ， 有 理 数 域 和 代数 数 域 的 算术 或 数论 有 极 强 
的 相似 性 。 虽 然 粗 略 地 讲 ， 民 数 数 域 的 元 素数 目 要 比 有 理 数 域 
包 得 名 ， 上 从 集合 论 的 角度 讲 ， 有 理 数 域 是 任何 代数 数 域 的 真子 
域 。 例 如 1977 年 马祖 尔 证 明 有 理 数 域 上 定义 的 椭 图 曲线 的 有 
理 点 群 的 乒 子 群 只 有 有 限 多 种 可 能 。 到 1996 年 对 于 代数 数 域 
也 证 明了 相应 的 结果 。 我 们 总 是 先 考 虚 @， 不 仅 是 因为 它 简 
单 而 且 也 因为 即使 在 Q 上 ， 我 们 在 最 简单 的 椭圆 曲线 上 ， 仍 
REARS HEM ERR. 
对 于 有 理 数 域 QO ERREX, BRS 2 进 上 同调 , 对 
每 个 素数 定义 上 (XX, s), 然 后 定义 第 TL 函数 为 
LOX, s)=TIL,(X, 5), Re(s) > +1, 
以 及 | 
A(X, 5) =ATLaCX, LOX, 5)o 
对 于 这 些 工 函数 ,我 们 有 下 面 的 猜想， 
L 函数 的 标准 猜想 
(1) LCX,s)-!1& ZL[P-:] 不 依赖 于 素数 5。 
(D) 对 于 Re(s)>+ +1, KERR 
L(X, s)= TL (Xs) 
绝对 收 敏 , 并 且 在 这 个 区 域内 不 等 于 0。 
(3) 工 (X,s) 可 以 亚 纯 开 拓 到 整个 复数 平面 ,最 多 当 i 为 
奇数 时 , LX, s) 开 拓 戌 全 平面 的 一 个 整 函数 。 
(4) L(X, $+) 40. 


(5) GRATE 
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ACX,s}= + A(X,it1-s) 
成 立 。 
THC he HANDS SAIL. 
$a dh HL fT 
我 们 这 里 要 讲 的 椭圆 曲 绑 是 最 典型 的 三 次 曲线 。 需 要 反复 
强调 的 是 ， 椭 国 曲 线 不 是 桶 图 ， 椭 图 是 二 次 曲线 ， 椭 刁 曲 线 是 
三 次 曲线 ， 椭 圆 曲 线 的 方程 也 是 牛顿 提出 的 4 种 标准 形式 中 的 
一 种 。 
最 一 般 的 三 次 平面 曲线 方程 可 写 为 
ax? + bri y+ cry" t+ dy + ex? + feyt gy thetky+i 
=0, 
经 过 坐标 变换 之 后 ， 我 们 可 以 把 x? 或 y 的 系数 变 成 0， 通 常 
我 们 保留 h 项 而 令 y 项 的 系数 为 0。 
进一步 简化 ， 我 们 得 到 4 种 标准 形式 之 一 : 
ytarytasy= rz + arx? + agx + ago 
RAAR BY LAE — 2 E R e A REE 
y=? tagt tago (*) 
方程 右边 的 多 项 式 有 一 个 判别 式 
A= —16(4a} + 27.42), 
判别 式 是 用 来 研究 代数 方程 根 的 性 质 的 , 例如 二 次 方程 
ax’ +bx+c=0 . 
的 判别 式 为 
b? -daco 
根据 判别 式 的 符 叶 , TAERA BR — Ot a REE 
ER. 仿照 这 个 , 我 们 可 以 根据 4 AMARTH: 
《14<0, 式 (*) 右 峭 达 +asz+a= 人 只 有 了 唯一 一 个 实 
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iR., Hl th 2 et —- TE) HR. 

(24<0, KC EI et aar + as=0 有 三 个 不 同 的 实 
根 , 这 样 椭圆 曲线 由 两 个 分 离 的 曲线 构成 , 一段 曲 线 两 端 无 限 延 
伸 到 无 穷 , 另 一 部 分 是 卵 形 的 封闭 曲线 , 这 实际 上 是 我 们 主要 研 
究 的 椭圆 曲线 。 

(3)4= 0, 这 时 

Titartao={r-a)(r -8), 

A 2a + 五 =0。 

这 种 情形 一 般 不 属于 我 们 要 研究 的 椭圆 曲 线 , 或 者 说 它 是 
有 奇 点 的 退化 的 椭 辆 曲线 , 它 有 三 种 情形 ， 

Da>8, 一 条 曲线 ,有 一 个 二 重点 , 具有 两 条 不 同 的 实 切 
线 。 

加 a 之 85, 一 条 曲线 通 向 无 穷 , 另外 还 有 一 个 孤立 点 (a,0)， 
这 点 也 是 二 重点 , 它 具有 不 同 的 虚 切 线 。 

Da =5=0, 一 条 曲线 ,x =0 处 有 一 个 尖 点 。 

在 椭圆 曲线 上 ,通过 点 Pic, yi 和 Palez yz) 的 直线 , 如 
果 与 椭圆 曲线 y= rta t as 相交 于 第 三 点 Py, 则 其 坐标 
为 


i slay 
3 1 2 4 x{-x ’ 


yyt (==> 2) las- x1)o 


£i T Ta 


PR- Bak Fe RARER 


Hy Ez 


如 果 P,P, 重合 ,这 时 过 P; HIHI ee -5 h EF P3, 


则 P; 的 坐标 为 
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椭圆 曲线 的 算术 

椭 加 曲线 的 算术 的 基本 定理 是 :椭圆 曲线 上 的 有 理 点 的 全 
体 构 成 一 个 阿 贝尔 群 。 群 的 元 素 现 在 不 是 数 而 是 点 ,因此 我 们 
必须 规定 , 两 个 点 的 和 (我 们 用 印 来 表示 ) 应 该 是 哪 一 点 ,每 个 点 
的 逆 元 素 是 什么 ,然后 再 验证 它们 是 否 满足 阿 贝尔 群 的 几 条 公 
理 。 

(1) 首 先 我 们 规定 每 一 点 P KEAP, 由 于 任何 椭 圈 曲线 
都 关于 z MK, 即 如 果 Pir., y ERAR EAE, Mr, 
-yy) 也 是 椭 贺 曲线 上 一 点 ,我们 称 它 为 Pir, y) 的 反 点 , 记 作 
Plz, -y)o 

(2) 现 在 我 们 定义 两 点 Pi(zt y1) 和 Palza y2) 的 加 法 运 
算 的 和 。 

如 果 连 结 P 和 P 的 直线 与 椭 贺 曲线 的 一 点 Pa 则 定义 
其 和 为 Ps 的 反 点 

POP, = P}. 

(3) 每 一 点 的 逆 元 素 为 其 反 点 。 

(DETRIA. 

在 这 样 定义 之 下 , PROEZHOWE CRE .结合 律 等 阿 
贝尔 群 公理 。 

从 数论 的 角度 看 , 最 有 兴趣 的 是 有 理 数 域 Q LH HM 
线 , 也 就 是 椭圆 曲线 上 坐标 为 有 理 数 的 点 集 E(Q), 因 为 椭圆 曲 
线 方程 作为 不 定 方程 , 其 有 理解 的 集合 无 非 就 是 E(Q)。 一 般 
来 讲 , 不 定 方程 的 解 的 集合 没有 什么 特殊 规则 , 但 是 椭圆 曲线 的 


有 理 点 集 有 车 极 好 的 规律 性 .这 种 规律 性 首先 是 法 国 大 数学 家 
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庞 加 莱 认 识 到 的 , 他 证 明 这 些 点 构成 一 个 阿 贝尔 群 ,并 猜想 这 是 
由 有 限 多 个 元 素 生 成 的 。 这 个 猜想 由 莫 德 尔 在 1922 年 证 明 。 
这 样 一 来 ,对 于 椭圆 曲线 的 知识 由 一 个 挠 子 群 和 一 个 数 一 一 秩 
r 决定 。 任 何 椭圆 曲 线 E(Q) 的 挠 子 群 只 有 15 种 , 因此 ,计算 
秩 是 椭 图 曲线 算术 理论 的 主要 问题 , 而 每 条 辆 圈 曲 线 都 伴随 一 
个 上 RR Rr SL 函数 的 关系 产生 椭圆 曲线 三 大 猜想 ; 

1) 复归 狂想 或 哈 塞 一 魏 伊 猜想 ; 

(2) 谷 山 ( 丰 ,Taniyama, Yutaka, 1927—1958)— RAT (ALB, 
Shimura, Goro, 1930—)— RFE ; 

(3) {A # (Birch, Bryan John 1931—)—~—j 38 W -4E 2K 
(Swinnerton-Dyer, Henry Peter Francis, 1927—) 7448. 

(1) Se SS RS 

E ERO 上 椭圆 曲线 ,其 上 可 定义 整体 工 函数 L(s, E) 


L(s,E)= IIP(E,/F,, p-‘)-', Res >>, 


其 中 P(E,/F,,p-')=(1-a,p-‘)\(1- ap *), lal = po 
可 证 

3 
Res > 


_ 1 
L(s,E)= I -eap ite lP) p Y 


其 中 
1， 玉 在 P 有 好 的 约 化 ， 
(P) “10 E EP 有 坏 的 约 化 ， 
a,=1+ p- #(E,(F,)), 
HCE DRR E, 的 点 数 。 
Hi hs EH: 
中 工 (s, 忆 ?可 全 纯 开 拓 到 整个 * 平面 ; 
OLC, LE ES*+ARENEA LAR; 
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图 满足 函数 方程 
L(s,E)J=e(s,E)L(2-5,E). 

有 趣 的 是 , 在 一 般 函数 来 证 明 的 黎 曙 猜想, 对 椭圆 函数 已 经 
证 明 。 

(2) 谷 山 一 志 村 一 魏 伊 猜想 

椭圆 曲线 上 的 数论 是 当前 一 大 热门 ,其 中 最 重要 的 是 洛 山 
一 志 村 一 魏 伊 狂想 :所 有 椭圆 曲线 均 为 视 曲 线 , 即 可 用 模 函 数 参 
数 化 的 曲线 , 这 种 曲线 也 称 魏 伊 曲 线 。 这 猜想 的 威力 可 由 它 蕴 
涵 费 尔 马 大 定理 看 出 。 椭 加 曲线 另 一 重要 猜想 是 沙 法 列 维 奇 群 
葬 有 限 。 魏 伊 在 这 方面 有 两 个 颠 献 : 一 是 把 玉河 数 与 沙 法 列 维 
SH M 联系 在 一 起 , 二 是 把 沙 法 列 维 奇 群 推广 到 阿 贝尔 艇 上 。 
AEA RB A 上 主 齐 性 空间 的 集合 有 群 的 结构 , 该 群 称 
为 魏 伊 一 沙特 汪 群 , 记 作 册 C(A,) ,这 是 魏 伊 在 1955 年 引入 
的 。 他 还 对 各 种 域 定 出 WCC, K), 并 且 通 过 WCA, DOEN 
阿 外 尔 镶 的 沙 法 列 维 奇 群 , 当 阿 贝尔 簇 为 一 维 时 , Ba Ot 
线 。1988 年 已 经 证 明 对 有 理 数 域 的 魏 伊 曲线 , 沙 法 列 维 奇 猜想 
成 立 。 另 外 , 谣 伊 还 建立 了 载 伊 高 度 理论 ,对 于 天 番 图 几何 至 关 
重要 。 

(3) 伯 奇 一 斯 温 耐 顿 - 代 尔 猜想 

从 某 种 意义 上 来 讲 , 它 相 当 于 戴 德 金 的 类 数 公式 。 

ORAS WOM EOL 函数 L(s,E) 在 ;=1 HABE 
点 , 它 的 零点 阶 数 + 等 于 E(G) 的 莫 德 尔 一 瑶 伊 群 E(Q) 的 秩 。 

OMAE: 

Lis,E)_ 2: 相生 RE Nc, 


lim G1 (HEQ) a” 
其 中 | 


da 
a= | + =a? 
sm! w 2g+aıtaz 


#(HE)) ÆA PET ROM, RC(E) 是 椭圆 规 淮 , BES 
RM. C, 是 子 群 指数 , 对 几乎 所 有 p.C,=1. HEA) Rm 
五 (已 ) 上 挠 元 的 数目 。 

这 个 猜想 极为 困难 , 因为 沙 法 列 维 奇 群 WCE) BRR 
公式 当中 , 可 是 还 不 知道 它 是 否 是 有 限 群 。 

沙 法 列 维 奇 群 是 如 下 定 尽 的 : 

HICE) = Ker { WC(E/Q)— H WC(E/Q,)}, 
Q 表示 p 进 数 , Q。 =R, BARRANT Q FQ, HRA, 
WC RAPERE. AKRNARRHARERE: 

ARERR 本 (EE) 是 有 限 群 。 

FÆRA Cassels, John William Scott, 1922 一 ) 在 1962 年 证 
明 , 如 果 WCE) APR, 则 其 阶 是 一 个 完全 平方 。 

第 一 个 突破 来 自 汝 宾 (Rubin, Karl, 1956—), 他 在 1986 年 
iA: oo | 
定理 WE 是 具有 虚 二 次 域 的 复数 乘法 的 椭 轩 曲线 , H 

L(1, E)A*0, 

则 十 (E) 有 限 ,而 且 ECQ) 也 有 限 。 

这 种 情形 下 .E(Q) 有 限 早 在 1977 年 由 FHR (Coates, John, 
1945 一 } 和 维尔 斯 所 证 明 ， 后 者 就 是 证 明 费 尔 马 大 定理 的 那 位 英 
国 数学 家 。 

进一步 1988 年 苏联 数学 家 科 雷 瓦 金 (Kolyvagin, V. ) 证 明 ， 

定理 WE ERRENA, ELO, 请) 隆 0, 则 EC(Q) 和 和 焉 
(E) BEAR H. : l 

这 样 一 来 , MRS BAB PA Re, MARERE 
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成 立 。 当 然 , 这 只 是 证 明 伯 奇 一 斯 温 耐 顿 . 代 尔 猜想 的 第 一 步 。 

但 对 于 粗 猜 想 , 当 椭 园 曲 线 的 秩 为 0, 1, oft, 已 经 得 到 证 
明 。 

椭圆 曲 线 的 猜想 的 推广 通常 有 两 个 方向 ; 

(1) 推 广 到 亏 格 o> 1 的 代数 曲线 , 但 往往 这 两 类 曲线 不 一 
样 ,猜想 往往 难以 成 功 。 

(2) 推 广 到 阿 贝尔 簇 , 阿 贝尔 馈 可 以 看 成 椭圆 曲线 的 高 维 推 
广 , 它 们 都 具有 阿 贝尔 群 结构 ,许多 猜想 可 以 自然 推广 , 特别 是 
伯 奇 一 斯 温 耐 顿 - 代 尔 猜想 。 早 在 1980 4F 7 BR ( Bloch ) HE AA, 
对 于 阿 贝尔 能 , 怕 坷 一 斯 温 耐 顿 - 代 尔 猜想 等 价 于 玉河 数 猜想 ， 
即 玉河 数 


GHPic(A)w) 
FOCA)) ° 
更 进一步 ， 我 们 还 有 更 一 般 的 代数 能 上 的 算术 代数 几何 。 
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结束 语 ， 世 纪 之 交 的 结构 数学 


本 书 不 打算 概括 整个 结构 数学 ， 也 不 可 能 概括 ， 而 有 结构 
数学 虽然 是 20 世纪 的 主流 ， 究 竟 也 难以 覆盖 整个 数学 。 估 此 ， 
我 们 有 必要 把 眼光 看 到 未 来 ， 同 时 对 结构 数学 的 边缘 地 带 也 上 略 
提 一 下 。 

20 世纪 70 年 代 以 来 ， 几 个 大 的 结构 数学 领域 有 着 更 进 一 
步 的 发 展 ， 它 们 不 仅 从 水 平 上 上 了 一 个 新 台阶 ， 而 且 它 们 之 间 
也 有 着 干 丝 万 缕 的 联系 。 另 外 ， 我 们 也 想 指出 ， 它 们 同 数学 两 
项 重大 的 国际 奖 ， 沃 尔 夫 奖 和 非 尔 兹 奖 的 一 些 获得 者 的 工作 ， 
特别 是 他 们 的 奠基 性 工作 有 关 。 

1， 李 群 及 其 表示 论 

群 表示 论 不 仅 在 理论 方面 有 着 重大 意义 ， 而 且 对 于 数学 内 
外 的 分 支 有 着 不 可 或 缺 的 应 用 。 一 般 来 讲 ， 群 当然 不 限于 李 
群 ， 但 是 李 群 有 着 特殊 重要 的 意义 。 

群 表示 论 的 发 展 可 以 说 经 历 如 下 几 个 阶段 : 

(1) 莫 基 阶段 ， 主 要 是 19 世纪 未 、20 世纪 初 对 于 有 限 群 
进行 的 ， 主 要 的 研究 者 是 弗 洛 宾 尼 乌 斯 、 伯 因 塞 德 和 FR, 
他 们 建立 的 理论 框架 对 群 表示 论 至 关 重 要 ， 其 中 特别 重要 的 
A: 

外 西 性 及 完全 可 约 性 
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Oe Ral 

OFF RIE EE 

四 付 立 叶 反 演 

Ozet 

钰 诱导 表示 
其 中 国 四 回 直 接 与 付 立 叶 分 析 或 调和 分 析 有 关 。 

(2) 紧 群 的 有 限 维 表示 (20 世纪 20 ER) 

要 把 有 限 群 的 结果 推广 到 紧 群 ， 唯 一 需 机 的 工具 是 不 变 积 
4}. ARR PE 1897 年 已 经 有 这 个 概念 ， 但 到 1924 F SF 
尔 看 出 ,一旦 有 了 不 变 积 分 ， 中 他 @@ 立 即 可 推广 到 紧 群 ， 并 由 
此 得 出 旋转 群 与 酉 群 的 不 可 约 表示 。 在 他 的 激励 下 ， 外 尔 在 
1924 年 到 1926 FART REREH, Æ 1927 年 通过 彼得 
(Peter) ~A RERET OO, HS E 嘉 当 把 李 群 的 表示 同 
他 在 1913 年 的 复 半 单 李 代 数 的 不 可 约 表 示 分 类 的 关系 做 了 阅 
述 ， 其 后 许多 数学 家 沿 着 这 条 道路 得 出 许多 奇妙 的 结果 。 

(3) 局 部 饼 群 的 无 穷 维 表示 

对 于 非 紧 叉 非 交 换 的 李 群 ， 表 示 论 有 很 大 的 困难 。 首 先是 
维 格 纳 在 1938 年 给 出 非 齐 次 洛 仑 兹 群 的 表示 ， 其 后 苏联 、 法 
国 和 美国 的 数学 家 们 大 大 推动 了 无 穷 维 表示 理论 ， 特 别 是 苏联 
的 盖 尔 范 德 学 派对 于 半 单 李 群 的 表示 。 险 瑞 什 一 钱 德 拉 〈Har- 
ish-Chandra, 1923 一 1983) 系统 地 研究 半 单 李 群 的 表示 。 法 国 
RAHM (Dixmier, Jacques, 1924—) KF REBHRH LS, 
fey St Oe RE A EB (Kinlov, Aleksandr, 1936—) REBET 
轨道 方法 ; 普 堪 斯 基 (Pukanszky, Lajos, 1927—1996) 等 进 
一 步 研究 可 解 李 群 的 表示 。 


至 今 为 止 ， 对 于 一 些 典 型 群 ， 已 经 取得 巨大 进展 。 但 是 无 
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论 是 一 般 的 群 ， 还 是 一 些 特殊 的 群 ， 如 SL (2, R), 2% 
题 还 远 未 解决 。 更 进一步 对 于 p 进 群 及 阿 德尔 群 的 表示 问题 ， 
更 是 方兴未艾 。 

2， 朗 兰 兹 纲领 

朗 兰 兹 是 1996 年 度 沃 尔 夫 奖 获得 者 。1970 年 他 正式 提出 
朗 兰 兹 纲领 这 是 代数 数论 特别 是 类 域 论 的 大 规模 推广 ， 特 别 
是 把 数 域 的 阿 贝 尔 扩张 推广 到 非 阿 贝尔 扩张 ， 而 且 把 阿 廷 互 反 
EA LERU. HAZRET H FA 
论 和 数论 统一 在 一 起 ， 得 出 一 整套 猜想 ， 其 中 最 典型 的 是 朗 兰 
HERRAR: 任何 n 维 却 罗 华 群 表示 的 阿 廷 二 函数 都 等 
手 另 一 类 工 BR, RAL BRR KM BRA 的 
GL, (A) 的 不 可 约 允 许 表 示 相 对 应 。 对 于 一 维 情 形 ， 这 正好 
EMAER, WME 工 BRST RRL BH. MARSA 
证 明 GL (2) 的 情形 ， 这 个 结果 也 是 证 明 费 尔 马 大 定理 的 基 
石 。 

对 于 高 维和 函数 域 情 形 也 有 一 些 结 果 ， 但 是 这 个 大 网 领 的 
方方面面 仍 有 许多 神秘 性 质 有 待 揭 般 。 这 个 伟大 的 纲领 将 涵 许 
多 重要 的 狂想， 例如 阿 廷 猜想 ， 它 的 进展 势必 推动 数学 统一 性 
的 认识 。 

.3. 格 罗 环 迪克 的 抽象 概 形 理论 

代数 几何 学 经 过 范 . 德 :瓦尔 登 、 魏 伊 、 查 瑞 斯 基 到 塞 尔 ， 
已 经 使 代数 烧 完 全 抽 条 化 ， 并 号 引进 一 些 代数 和 拓扑 的 方法 解 
决 一 系 列 问题 。 然 而 代数 艇 最 彻底 的 推广 还 是 格 罗 登 迪 克 在 
20 世纪 50 年 代 末 做 出 的 。 大 约 十 狗 年 间 ， 已 经 为 全 新 的 代 孝 
几何 学 造 出 抽象 的 对 象 一 一 概 形 以 及 一 大 付 处 理 方法 ， 这 使 得 
一 系列 的 问题 得 到 解决 。 
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他 在 代数 几何 学 方面 的 贡献 可 分 为 10 个 部 分 ， 主 要 是 ; 

G) 连续 与 离散 的 对 偶 性 〔 导 来 范畴 ， 六 个 演算 ) 

(2) 黎 曙 一 洛 赫 一 格 罗 登 违 克 理论 (KK 理论 与 交 截 理论 
的 关系 ) 

(3) RG 

(4) 拓扑 斯 

(5) 平展 上 同调 与 1 进 上 同调 

(6) RÆ (motiv) SHBHMP SH BP PRO 
ie . . . 
(7). 肾 体 与 晶 状 上 同调 、 德 - 拉 姆 系数 、 却 奇 系数 的 理论 

(8) 新 的 同 伦 民 数 ， 拓 扑 斯 的 上 同调 . 

(9) SAG : 

(10) SFR RH REIL GS, MP e—-ET SOR. 

这 个 博大 精深 的 理论 还 远 远 没有 和 型 清楚 ， 但 是 其 中 一 点 已 
经 带 米 极 深刻 的 成 果 ， 例如 证 明 殊 伊 狂想 各 论 。 

4， 非 交换 几何 

这 是 1982 年 非 尔 兹 奖 获 得 者 康 耐 的 创造 。 他 的 最 早 工作 
是 把 冯 *，' 诺 伊 曼 开 创 的 算 子 代数 理论 所 遗留 的 癌 题 进一步 解决 。 
其 后 把 他 的 理论 工作 范 团 推进 到 叶 状 结构 、 指 标定 理 、KK 理 
论 、 微 分 动力 系统 等 领域 ， 可 以 说 核心 是 K 理论， 它 的 整个 
发 展 都 着 与 拓扑 密 不 可 分 的 ， 更 具体 地 讲 就 是 上 同调 的 一 套 语 
言 都 订 以 照搬 到 这 里 。 因 此 ， 只 要 理解 拓扑 的 框架 ， 就 不 难 理 
解 其 自然 发 展 ， 但 是 从 交换 到 非 交 换 有 着 和 极为 困难 的 过 小 ， 因 
此 需要 新 的 工具 和 技术 。 近 年 案 这 方面 有 重要 进步 ， 典 型 的 有 
1997 年 沃 宜 沃 也 夫 斯 基 《〈《Voevodsky，Vladimir) 证 明 米 尔 诺 


起 ， 它 是 著名 的 布 洛 南 一 志 苏 狂想 的 特殊 情形 。 
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5. RR (Witten, Edward, 1951—) 大 统一 计划 

近 25 年 来 ， 在 数学 和 物理 学 的 交界 地 带 ， 出 现 令 人 震惊 
的 大 变化 ， 这 个 变化 造成 数学 和 数学 物理 向 前 所 未 有 的 深度 进 
军 ， 其 最 终结 果 尚 难 预料 ， 不 过 近年 来 的 突破 已 经 是 足够 鼓舞 
ACHT o 

本 世纪 物理 学 两 项 公认 的 革命 ， 一 是 相对 论 ， 二 是 量子 力 
学 ， 后 者 对 物质 结构 的 应 用 已 导致 除 引 力 之 外 其 它 三 种 相互 作 
用 的 统一 。 从 爱 因 斯 坦 到 外 尔 无 疑 都 最 关心 我 们 最 常见 的 两 种 
力 一 一 引力 和 电磁 力 的 统一 ， 外 尔 因此 建立 了 规范 不 变 的 概 
念 。 电 磁场 的 规范 变换 对 应 交换 群 U (1)， 而 杨振宁 和 米尔 
斯 (Mills, Robert, 1926—) 1954 年 向 非 交换 群 的 过 渡 证 明 
在 物理 学 上 是 富有 成 果 的 。 只 有 到 1974 年 杨振宁 和 陈省身 等 
数学 家 研究 发 现 其 间 的 联系 。 这 时 从 阿 提 雅 开始 求解 流 形 上 的 
杨 一 米尔 斯 方程 ， 而 衣 对 偶 方 程 的 解 称 为 瞬 子 。 但 是 物理 学 会 
给 数学 带 来 什么 呢 ? 

1982 年 ， 数 学 得 到 物理 学 的 回报 。 唐 纳 森 当时 还 是 一 位 
研究 生 ， 发 现 醉 子 的 参 模 空间 包含 底 流 形 许 多 结构 信息 ， 特 别 
他 的 结果 导致 轩 维 席 加 芋 猜 想 的 和解 汰 。 通 这 这 个 途径 ， 唐 纳 森 
构造 了 季 的 几何 拓扑 不 变量 ， 但 他 的 理论 对 物理 学 家 来 说 实在 
KET. i 

1988 FRPP Swe ET He Ri 
来 ， 使 得 物理 学 和 数学 进一步 接近 ， 还 使 许多 数学 理论 形成 统 
一 的 局 面 。 秽 如 纽 结 理论 和 量子 群 ， 共 形 场 论 和 疱 穷 维 李 代数 
等 等 。 FERNE, 1994 年 塞 伯 格 【Seiberg，Nathan) MA 
腾 得 出 一 个 塞 伯 格 一 威 隘 方 程 ， 它 们 远 远 比 杨 一 米尔 斯 方程 简 
单 ， 但 却 同 它们 等 价 ， 由 此 很 容易 得 出 许多 年 以 前 很 费力 才 得 
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到 的 不 变量 。 这 种 突破 在 数学 和 物理 学 上 的 意义 正在 进一步 控 
据 中 。 

6， 其 它 理论 

有 前 途 的 理论 还 有 许多 ， 这 里 只 是 简单 列举 一 下 ， 

(1) 德 林 费 尔 德 〈Drinfeld，Vladimir，1954 一 ) 等 创立 的 
量子 群 理论 。 

(2) 格 洛 莫 夫 的 辛 几何 理论 。 

18、19 批 纪 数 学 中 ， 分 析 占 有 突出 的 ， 也 可 以 说 是 领先 
的 地 位 。20 世纪 结构 数学 的 发 展 ， 也 对 分 析 产 生 影 响 。 反 之， 
数学 分 析 龙 其 是 常 微分 方程 及 偏 微分 方程 对 结构 数学 也 有 重大 
的 贡献 。 分 析 数 学 这 一 块 ， 需 要 比 本 书 更 多 的 篇 幅 加 以 论述 。 
作为 结尾 ， 本 书 只 能 对 这 个 极为 重要 的 领域 略 谈 一 二 。 

如 果 说 结构 数学 描写 数学 对 象 的 静态 方面 ， 那 么 分 析 数 学 
则 从 动态 开始 。 因 此 ， 分 析 的 头 一 个 大 领域 就 是 常 微分 方程 及 
动力 系统 。 实 际 上 ， 从 牛顿 的 时 代 起 ， 力 学 就 是 这 个 领域 的 带 
头羊 。19 世纪 末 庞 加 莱 的 工作 已 预示 当前 热门 领域 -和 浑 沌 、 
分 维 、 分 形 、 分 叉 等 理论 ， 它 们 都 构成 动力 系统 这 一 个 重要 分 
支 。 无 疑 ， 结 构 数 学 中 代数 及 拓扑 的 观点 对 于 这 个 领域 的 现代 
发 展 是 至 关 重 要 的 ， 这 里 我 们 只 需 举 出 斯 梅 尔 和 阿诺德 的 名 
字 ， 前 者 是 大 拓扑 学 家 ， 正 是 他 更 新 了 动力 系统 理论 ; 后 者 在 
前 人 工作 的 基础 上 ， 通 过 李 代数 和 辛 结构 大 大 扩展 了 这 一 分 
支 。 动 力 系统 的 另 一 个 半 独 立 分 支 是 遍历 理论 。 

偏 微分 方程 的 理论 和 技术 一 直 蚌 数学 分 析 的 核心 。 结 构 数 
学 特别 是 与 经 典 数学 如 微分 几何 学 ， 许 多 问题 最 终归 结 为 方程 
求解 问题 。 硬 分 析 的 进步 对 于 结构 数学 有 重大 意义 ， 这 些 表 现 


在 丘成桐 等 的 工作 中 ， 他 们 的 工作 后 来 扩展 为 几何 分 析 。 
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非 线 性 方程 取得 了 重大 突破 ， 特 别 是 KV 方程 存在 精密 
解 导致 一 系列 结构 数学 的 成 果 ， 这 些 都 充分 显示 出 数学 的 统一 
性 ， 而 统一 性 则 是 21 世纪 数学 的 主要 特征 。 
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别 是 原始 论文 ， 有 的 著作 甚至 有 一 整 卷 参考 文献 ， 这 是 远 远 超 
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A 数学 史 


(1} M. Kline, Mathematical Thought from Ancient to 
Modern Times, Oxford University Press, New York, 1972. 
《有 中 译本 《古今 数学 思想 》， 北 京 大 学 数学 系数 学 史 翻 译 组 


译 ， 上 海 科学 技术 出 版 社 ，1981.) 
(2) J. Dieudonné ed, Abrégé d'histoire des mathematiques 
613 


I, H, Hermann, Paris, 1978. 

(3) B. L. van der Waerden, A History of Algebra, 
Springer, Berlin, 1985. . 

[4] J. Dieudonné, History of Algebraic, Geometry 
Wadsworth, California, 1985. 

(5) J. Dieudonné, History of Functional Analysis, 
North-Holland, Amsterdam, 1981. 

(6) J. Dieudonné, A History of Algebraic and Differen- 
tial Topology, 1900-1960, Birkhauser, Boston, 1989. 

(72 Bruce Chandler, Wilhelm Magnus, The History of 
Combinatorial Group Theory, Springer, 1982. 

[8] J. C. Pont, La topologie algebrique des origines a 
Poincare, Presses Univ. de France, Paris, 1974. 


B 数学 综 览 


[1] N. Bourbaki, Elements de Mathematique, 3 10 大 
26, 414. Hermann, 1939—1976, Masson, 1980—1983. 
[2] R. V. Gamkrelidze ed, Encyclopaedia of Mathemat- 
ics, Springer, 1988—, 410 余 类 ， 与 本 书 相 关 的 有 : 
(1) Number Theory 
(2) Algebra 
(3) Lie group and Lie algebra 
(4) General Topology 
(5) Topology 
(6) Algebraic Geometry 
(7) Several Complex Variables 
614 


(8) Dynamical Systems 
(9) Geometry 
(3) J. Dieudonné, Panorama des mathematiques pures, 


Bordas, 1977. 增补 英 译 本 1981. 
C 数理 逻辑 与 数学 基础 


(1) D. Hilbert and W. Ackermann, Grundziige der theo- 
retischon Logik, Springer, 1928, 5th edn. 1967. 

(2] S..C. Kleene, Mathematical Logic, John Wiley, 
1967. 

{3] J. R. Shoenfield, Mathematical Logic, Addison- 
Wesley, 1967. 

(4) S. C. Kleene, Introduction to Metamathemaiics, 
van Nostrand, 1952. 

45) J. Barwise, ed. Handbook of Mathematical Logic, 
Nerth-Holland, 1977. 

{6} G. H. Moore, Zermelo's Axioms of Choice, Springer, 
1982. 


D 抽象 代数 学 


(1) B. L. van der Waerden, Algebra, I, 9th edn. 
1993, IE, 7thedn. 1993, Springer. 

[2] N. Jacobson, Basic Algebra, I, I, W. H. Free- 
man and Co, San Francisco 1974, 2nd edn. 1985. 

(3) N. Jacobson, Lectures in Abstract Algebra, I— M, 


Springer. 
615 


(4) G. Birkhoff, Lattice Theory, Amer. Math. Soc. 
1940, 1967. 

[5} M. Hazewinkel, ed. Handbook of Algebra, I, 
North-Holland, 1996. 

[6] D. Jungnickel, Finite Fields, Structure and Arith- 
metic, Bibhiographisches Institut, 1993. 

{7] F. Q. Gouvea, p-adic Numbers, Springer, 1993, 
2nd edn. 1997. 

(8] L. Rowen, Ring Theory, I, Il, Academic Press, 
1988. 


E 点 集 论 与 一 般 拓扑 学 


{1} F. Hausdorff, Grundzüge der Mengenlehre, Teubn- 
er, 1914. 【有 中 译本 》 

[2] C. Kuratowski, Topologie I, H, Monog. Mat. 
Warszawa. I, 1933, 1948, 1958, I, 1950. l 

[3] J. L. Kelley, General Topology, van Nostrand, 
1955. 【有 中 译本 ) 

(4) G. M. Reed, ed. Set-Theoretic Topology, Academic 
Press, 1977. 

(5) K. Menger, Dimension-theorie, Teubner, 1928. 

(6) W. Hurewicz and H. Wallman, Dimension Theory, 
Princeton Univ. Press, 1941. 

(7] R. Engelking, Dimension Theory, North-Holland, 
1978. 

{8] E. Cech, Topological Spaces, Wiley, 1966. 

616 


F 实 分 析 


(1) Y. N. Moschovakis, Deseriptive set Theory, North- 
Holland, 1980. 

(2) A. S. Kechris and A. Louveau, Descriptive Set The- 
ory and the structure of sets of uniqueness, Cambridge Univ. 
Press, 1988. 

(3) S. Saks, Theory of the Integral, Warszawa, 1937. 

(4) P..R. Halmos, Measure Theory, van Nostrand, 
1950. 《有 中 译本 ) l 

(5) R. Baire,. Lecons sur les fonctions discontinues, Gau- 
thier-Villars, 1905. 

(6] J. ©. Oxtoby, Measure and Category, Springer, 
1971. 

(7) H. L. Royden, Real Analysis, MacMillan, 1968. 


G 泛 函 分 析 


(1} S. Banach, Théorie des Opérations Lineaires, 
Warszawa, 1932. 

(2) P. R. Halmos, Introduction to Hilbert Space and the 
Theory of Spectral Multiplicity, Chelsea, 1951. 

(3) F. Riesz and B. Sz-Nagy, Functional Analysis, F. 
Ungar, 1955. 

[4] K. Yosida, Functional Analysis, Springer, 1968. 

(5) W. Rudin, Functional Analysis, McGraw-Hill, 


1973. 
617 


H #it 


[1] D. Gorenstein, Finite Groups, Harper and Row, 
New York, 1968. 

[2] D. Gorenstein, Finite simple Groups, Plenum Press, 
New York, 1982. 

(3) Derek J. S$. Robinson, A Course in the theory of 
Groups, Springer, 2nd edn. 1996. 

{4] L. J. Rotman, An Introduction to the theory of 
groups, 4th edn. Springer, 1995. 

(5) M. Suzuki, Group theory, Springer I, 1982, I, 
1986. 

{6} B. Huppert, Endliche Gruppen, I, Springer, 
1967, . 
(7) B. Huppert and N. Blackburn, Finite Groups, I, 
fl, Springer, 1982. . 

{8] M. Aschbacher, Finite Group Theory, Cambridge 
University Press, New York, 1986. 

[9] Wilhelm Magnus, Abraham Karrass and Donald Soltar, 
Combinatorial Group Theory, Springer, 1966. 

(10) Roger Lyndon, C. Paul and E. Schupp, Combina- 
torial Group Theory, Springer, 1977. 

(11) Baumslag, Gilbert, Topics in Combinatorial Group 
Theory, Birkhauser, 1993. C 

{12] M. Aschbacher, Sporadic Groups, Cambridge U- 
niv. Press, 1944. 

618 


(13) D. Gorenstein, R. Lgons and R. Solomon, The 
Classification of the finite simple groups, Amer. Math. Soc. 
1994, 1996. 


1 李 群 和 代数 群 


[+] C. Chevalley, Theory of Lie Groups, I, Princeton 
Univ. Press, 1946. 

[2] A. Borel, Linear Algebraic Groups, Benjamin, New 
York, 1969. 

(3) A. Borel, Introduction aux groupes arithmétiques , 
Hermann, Paris, 1969. _ 

(4) M. Demazure and P. Gabriel, Groupes algébriques, 
Vol. I, Masson, Paris, 1970. 

(5) J.-P.. Serre, Lie algebras and Lie groups, Benjamin, 
1965. 
[的 S. Helgason, Differential Geometry, Lie groups and 
Symmetric Spaces, Springer, 1989. 


J 代数 拓扑 学 ， 同 调 代数 ，KK 理论 


(1) J. F. Adams, Stable homotopy theory, Lect. Notes 
in Math. 3, Springer, 1964. 

(2) J. F. Adams, Lectures on generalized cohomology, 
Lect. Notes in Math. 99, Springer, 1966. 

(3) J. F. Adams, Algebraic Tepolopy: A Student’s 
Guide, Lond. Math. Soc. Lect. Notes Series 4, Cambridge 


U. P. 1972. 
619 


[4] P. Alexandroff and H. Hopf, Topologie I, Berlin, 
Springer, 1935 (Die Grundlehren der math. Wiss, Bd. 45). 

(5} M. Atiyah, K-tkeory, Benjamin, New York, 1967. 

(6) A. Borel, Seminar on transformation group, Prince- 
ton Univ. Press, 1960 (Ann. of Math. Studies No. 46). 

(7) K. Borsuk, Theory of retracts, PWN, Warszawa, 
1967. 

(8) R. F. Brown, The Lefschetz fixed point theorem, 
Glenview, IHinois, 1972. 

(9) H. Cartan and S. Eilenberg, Homologicai Algebra 
Princeton Univ. Press, 1956. | 

(10) P..J. Hilton- and S. Wylie, Homlogy Theory, 
Cambridge Univ. Press, 1960. . . 

(11): S. Eilenberg and N.. Steenrod, Foundations of Al- 
gebraic Topology, Princeton University Press, 1952. 

[12]. R. Godement, Topologie algebrique et theorie des 
faisceaux, Publ. de |’Inst. ‘math. de Strasbourg, XII, Her- 
mann, Paris, 1958. l | 

(13) M. Greenberg, Lectures on Algebraic Topology, 
Benjamin, New York, 1967. 

(14) M. Hirsch, Differential Topology, Springer, 
Berlia-Heidelberg-New York, 1976. 

(15) J. Hocking and G. Young, Topology, Addison- 
Wesley, Reading, 1961. | 

[16] W. V. D. Hodge, The Theory and Applications of 
Harmonic Integrals, Cambridge Univ. Press, 1941. 

620 


[17 ] A. Dold, Lectures on Algebraic Topology, 
Springer, 1972. 

(18) 5. T. Hu, Homotopy Theory, Academic Press, 
New York and London, 1959, 

(19) B. Gray, Homotopy Theory: An Introduction to 
Algebraic Topology, Academie Press, 1975. 

(20) D. Husemoller, Fibre bundles, McGraw-Hill, New 
York, 1966. 

{21) A. T. Lundell andS. Weingram, Topology of CW- 
complexes, van Nostrand Reinhold, 1969. 

(22) S.. Lefschetz, Topology, Amer. Math. Soc. Coll. 
Publ. No. 12, Providence, R. I. 1930. 

(23) S. Lefschetz, Algebraic Topology, Amer. Math. 
See. Coll. Publ. No. 27, Providence, R. I. 1942. 

(24) S. Lefschetz, Tepics in Topology, Princeton Univ. 
Press, 1942 (Ann. of Math. Studies, No. 10). 

(25) N. Lloyd, Degree theory, Cambridge Tracts No. 
73, Cambridge Univ. Press, 1978. 

(26) 5. Mac Lane, Homolegy, Springer, Berlin-Heidel- 
berg-New York, 1963 (Die Grundlehren der Math. Wiss. Bd. 
114). 

(27) J. Milnor, Morse Theory, Princeton Univ. Press, 
1963 (Ann. of Math. Studies, No. 51}. 

(28] J. Milnor and J. Stasheff, Characteristic classes. 
Princeton Univ. Press, 1974 (Ann. of Math). 


(29) E.. H. Spanier, Algebraie Topology, McGraw-Hili, 
621 


1966. 

(30) G. de Rham, Varietes differentiables, Formes, 
courants, formes harmoniques, Hermann, Paris, 1955. 

(31) D. Rolfson, Knots and links, Publish of Perish, 
Berkeley, CA, 1976. 

{32} H. Seifert and W. Threlfall, Lekrbuch der Tapolo- 
gie, Teubner, Leipzig-Berlin, 1934. 

(33) Seminaire. H. Cartan de "ENS, 1940-1950: Homo- 
topie, espaces fibres, Secr. math. ll, R. P. Curie, Paris. 

[34] Seminaire. H. Cartan de ENS, 1954-1955: Alge- 
bres d’Eilenberg-Mac Lane et homotopie, Secr. math. fl, R. 
P. Curie, Paris, 1956. 

(35} Seminaire. H. Cartan de FENS, 1958-1959; In- 
variant de Hopf et operations cohomologiques secondaires, Secr. 
math. il, R. P. Curie, Paris, 1959. 

(36) Seminaire. H. Cartan de 'ENS, 1959-1960: Peri- 
odicite des groupes d'homotopie stables des groupes classiques, 
d'apres Bott, Secr. math. ll, R. P. Curie, Paris, 1961. 

(37] Seminaire. G. de Rham, Univ. de Lausanne, 
1963-1964; Torsion et type simple d’homotopie, Lect. Notes 
No. 48, Springer, 1967. 

(38) A. Wallace, Homology theory of algebraic varieties, 
Pergamon Press, 1958. 

[39] R. Fritsch and R. A. Piccinini, Cellular structures 
in topology, Cambridge Univ. Press, 1990. 

(40) N. Steenrod, The Topology of Fibre Bundles, Pri- 

622 


neeton Univ. Press, 1951. 

(41) N. Steenrod, Cohomology Operations, Princeton U- 
niv. Press, 1962. 

(42) G. W. Whitehead, Elements of Homotopy Theory, . 
Springer, 1978. 

(43) R. M. Switzer, Algebraic Topology: Homotopy 
and Homology, Springer, 1975. 

[44] S. MacLane, Categories for the working Mathe- 
matician, Springer, 1971. 

(45) R. Bott. and L. W. Tu, Differentid Forms in 
Algebraic Topology, Springer, 1982. 

[46] W. S. Massey, Algebraic Topology: An Introduc- 
tion, Springer. 

(47) M. F. Atiyah, K-theory, Benjamin, 1967. 

[48} M. Karoubi, K-theory, an Introduction, Springer, 
1978. 

£49] J. Milnor, Introduction to algebraic K-theory, 
Princeton University Press, 1971. 

(50) H.-J. Baues, Homotopy Type and Homology, 
Clarendon Press, 1996. 


K 微分 几何 与 大 范围 分 析 


(1) S. Kobayashi and K. Nomizu, Foundations of Dif- 
ferential Geometry, Vols 1 and 2, Interscience, New York, 
1963-1969. 


[2] M. Spivak, A Comprehensive Introduction to Differ- 
623 


ential Geometry, Vol I-V, Publish or Perish, 1970-1973. 

(3] S. Sternberg, Lectures on differential Geometry, 
Prentice-Hall, Englewood cliffs, NJ, 1964. l 

(4) B. A. Dubrovin, A. T. Fomenko and S. P. 
Novikov, Modern Geometry, Vol. L- 3, Springer, 1978 一 
1981. : 

[5] S. Kobayashi, Transformation groups in differential 
Geometry, Springer, 1972. 

(6] W. Klingenberg, A Course in Differential Geometry, 
Springer, 1978. 

[7] D. W. Kahn, Introduction to Global Analysis, Aca- 
demic Press, 1980. 


L 条 复 变 


{1] H. Gravert and R. Remmert, Theory of Stein 
Spaces, Springer, 1979. 

(2) L. Hérmander, An Introduction to Complex analysis 
in Several variables, North-Holland, 1973. 

(3) R. O. Wells, Jr. Differential Analysis on complex 
manifolds, Springer, 1980. 

(4) S. S. Chern, Complex manifoidg without Potential 
Theory, Springer, 1979. 

[5] A. Weil, Introduction à letude des varietes 
kéhieriennes, Hermann, 1958. 

(6) H. Grauert and K. Fritzsche, Several Complex vari- 
ables, Springer, 1976. 

624 


M 代数 几何 学 


[1] E. Arbarello, M. Cornalba, P. Griffiths and J. 
Harris, Topics in the theory of algebraic curves, Springer, 
1985. 

(2) E. Brieskorn and H. Knorrer, Plane algebraic 
curves, Birkhauser, 1986. 

[3] H. Farkas and I. Kra, Riemann surfaces, Springer, 
1980. 

[4] W. Fulton, Algebraic curves, Benjamin-Cummings, 
1969. 

(5) P. A. Griffiths, Introduction to algebraic curves, 
Americam Mathematical Society, 1989. 

(6) P. A: Griffiths andJ. Harris, Principles of algebra- 
ic geometry, Wiley, 1978. 

(7) R. C. Gunning,: Lectures on Riemann surfaces, 
Princeton, 1966. 

(8) R..-Hartshorne, Algebraic Geometry, Springer, 
1977. 

(9) K. Kendig, Elementary algebraic geometry, 
Springer, 1977. 

(10) D. Mumford, Curves and their Jacobians, Universi- 
ty of Michigan Press, 1975. 

[11] D. Mumford, Algebraic geometry 1; Complex pro- 
jective varieties, Springer, 1976. 


(12) M. Reid, Undergraduate algebraic geometry, Lon- 
625 


don Math. Soc. Student Texts 12, Cambridge University Press, 
1988. 

(13) 1. R. Shafarevich, Basic algebraic geometry, 
Springer, 1974. 

[14] G. Springer, Introduction to Riemann surfaces, 
Addison-Wesley, 1957. 

{15} O. Zariski, Algebraic Surfaces, Springer, 1971. 

[16] W. Barth, C. Peters, A. van de Ven, Compact 
complex Surfaces, Springer, 1984. 

(17) F. Hirzebruch, Topological Methods in Algebraic 
Geometry, Springer, 1956, 1966, 1978. 

(18) A. Weil, Foundations of Algebraic Geometry, 
Amer. Math. Soc. 1946, .1962. . 

(19) W. Fulton, Intersection Theory, Springer, 1984. 

(20) A. Grothendieck and J. Dieudonne, Elements de 
geamétrie algebrique, Publ, Math. IHES, 4, 8, 11, 17, 
20, 24, 28, 32. 

{21] S. litaka, Algebraic Geometry, Springer, 1982. 


N Rt 5RA CRU 


[1] J. W. S. Cassels, A. Fröhlich eds, Algebraic 
Number Theory, Academic Press, New York, 1967. 
(2} Z. I. Borevitch and I. R. Shafarevitch, Number 
Theory, Academic Press, New York, 1966. 
(3) J. — P. Serre, Cours d’Arithmétique, Presses Uni- 
versitaires de France, Paris, 1970, 2nd edn. 1977. 
626 


(4) W. W. J. Hulsbergen, Conjectures in Arithmetic 
algebraic Geometry, Vieweg, Braunschweig, 1992. 

{5) A. W. Knapp, Elliptic Curves, Princeton Universi- 
ty Press, Princeton, 1992. 

(6) N. Koblitz, Introduction to Elliptic Curves and Mod- 
ular Forms, Springer-Verlag, News York, 1984. 

[7 了 ] S. Lang, Fundamentals of Diophantine Geometry, 
Springer-Verlag, 1983. 

(8) S. Lang, Cyelotomic Fields, J (1978), H 
(1980), Combined Second edn. Springer-Verlag, 1990. 

(9) L. C. Washington, Introduction to Cyclotomic 
Fields, Springer-Verlag, 1982. 

(10} L. J. Mordell, Diophantine Equations, Academic 
Press, New York, 1969. 

(11) T. Skolem, Diophantische Gleichangen, Springer- 
Verlag, Berlin, 1938, 

(12) A. Weil, Number Theory, Birkhauser, Boston, 
1984. a 

(13) H. E. Rose, A Course in Number Theory, Oxford 
University Press, 1988. 

(14) W, Narkiewicz, Elementary and Analytic Theory of 
Algebraic Numbers, Second edn. Substantially Revised and Ex- 
tended, Springer-Verlag, Berlin, PWN, Warszawa, 1990. 

(15) E. Artin and J. Tate, Class field theory, Ben- 
jamin, 1967. 


(16) J. Neukirch, Class field theory, Springer, 1986. 
627 


O 全集 或 选集 【【 按 出 生年 月 排序 ) 


6 


BYOTMODY EM TMr AEH PPLE NONY 


. Dedekind 
. Jordan 


. Cantor 


Klein 


Frobenius 


. Poincare 


. Volterra 


Hilbert 
Cartan 
Borel 
Schur 


. Lebesgue 


Riesz 


E. Jj. Brouwer 


. Noether 
. Weyl 
. Hecke 


. Morse 


Banach 
Hopf 


. L. Siegel 


Artin 


Hasse 


. Zariski 


Bochner 


Brauer 
N. Kolmogorov 


von Neumann 


sopp 


Hurewicz 
. Cartan 

H. C. Whitehead 
Gédel 
Weil 
Dieudonne 
Whitney 
Pontrjagin 
Chevalley 
MacLane 
Jacobson 
省 身 
Eilenberg 
H. Bing 

. Kodaira CU) FRE) 
R. Halmos 
Selberg 
Borel 

Bott 

-P. Serre 
Hirzebruch 
. F. Atiyah 


SUT DP PUARMEZVOr EO PAST 


CZGYISCSYE 编 辑 书签 
2008 年 11 月 1 日 10 时 28 分 00 各 


